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第一章一些通用的数学概念与记号 


§1. 逻辑符号 

1. 关系与括号本书的语言，像大多数数学教科书那样，是由普通的语言及一 
串用以叙述理论的专用符号构 成的. 除了这些按照需要而引入的专用符号之外，我 
们还要利用通用的数学逻辑符号飞 A，V，=>、 <=>,它们分别表示否定词“非”，系 
词“与”，“或”，“薄含”，“等价” ®. 

作为例子，我们举出代表三种不同旨趣的 意见： 

L. “如果采用适合于发现的记号, •••••• 那么，思考工作就能得到惊人的简化(莱 

布尼茨③） • 

P . “数学是把不同实体统一命名的艺术(庞加莱③） 

G. “自然界这部巨著是用数学语言写成的(伽利略® ) 

于是，根据上述记号，有下页开头表的写法. 

我们将会看到，只使用形式化 记号， 回避普通语言，并非总是明智的. 

另外，我们发现，由较简单的命题构成复杂命题时，使用了括号，正像写代数式 
那样，它们起着有关结构层次的作用.同代数中一样，为了节省括号，可以约定“运 

①在逻辑学中常使用符号&，而不用 A . 蕴含符号常写成 一 ，而等价关系写做 —— 或 —. 
但是为了不更换分析中传统的极限记号―，在本教程中仍使用上面给出的记号. 

⑦莱布尼茨 ( Leibni Z )(164&- m 6) 是杰出的德国学者、哲学家和数 学家. 他与牛顿一起享有发现 
无穷小分析基础的荣誉. 

⑦ 庞加莱 (Poincar 句 (1857 — 1912) 是法国数学家，他的卓越思想革新了数学的许多部门并在数学 
物理中得到具有重大价值的应用. 

④ 伽利略 ( Galileo )(1564—1642) 是意大利学者，伟大的自然科学家.他的工作成为后来关于空间 
和时间的全部物理概念的基础.他是现代物理学之父. 
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写 

法 

表 示 

L = 

> P 

L 蕴含 P 

L <： 

> P 

L 与 P 等价 

((L 4 尸) A (-P)) (-L) 

若/>由 L 推出，而/>不真，则 L 不真. 

-((L <=> G) V (P G)) 

G 既不等价于 L ， 也不等价于 P. 


算次序”.为此目的，我们对符号规定如下的优先次序： 

A , . 

在这样约定下，式子〜1 A 谷 V C 令 D 应解释成 (((--4) A B ) V C ) ^ D , m 
AVD=>C 应解释成 C , 而不是 ^ V ( Z ? => C ). 

对于表示4蕴含 B 或由 A 推出的写法我们常常赋予它另一种文 
字 解释: B 是4的必 要特征或必要条件，同样地，4是5的充分特征或充分条件•于 
是关系 A ^ B 可用下面任一种方法去 解释： 

对于认4既是必要的又是充 分的； 

A 成立，当且仅当 S 成立； 

当且仅当 S 成立，有>1成立； 

4与 S 等价. 

因此，写法4分 B 表示4 蕴含艮 同时 B 蕴含 A 
对式子 >4 A B 中连接闻“与”的用法不需作解释了 • 

然而应注意,在式子 AWB 中的连接词“或”，不是区分连接词,也就是说只要命 
题 A ， B 中有一个为真， AVB 就 正确. 例如，设 rr 是使: r 2 - 3 a : + 2 = 0的实数.这 
时可以说下列关系成立： 

( x 2 - 3 x + 2 = 0) ^ (x = 1) V (x = 2). 

2. 关于证明的注记典型的数学论断具有 A ^ B 这种形式，这里 d 是前提， 
B 是结论.证明这个论断，就是要建立一串蕴含关系 

A => Ci =>•'•=> C n => B , 

其中每个蕴含关系或为公理，或为已证明了的断语①- 

在证明中，我们将使用古典的推证法则：若4真且 A ^ 那么 B 也真 • 
在用反证法证明时，我们还将使用排中律，根据它，不论命题4的内容是什么， 
AV “04或非 >1) 总是正确的.因此，我们同时还采用 - hA ) ^ A , 即一个命题两 
次否定等价于原命题. 

(Da=>B=^C&(A=>B)A(B^C) 的缩写. 



§1. 逻辑符号 


• 3 • 


3. 某些专门记号为方便读者及简化文字叙述，约定分别用记号◄及►来表 
示证明的开始和结束. 

还约定，当方便时，用专门的 记号: =( 据定义等于）引进定义，其中两点放在被定 
义的对象一边. 

例如，式子 6 

J f ( x)dx := 

是用右端定义左端.而右端的含义认为是已知的. 

类似地，对已有定义的式子，也用这个记号引进简缩 i 己法.例如，式子 

=••六 f， p ，o 

i=l 

就是引进记号 a (/, F ，0 表示左端的专门和式 • 

4. 最后的注记注意，在这里我们实际上只谈到了记法，并没有分析逻辑推导 
形式，也没涉及诸如真实性、可证明性、可推导性等构成数理逻辑研究对象的深刻问 
题. 

如果我们没有形式逻辑，怎么建立数学分析呢？这里使人得到一些安慰的是，我 
们知道的，或说得更恰当些，我们会的，总比做形式化时所徭要的 多些. 这可以用一 
句格言来 说明： 当你要求一只蜈蚣解释它是怎样控制那么多条腿的时候，它早已学 
会走路了. 

整个科学的经验使我们断定，昨天认为明显、简单且不能分的东西，今天可能受 
到重新审査或把它精确化.数学分析的许多概念就曾经是这样的（无疑，未来也是这 
样).它的最重要的一些定理和工具早在17、18世纪就已经发现，然而，只是在创立 
了极限理论，以及这个理论所必需的、逻辑上完全合格的实数理论（在19世纪）之 
后， 数学分析才获得了现代形式化的、含义确切的、从 fft 为人们理解的 形式. 

在第二章中，我们正是从实数理论的这种水平上幵始建造数学分析的整个大厦 • 
如序言所说，希望尽快了解微积分学本身的基本概念和有效方法的读者，可立 
刻从第三章开始学，只是在有必要时，再回到头两章査阅相应的地方 • 

练习 

用1表示命题正确，用0表示命题不正确.这时，对命题 S 中的每 
一个，可建立一个所谓真 假表， 它依据命题 A . B 的真实性，指出这个命题的真实性.这些表 
是逻辑运算 -, A , V ,=> 的形式定义.见下页所画的四个表 • 

1. 验证这些表中所指示的一切是否都与你关于相应的逻辑运算的通常观念相符号•(要特别注意， 
若 A 不真，则 B 总是真的 •） 

2 . 试证下面的简单关系成立，它们在数学的论证中极为重要且有广泛的应用. 
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a) - «(i4 A B) <=» -\A V -^D\ 

b) \/ A -B; 

c ) (A=>B)<^> => -^A); 

d ) (A => B) -^A V B\ 

e) -'(>1 => 5) <=> i4 A -'B. 


§2. 集与集的初等运算 

1. 集合的概念从 19 世纪末到20世纪初，集合论语言成为最通用的数学语 
言.这甚至表现在对数学所下的一种定义中，它说：数学就是研究集合上各种结构 
(关系）的科学 

“所谓 集合， 是我们直观感到或意识到的，由确定的、彼此不同的对象联合成的 
整 体”； 集合论的奠基人 乔治. 康托尔②就是这样描述集合概 念的. 

康托尔的描述，当然不能叫做定义，因为它诉诸于可能比集合概念本身更复杂 
且从未定义过的概念.这种描述的目的是把这个概念与其他概念联系起来加以说明. 

康托尔的（或叫做“朴素的”）集合论的基本前提可归结为： 

1。 集合可由任意不同的事物 组成； 

2。 集合由构成它的事物集聚而唯一确定； 

3。 任何性质都定义一个具有该性质的事物的 集合. ^ 

若 x 是一事物， P 是一性质， P(x) 表示 x 有性质 P •用 {x\P(x)} 表示具有性质 
P 的一切事物的类.组成类或集合的事物，叫做类或集合的元素. 

由元素组成的集合用{^，… ，〜} 表示.当不致引起混淆时，为了书 
写简单,我们直接用 a 表示单元素集合 { a }. 

“类 ”/嫩 ’，“集体”,“组”等字,在朴素集合论中作“集合”的同义词来 使用. 

① 数学的结构.参看 Bourbaki 的书《数学简 史》， 俄译本 OqepKM no wcropMH MareMaTHKH , 
M .: MA ，1963. 

② 康托尔 ( Cl . Cantor )(1845^1918) ——德国数学家，无穷集理论的创始人，在数学中使用集合论 
语言的葬祖. 








. 集与集的初等运算 

下面的例子说明这些术语的应用： 

在词 “ fl ” 中的字母 “ a ” 的 集合； 

阿达马的妻子的 集合； 

十个数码所成 的组； 

豆科植 物族； 

地球上沙粒的 集合； 

平面上与其上二已知点等距离的点的 全体； 

集合 的族； 

所有集合的集合. 

集合课题的确定性在程度上可能具有的差别，向我们提示，集合这个概念，可不 
是那么简单和不出麻烦的概念. 

事实上，例如一切集合的集合这个概念，就会产生矛盾. 

◄设 M 为一集合，用 P ( M ) 表示 “ Af 是不以自己作为元素的集”这样一种性 
质. 

考察具有性质 P 的集合的类 A ： = {M|P(A/)}. 

如果 / C 是集合，那么，或者 P ( K ) 为真，或者 ^ P ( K ) 为真.然而，二者择一对 
于 K 是不可能的.实际上， P ( K ) 不成立，因为由 K 的定义推知包含着尺，即 
^ P ( K ) 为真； 另一方面， ^ P ( K ) 也不可能真，因为这就表示包含着尺，而这与 K 
的定义，亦即，它是不含自身的那样的集的类，相矛盾 • 

因此，尺不是集合 ► 

这是经典的罗素①悖论，它是朴素集合论所导致的悖论之一 • 

在近代数理逻辑中，集合的概念受到了精细的推敲（我们会看到，这并不是无根 
据的).但是，我们不去进行这种深人的 分析. 我们仅指出，在现行的公理化理论中， 
集合被定义为有一套确定性质的数学对象 • 

描述这些性质构成了公理.集合论公理系统的核心是假定了一些规则，根据这 
些规则可以从一些集合构成新的集合.总之，现行的任何公理体系，一方面，要避免 
朴素理论中众所周知的矛盾，另一方面，要保证适应于各种具体的集合，这些集合来 
源于数学的不同部门，首先是数学分析，当然是按广义理解下的数学分析. 

我们对集合的概念，暂时就给出这些注释，并转而描述在分析中最常用的集合 
性质. 

希望对集合概念作更详细地了解的读者，可参看本章§4的第二段，或査阅专门 
文献. 

2. 包含关系已经说过,组成集合的事物，叫做该集合的元素.我们尽童地用大 
写拉丁字母表示集合，而用对应的小写字母表示集合的元素 • 

①罗素 （ B . Russell )(1872-1970) —英国逻辑学家，哲学家，社会学者,社会活动家. 
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命题“: r 是集合 X 的元素”用符号简单地记作 

2：€义（或义3怎)， 


它的否命题用符号 * 

xiX (或 X 专 X ) 

来记. 

在书写有关集合的命题时，经常运用逻辑运算 3(“ 存在”或“找到”）与 V (“任何 
的，，或“对于任何的”)，分别称之为 存在量词与全称量词 • 

例如写法 Vx((x e A ) {x e B )) 表示的是，对于任何事物 ： T ， 关系 x € 4与 
: r € B 是等价的.因为一个集合完全被它的元索所确定，所以， t 述命题可以简记为 

A = B, 

读做 等于汉’，它表示集合4与集合 B 完全一致. 

这样，当二集合由同样的元素构成时，它们相等. 

否定相等就写成 A ^ B . 

若集合4的任何元素都是集合 S 的元索，就记作4 C B 或 
BDA , 并说，集合4是集合 B 的 子集， 或说 B 包含咸或说 B 
把>1包含于自己内.因此，集合糸万间的关系 ACB 叫做 包含关 
系(图 1). • 

于是， 

(A C B) := Vx((x € A) => (x € B)). 

如果 >4 C B 且 >1 # B , 就说包含关系 ACB 是严 格的. 或说 >1 是 S 的真子集. 
利用所引进的定义，可以推知 

{A = B)^(ACB)A(BC A). 

如果 M 是集合，是任一性质，那么，就能从 M 中分出一个子集 

{x€ M\P(x)h 

它是由 A / 中具有这一性质的一切元素组成的子集 • 

例如，显然有 

M = {x € M\x G M}. 

另一方面，如果尸是 M 中任何元素都不具有的一个性质，比如说， P ( x ) := (x ^ x ), 
则我们得到集合 



m 1 


它叫做 M 的空子集. 


0 = {x € M\x ^ x }, 




§2. 集与集的初等运算 



3. 最简单的集合运算设4与 B 都是集合 A / 的子集. 

a . 集合 

AU B := {x £ M\(x € ^4) V (x € B )}, 

由 M 中的那些元素组成，它至少属于 A B 中之一（图2)，称此集为次 B 的并集. 

b . 集合 • 

i 4 nB := {x € M\(x € >1) A (x € B )}, 

由 M 中的那些元素组成，它同时厲于 >1 和 B (图3)，称此集为 A . B 的交集. 

c . 集合 


A\B := {x € M\(x e A) A (x ^： B)} } 

由 M 中的那些元素组成，它 W 于 >1 但不 W 于 B (图4)，称此集为牵 B 的差集. 

集 A / 与 Af 的子集>1之差通常叫做 A 在 M 中的补集，记作 C M A , 如果由前 
后文能明显地知道4是哪个集中的补集时，就记作 CM (图 5). 

例为了说明引进的这些概念的相互作用，我们验证下面的关系式（称之为德 • 
摩根 ® 规 则)： 


Cm ( A \ JB ) = CmAHCmB , (1) 

Cm (A DB ) = C m A\J C m B . (2) 

◄ 例如我们来证明第一个 等式： 

( x € C M {A UB ))=>( X ^ AUB ) 

=> ((x ^ A ) A ( x ^ B )) 

=> (x e CmA ) A (x G CmB ) 
=>( xe ( C M AnC M B )). 

因此，得到 

C M (A UB)c ( C M AD C M B ). (3) 

①德.摩根 ( De . Morgan )(1806-1871) ——苏格兰数学家. 
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另一方面， 


(xe ( C m AD CmB )) => {(x € C M A ) A (x € C M B )) 

=^((® i A)B)) 

(x e Cm{a u B )), 


即 


C M ( AuB ) D ( C M AnC M B ). (4) 

由⑶与⑷即得到⑴. ► 

d . 集合的直积（笛卡儿 积). 对于任意两个集合 A , B t 可构造出新的集合—— 
对 { A ^ B } = 它的元素只有集合 A 和 R 如果4 / B ， 它有两个元索，而当 

Z B 时，它只有一个元索. 

这个新集合叫做 A y B 的无序对， 以区别 于序对 (>4， B ). 在序对 （ AB ) 中，元素 
A . B 被赋予一种附加的特征，根据它能分辨对 { A ^ B } 中的第一个元索和第二个元 
素.按定义，序对等式 


(A,B) = (C,P), 

表示力 = C 且 S = D . 特别地，如果 A ^ B , 那么（木 B ) / ( BM ). 

现设是任意两个集.按定义，由一切序对 Or ， y ) (其第一项是 X 中的元素， 
而第2项是/中的元素）所构成的集合 


XxK :={(x l 2 /)|(x€X)A(yey)}, 

叫做集合义，/(按这样的次序!） 的直积或笛卡儿积. 

由直积的定义及上面关于序对所做的注释，一般来说， Xxy/y XX . 只有当 
久= y 时，等式才 成立. 这时我们把 xxx 简记作久 2 . 

直积又叫做笛卡儿积，以纪念笛卡儿①，他曾与费马②各自独立地通过坐标系引 
进了几何的分析语言.众所周知的平面笛卡儿坐标系，恰好把平面变成了两个数轴 
的直积.笛卡儿积与它的因子的次序有关这一点，在这个熟知的情形是非常显然的. 
例如，序对 （ o ， i ) 和 （ i ， o ) 对应于平面上两个不同 的点. ^ 

设序对 z = ( x l 9 x 2 ) 是集合 X U X 2 的直积；^ X 久 2 中的元素， A 叫做序对 2 的 
第一射影，记作 pr l 2 ; 而的叫做序对 2 的第二射影，记作 pr 2 z . 

① 笛卡 JL ( Des ^ artes )(159^1650)— 著名的法国哲学家，数学家与物理学家.他在科学思想方 

法和认识论方面作出了重大 贡献. h ^ 

② 费马 ( F er mat )(1601 — 1665) ——卓越的法国数学家，职业法学家.费马在分析，解析几何，槪率 

论，数论等一系列现代数学领域中，都居于创始的地位. 




§2. 集与集的初等运算 


• 9 • 


练 习 

在问题1，2,3中用戍 C * 表示某集 M 的子集. 

1. 验证下面诸关 系式： 

a ) ( AcC ) A ( BcC )^> (( AUB ) CC )] 

b ) (C C A ) /\(C C B ) (C C (An B )); 

c ) C m ( C m A ) = A - } 

d ) (A C C m B ) <^(BC Cm A ); 

e ) ( AcB )^( CmAdCmB ). 

2. 试证： 

a ) AU ( BUC ) = ( AUB)UC =: AUBUC ] 

b ) An ( BDC ) = ( ADB)nC =： AnBHC ； 

c ) An(BuC) = (AnB)u(AnC )； 

d) Au ( BnC ) = ( AuB ) n ( AuC ). 

3. 验证并与交运箅的对偶 关系： 

a ) CmM u B ) = 

b ) Cm(A n B ) = CmAuCmB . 

4. 对下列集合的笛卡儿积作出几何 解释： 

a ) 二线段（矩 形)； 

b ) 二直线（平面 )•， 

c ) 直线与圖周（圆柱 面)； 

d ) 直线与岡面（圆柱 体)； 

e ) 二圆周（圆环面)； 

f ) 岡周与圆面（实圆环) • 

5 . 集合 △ = {( x u x 2 )e X 2 | x ! = x 2 ) 叫做集合 X 的笛卡儿正方形 X 2 的对角线. 

对第4题的 a )， b )， e ) 所得之集的对角线做出几何解释. 

6. 试证： 

a ) (x x y = 0 ) (x = 0 ) v (y = 0 ), 

而如果 X x y / 0 ，则 

b ) (AxBCX xY )^>( AcX ) A ( BcY ). 

c ) (x x r) u (z x r) = (x u z) x y . 

d) (X X y) n (x f X V) = (xn x f ) x (r n Y f ). 

这里 0 表空集，即不含任何元素的 集合. 

7. 将问题3中的关系与§1练习2中的关系 a )， b ) 比较，建立对于命题的逻辑运算，、 A 、 V 与 
对于集合的运算 C ， n，u 之间的 关系. 
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§3. 函数 

1.函数（映射）的概念现在来描述函数关系的概念，它不仅对于数学是基本 
的. 

设有二集合 X 与 

如果按照某种规律/，对于每个元素 xGX , 有一元素 yeY 与之对应，就说有 
一个定义在 X 上而在 y 中取值的函数 • 

这时，称集合 X 为函数的定 义域； 它的一般元素 x 称为函数的变元或自 变量； 
与变元 rr 的具体值 x 0 e X 相对应的元素 j/o €八叫做在元素: r 0 上的函数值，或 
叫做当变元 x = xo 时的函数值，并以 f(x 0 ) 表示.当变元变化时，一般来说，值 
y = f ( x ) € V 随: r 的值而变.因此，常称盘 y = /⑷为函数的因 变量. 

函数在集合 X 的一切元素上取得的所有函数值的集合 

f(X) := {y € Y\3x((x €X)A(y = f(x)))} 

叫做函数的值集或函数的 值域. 

由于集合的性质不同，术语“函数”在不同的数学部门中各有其合用的同 
义词: 映射，变换，射，算子，泛 函. 其中映射是最通用的，我们也经常使用这个名词 • 
常用 i 己号 

f : X ^ Y , X ^ Y . 

来记函数（映射). 

如果函数的定义域和函数值域从上下文看很明显时，也用 

xy-* f{x) 或 y = /( x ) 

这种简单 id 法，比较常见的是，就只用一个字母/来表示函数. 

如果两个函数 / i ,/ 2 有相同的定义域义，且对每个 xeX , 这两个函数的函数值 
fl ( x ) j2 ( x ) 一致，就认为两个函数 / l 与 /2 —致或 相等. 这时记作 /l = /^ 

如果 是某个函数，就用/|4或 / U 来表示函数 W : 

A — Y ，< p 在集合4上与/ 一致.更确切地说，就是当 x € >1时， f \ A ( x ) ：= < p ( x ). 
称函数 / U 为函数/在集合4上的缩小或限制，而函数 f ： X 相对于函数 
^ = f \ A ： A ^ Y 来说，就叫做函数 P 在集合 X 上的扩张或延拓- 

我们看到，有时要考察定义在某个集合 X 的子集4上的函数^ : 4 — 八并且 
值域 (^(4) 也可能是与 y 不一致的^的一个 子集. 因此，对于包含定义域的任意集 
合 X ， 有时就用术语 “函数的出发域”称 呼它，而把包含函数值域的任意集合叫 
做“函数的到达域”. 

这样，给出一个函数（映射)要求指明一个三元组 （ X ，/, y )， 其中 
X ——函数的被映射集或定义域； 



y ——函数所映入的集合或函数的到 达域； 

/——规律,按照它，对每个 xex , 有确定的元素 yeY 与之对应. 

我们看到，在这里 X 与 y 是不对称的，这反映着映射是从 X 到 y 内的. 
现在看看函数的几个例子. 

例1公式 Z = 2; rr 与 F = ^ 建立了圆周长 Z 及球体积 V 对半径 r 的函数 

依赖关系.每个公式按其意义各自给出定义在正实数集 R + 上，且在同一集 R + 中取 
值的函数 /: R + — R +. 

例2设 X 是惯性坐标系的集合，而 c •• X — R 是这样一个 函数： 对于每个惯 
性坐标系 x e X ，对应一个相对这个惯性坐标 系测* 出来的真空中的光速 c ( x ). * 
数 c : X — R 是常数函数，即对于任何 z € X ，它有同样的值 c (这是一个基本的实 
验事实 .） 

例3由公式 

{ X 1 = X — vt , 
t ，= t 、 

给出到自身的映射 G : R 2 - R 2 ( R 2 是时 间轴札 与空间轴 I 的直积: K 2 = RxR = 
R t x R x ) 是经典的伽利略变换，它把一个惯性坐标系 ( x , t ) 变成另一个惯性坐标系 
( x \ n 后者相对前者的运动速度是 t ；. 

由 

. X — vt 
x = ~， 

给出的变换 L : R 2 - R 2 也是为了同样的目的.这是著名的（一维) 洛伦兹变换①， 
它在狭义相对论中起着基本的作用；其中 c 是 光速. 

例4 射影 pq : X l xX 2 -^ X l 由对应 X x xX 2 B ( xi , x 2 ) ^ ix l eX l 给出.显 
然，它是一个函数.用类似的方法可定义第二个射影 pr 2 : Xx x X 2 - X 2 . 

例5设 V ( M ) 是集合 M 的一切子集的集合.对于每个4 € V ( M ), 令 A 在 Af 
中的补集 C m ( A ) € V ( M ) 与之对应，于是得到 V ( M ) 到自身的映射 C M : V { M ) ^ 
V { M ). 

① 洛伦兹 ( G . A . Lorentz )(185 a —1928) ——荷兰物理学家.所说的变换是他在1904年得到的， 
而在1905年爱因斯坦表述的狭义相对论中，这一变换得到了非常重要的 应用. 
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例 6 设 E C M. 在 M 上用条件 

( xe ( x ) = 1，当 x € E ) 八 ( XE (x) = 0,当怎 € C m {E)) 

定义的实值函数 Xe ： M-^ R , 叫做集合 E 的特征函数. 

例7设 M(X;Y) 是 X 到 Y 中的映射的集合，而 xo 为； f 中一个固定的元素 
令每个函数/ G M(X;Y) 对应于它在: r 0 的值 f(x 0 ) € y . 这就确定了一个函数 


F : M ( X ; Y )^ Y . 

特别当 y = R ， 即 y 为实数集时，函数 F : M ( X ; R )^ R 把每个函数/ : X — R 对 
应到一个数. F ( f ) = f ( x 0 ). 这样一来， F 是定义在函数上的函数.为了方便起见，把 
这样的函数叫做泛函. 

例8设 r 为位于曲面上（例如在地球上）且联接两个固定点的曲线的集合.可 
以令厂中每条曲线7对应于它的长.这样由“曲线的长”就得到一个函数 F ： r -^ R y 
为了求曲面上二已知点间的最短线或所谓的测 地线， 常需要研究这种函数 • 

例9考察定义在整个实轴 R 上的所有实值函数的集合 M ( R ; R ). 固定一个数 
对每个函数/ € M ( R ; R ), 使函数 / a € M ( R ; R ) 与它对应，它们间的联系是 
f a ( x ) = /(rr + a ) .函数 fa ( x ) 通常叫做将函数 /( a :) 平移 一个数 a . 这样所生成的映 
射>1: M ( R ; K ) — M ( R ; R ) 叫 做平移 算子.因此，算子>1是在函数上定义的，而它的 
值也是 函数 ： / a = A ( f ). 

如果我们到处都看不到实际的算子，那么上面考察的这些例子就可能显得好像 
是人造的.实际上，每架收音机就是一个算子/二/，它把电磁信号/转变为音频信 
号/;我们的每个感官，都是具有它自己的定义域和值域的一个算子（转换 器). 

例10空间质点的位置是由叫做它的空间坐标的有序三元数组 （ x ，2/， d 来确定 
的.一切这样的有序三元数组构成的集合可理解为三个数轴 R 的直积 RxRxR = R 3 . 

运动的质点在每—•瞬时《，位于空间 R 3 的坐标为的一点.这样 
一来，质点的运动可以解释为映射7 : R — R 3 , 这里 R 是时间轴，而 R 3 是三维 空间. 

如果一个系统是由 n 个质点组成，那么它的构形由各质点的位置所确定，即由 
3 n 个数的序组 

(XI ， yi ， 21; Z2, 2/2, 勿； … ； X n9 y nt z n ) 

确定，所有这些序组的集合，叫做 n 质点系的构形 空间. 因此， n 质点系的构形空间 
可以解释为 n 个 R 3 空间的直积 

R 3 x R 3 x • • • x R 3 = R 3n . 


由时间轴到质点系的构形空间的映射7 :说 — R 3 n 对应于 n 质点系的运动. 




例 11 力学系统的势能与其质点的分布有关,即与它的构形有关.设 Q 是力 
学系统的实际可能的构形的集合.这是系统的构形空间的某个子集. 每个位置 q G Q 
对应着系统势能的一个值 U(q), 因此，势能是定义在构形空间的子集 Q 上，而在实 
数域 R 中取值的一 个函数 : Q ^ R . 

例12 n 质点系的动能 A ： 与它们的速度有关.因此，质点系的全部机械能£；= 
K + 即动能与势能之和,它既与质点系的构形有关，又与诸质点的速度组 V 有关. 
像质点系在空间的构形 (/ 一样，由 n 个三维向最构成的速度组 I ；，也能用 3 n 个数的 
序组给出.与我们的质点组的状态对应的序对 ( q . v ) 构成直积空间 Rh x 
中的一个 子集丸 叫做 n 质点系的相空间 (它与 JR % 中的构形空间是不同的). 

因此，系统的总能量是定义在相空间 R 6 n 的子集0上，而在实数域 R 中取值的 

函数 

特别地，当系统是封闭系统，即没有任何外力作用于它时，根据能 M 守恒定律， 
函数£；在系统状态集的所有点上有同样的值仏€ R . 

2. 映射的简单分类当把函数 f •• X — Y 叫做映射时，它在元索 : r € X 上取 
的值 f ( x ) € r , 通常称 为元素 a : 的像. 

设 >4 C X ，则把4中各点: r 的像（在 F 中）所组成的集 

m := {y € Y\3x((x € A ) A ( y € / ⑻) } 

叫做 A 在映射 f:X-^Y 下的像. 



图6 


设集 s c y ， 则把 X 中其像 M 于 B 的那些元素的集 

r \ B ) ：= { xeX \ f ( x ) eB } 

叫做 B 的 原像或全原像 (图 6) 

关于映射 f ： X ^ Y : 
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如果/( X ) = y , 就说/是满射(或 X 到 y 上的映 射)； 

如果对 X 中的任何元素 a ： i ， rc 2, 有 

(/(々）= /( 工 2)) => (怎1 =工2)， 

即不同元素有不同的像，就说/ 是单射 （或 嵌入，内 射)； 

如果/既是满射又是单射，就说/是双射(或一一映射又叫双方单值映射). 

如果映射 /： x - y 是双射，即是集合 X 与集合 Y 间的双方单值对应，那么, 
自然可以做出一个映射 

r 1 •• y — 及 

它用以下方法定义 ：如果 /⑷= y , 则 f _ l ( y ) = x , 亦即，与 y e Y 对应的是那样的元 
索 x € X ，它在/下的像是 0：. 根据/的满射性，这样的 X 6 X 存在； 而由/的内射 
性，它又是唯一的.因此，映射/― 1 完全 确定. 这个映射叫做原映射/的 逆映射 • 

由逆映射的做法看出，/- 1 ： r - x 本身也是双射，并且它的逆映射 ( r 1 )- 1 : 
X — y 与/ :久 ― y —致 • 

因此，两个映射是逆映射的性质是相互的，即如果/- 1 是/的逆映射，反过来， 
/也是/- 1 的逆映射. 

我们注意到，集 b c y 的原像的符号 r l ( B ) 与反函数的记号广 1 有联系，然 
而，应该看到，集合的原像是对任何映射 f ： X ^ Y 都有定义的，即使它不是双射， 
从而没有逆. 

3. 函 数的复 合与互 逆映射 函数的复合运算，一方面是产生新函数的丰富源泉, 
另一方而乂是将复杂函数分解成比较简单的函数的一种方法. 

若有二映射 / — y 与 — z ， 且9定义在/的值域上，则可用公式 

(go /) ⑻ :=〆/⑻) 

确定 X 上的新映射 

g o f : X 一 Z . 

所建立的这个映射 go f 叫做映射/与映射 p (按这种顺序!）的复合映射. 

图7具体说明了映射 f 与 g 复合的结构. 

无论在几何中讨论了平面运动或空间运动的复合时，还是在代数中研究由最简 
单的初等函数复合得到的复杂函数时，我们都不止一次地遇到过映射的复合- 
复合运算有时要连续施行若干次，因而，注意到它们是结合的，即 


是有好处的. 


h o (g o f) = (h o g) o f 





图 7 

◄实际上， 

(ho (go f))(x) = h((g o f)(x)) = h(g(f(x))) 

= (ho g)(f(x)) = ((/i 0^)0 f)(x). ► 

因此，正像几个数的加法与乘法那样，可以去掉表明运算次序的括号. 

如果复合 / nO -.- oA 中所有的项都等于/，那么就把它简短地表成 /' 

大家都知道，例如，正数 a 的平方根，可以按照公式 

1 ( a 
Xn+l = + ^ 

用逐次逼近法从任意的第一近似值 x o >0 开始进行 计算. 这恰好就是在计算 f n (xoh 
这里 /( a ；) = I ( x - f -). 这种把前一步得到的函数值，作为下一步的自变 M 值的计 
算方法叫做迭代法. f 数学中，迭代法用处很广 • 

我们还注意到，即使两种复合 P 。/ 与 fog 都有定义，一般来说，它们也是不相 
等的 〆 

gof^fog. 

实际上，例如取二元集 { a , 6}, 及映射 f •• {a，b} — a， ff •• { a , b) ^ b. 这时，显然 
夕 o / •• { a ， b } — {?， 而 / o 沒： { a , b } — a . 

如果映射 / •• X — X 把久的每个元映成自身，即: c 上 X ，那么就把/记作 ex ， 
并称之为集 X 的恒等映射. 

引理 

(p o / = ex ) => ( p 是满射） 八 （/ 是单 射). 

◄ 实际上，如果/ : X — A 分 ：V — A ■，且 p o / = ex : X — X ，那么 

X= e x (X)^(go f)(X) = g(f(X)) c g(Y) f 



也就是说， g 是满射. 
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此外，如果 x l € X 1 x 2 eX t m 

(xi ^ x 2 ) => {ex{xi) ^ ex{x 2 )) ((go f)(xi) ^ (go f)(x 2 )) 

=> (W ⑹)# 9 (f(x 2 ))) ^ (/(xO ^ /(x 2 ))， 

因此， / 是单射 .► 

互逆的映射可以用映射的复合来描述. 

命题映射 f : X Y,g : Y ^ X 是互逆的双射当且仅当 go / = e x 且 
fog = e Y - 

◄据引理，条件 P 。/ = ex 与 / op = 同时成立就保证了映射 / j 的满射性 

与单射性，也就是说，它们都是 双射. 

这两个条件又说明2/ = /( x ) 当且仅当 a : =贞 y ) ► 

以上我们用明确构造的方式建立了逆 映射. 已证明的这个命题，使我们能给互 
逆的映射一个虽不太直观，然而更对称的定义 •• 映射 /， P 互为逆映射，假如它们满足 
两个 条件： 

9° f - «x, f og = ey 

(参看本节末的习题 6). 

4. 作为 关系的 函数. 函数的图像最后，我们再回到函数的概念上来.我们看 
到，它的演变是长期而相当复杂的. 

“函数”这个词首见出现在 1673-1692 年莱布尼茨的著作中（诚然，是在较狭窄 
的意义下).直到1698年， J . 伯努利（即大伯努利)①和莱布尼茨在书信来往中，才在 
比较接近近代的意义下使用了这一术语. 

几乎与上节开始时引人的函数概念完全一致的描述，在欧拉那里已经遇到 （18 
世纪中叶).至19世纪初，已经出现在译成俄文的拉克 鲁阿® 的数学教科书中.罗巴 
切夫斯基③是这一函数概念的积极拥 护者. 罗巴切夫斯基还指出，“从一般理论的观 
点看，只有把彼此联系的数理解成是一起给定的，才存在依赖关系”④，而这正是我 
们现在要讲的精确定义函数概念的思想. 

在本节开始对函数概念的描述是很有生气的，并反映了事物的本质.然而从现 
代观点来看，还不能说是一个定义，因为它利用了与函数等价的概念： 对应. 为使读 

① J . 伯努利 （ J . Bernoulli )(1667—1748) ——著名的瑞士 Bernoulli 学者家族的早期代表者之一, 
他是分析学家，几何学家，力学家，他创立了变分学,对微分积分计算给出了第一个系统的阐述. 
⑦拉克挎阿 ( Lac r oix 〉(1765 — 1843) —法国数学家与教师（师范与综合技术学校教授，巴黎科学 

巴切夫斯基 ( H . M . Jlo6aMeBCKHi4)(1792—1856) ——伟大的俄罗斯学者，他与伟大的德国 
自然科学家高斯 （ K . Gauss 1777—1855) 以及卓越的匈牙利数学家鲍耶（丄 Bolyai , 1802-1860) - 

起，享有以他的名字命名的非欧几何的发现者的荣誉. 

④罗巴切夫斯基全集—— roc T exH 3^ aT , 1951年版第 V 卷第44页. 




§3. 函数 


者了解，在这里，我们将介绍怎样用集合论语言给出函数定义 .( 有趣的是，我们下边 
介绍的“关系”的概念，莱布尼茨也有，它是先于函数概念的 .） 

a. 关系由一些序对 (2 ：， 2/) 组成的任一集，叫做一个关系兄. 

构成咒的所有序对的第一个元索组成的集 X 叫 做关系的定义城， 而这些序 
对的第二个元素组成的集 y 叫做 关系尺的值域 • 

因此，可把关系兄解释成直积 xxy 的子集尺.如果 x cf ,且 y C 显 
然 

ncX xY CX f xY \ 


所以同一个关系可作为不同集的子集给出来. 

含有某关系的定义域的集，叫做这个关系的出 发城， 而含有其值域的集叫做它 
的到达城. 

常常把写成 xUy } 并说 x 与 y 用关系尺联系 着. 

如果尺 C X 2 ,就说关系兄在 X 上给定. 

现在看几个例子. 

例13对角线 

A = {( a , 6 )€ X 2 |a = 6 } 

是 X 2 的一个子集,它给出集 X 中元素的相等关系.事实上，表示 （ a ， 6 ) e △，即 

a == 6 . 

例14设 X 是平面上的直线构成的集. 

两条直线 aeX,bGX 被认为由关系尺联系着，写成 a7lb, 如果直线平行于 
直线 a . 显然，这就从 X 2 中分出了满足( 1 兄 6 的对 ( a , 6 ) 的集合兄，由几何教科书得 
知，直线间的平行关系具有下列 性质： 

ana (反身 性)； 

(aTlb) (bHa) (对称 性)； 

(aUb) A (bile) =» (aUc) (传递性) • 

具有上面三条性质，即反身性①,对称性与传递性的任何关系兄，都 叫等价 关系. 
等价关系用专用的符号〜表示，在这种情况下，这个符号代替了表示关系的字母兄 • 
这样,在等价关系的情形，我们以 a ~ 6 代替 aUb , 并说 a 与 6 等价. 

例15设 M 是一个集合，而 X = V ( M ) 是它的一切子集的全体.对于集 X = 
V ( M ) 的任意两个元素 a 与 6 ,即 M 的任意两个子集 a 与&，下面三种町能总有一 
种被满足: a 包含在 b 中; b 包含在 a 中； a 不是&的子集且 6 也不是 a 的子集. 

①为完整起见,我们指出，关系尺称做反身的,假如它的定义域与值域一致，并且对于兄的定 
义域中的每个元素 a ， 有 aUa 成立. 
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我们把 X 的子集间的包含关系作为 X 2 中的 关系尺 即按定义令 

aRb := (a C b ). 

这个关系显然具有下述 性质： 

aUa (反身性)； 

( aTZb ) A ( bUc ) ( aUc ) (传递性)； 

( aJZb ) A ( bTZa ) => aAb , 即 a = 6 (反对称性). 

一个集 X 的元素对之间的关系，如果具有上面所指出的三条性质，习惯上称它 
是集 X 上的一个偏序关系.我们经常用记法 a 4 6来表示偏序关系以代替记法 aUb } 
并说6在 a 之后. 

如果除了确定偏序关系的三条性质之外，还满足条件： 

VaV 6(( a 7^6) V ( b 1 la)) y 

即集 X 中的任二元索均能比较，就把关系尺叫做序关系，而把定义了序关系的集 
X 叫做线性序集 • 

这一名称的产生，与数轴的直观形象有关，在实数轴上，对于任何一对实数都能 
讨论 < 关系. 

b . 函数与函数的图像如果 

( xUyi ) A ( xny 2 ) => ( j/i = V2 ) 

就说关系是一个函数 关系. 

函数关系叫做 函數. 

特别地，设 X 与/是两个（不一定不同的）集合， ncXxY 是定义在 A ■上 
的，集合 X 的元素 X 与集合 y 的元素 y 间的一个 关系. 如果对于每个 X € X , 

只有一个 y € K 使得 z 与2/满足上面的关系，即 xny , 那么，尺就是一个函数 关系. 
这样的函数关系尺 C ( XxY ) 是 X 到 中的映射，或 X 到 V 中的函数. 

我们常用符号/来记函数.如果/是函数，我们将像从前一样^写 y = /(4或 
x 厶 y 而不用: r /2/， 并把2/ = /⑷叫做函数/在元素 a : 上的值，或元素 x 在映射/ 
下的像. 

对照最初描述函数概念的说法，我们看到,按照“规律”/把元素 z € X “对应”于 
元素 y € y 就是对每个 x € X , 指出了唯一的 y € y , 使 rr / y ， 即 ( x , y ) efcXxY . 
设厂是直积 Xxy 的子集，它由一切形如 ( xj ( x )) 的元素组成，因而 

厂:= {(^ y ) € X x y|y = f ( x )}. 

我们称这个子集 r 是在原来意义下函数 f ： x -^ Y 的 图像. 
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在我们把函数作为子集 fcxx y 这种新的叙述下，函数与它的图像当然已经 
没有区别了. 

我们原则上指出了，形式地建立函数的形式化集合论定义的可能性，实质上是 
归结为函数与其图像等同.然而我们并不打算今后只限于用这种形式给出函数.为. 
了给出函数关系，有时用解析式方便，有时用函数值表方便，也有时用运算过程（算 
法）的语言描述更方便，根据这种描述，对于给定的 X € X , 可以找出相应的 yeY . 
无论用上面哪种方式给出函数，利用其图像给出函数，即作函数图像的问题都是有 
意义的.用很精致的图像来给出数值函数的益处是，它能直观地表现出函数依赖关 
系的基本的定性的特征.函数的图像（诺谟图)，也可以用于计算，但通常只是在精度 
要求不高时才用到.精确计算时要用函数值表，而更常见的是借助于算法在计算机 
上进行. 

练习 


1. 用下列方式来定义两个关系尺!，尺2的复合尺20 % : 

7 l 2 oKx ：= {(*, z )\3 y ( x 7 hy ) A (y 兄 az)}. 

特别地，当兄 i C X x 尺 2 C Y x Z 时，有尺 = 兄 2 O 尺 1 C X X Z , 并且 

xRz := 彐 y((j/ € Y ) A ( xK \ y ) A ( y ^ z )). 

a) 设 Ax 是集合 X 2 的对角线， Ay 是集合 P 的对角线.试证，如果关系 HiCXxY 
与兄 2 C y x A •满足（兄 i 。兄 2 = Ax) A (兄 2 o 兄 1 = Av), 那么，它们都是函数，并且 
给出了集合 x , y 间的互逆映射 • 

b ) 设兄 cx 2 . 试证： 关系兄的传递性条件等价于 noncn . 

c) 如果 ( yn ' x ) ^ { xn y \ 就说关系是尺 CXxK 的转置关系 • 

试证，关系尺 c X 2 的反对称性等价于条件尺 c Ax . 

d) 验证，集合 x 的任意二元素由关系 nc x 2 相联系（按这种或那种次序)，当且仅当 
n \ jn ' = x 2 . 

2 . 设/ : X — y 是映射.元索 2/ € Y 的原像 / -1 (y) C X 叫做 y 上 的层. 

a) 指出映射 

pr x : Xi x X2 —♦ Xi,pr 2 : X \ x . X2 X2 

的层是什么. 

b ) 设 u A > 2 € X ，如果 /( Xi ) = /( x 2 ), 即如果与 x 2 位于同一个层中，就认为 
A e A ■与 X 2 € X 由关系 UdX 2 相联系，并且写成 Xi ^2- 

验证尺是等价关系 

c) 试证映射 f : X -^ Y 的层互不相交，而所有层的并是整个集 X. 

d ) 验证： 对集合的元素间的任何等价关系，可将该集表成互不相交的等价元素类的并的形 
式. 
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3•设 /:X — y 是 X 到 Y 中的映射.试证，如果 A 与 B 都是 X 的子集，那么 

a ) ( ACB )^ ( f ( A ) C /( B )) (Ac B) y 

b ) ( A ^0)=> (/( A ) 參 0)， 

c ) f ( AnB ) cf ( A ) n /( B ), 

d ) f(A UB ) = f ( A)U /( B ); 

如果，与反都是 y 的子集，那么 

e ) ( A f CB f )^ r 1 ( A 1 ) Cf - l ( B f ) y 

f ) r l ( A f n B f ) = r 1 ^) n 

g ) r \ A f uB f ) = r i ( A f ) ur i ( B f )； 

如果 YD^D B \ 那么 

h ) r 1 ( A , \ B f ) = r i ( A / )\ r i ( B r ) y 

i ) r i ( CYA f )^ c x r l ( A f )； 

对任何集 AcX 及任何集灰 C 

j ) r l ( f ( A )) DA . 

k ) f ( r l ( B f )) cB f . 

4. 试证映射 / : X 4 Y 是 

a ) 满射，当且仅当对任何 B ， cY 有 /(/- 1 (^ / )) = B / . 

b ) 双射，当且仅当对任何 ACX 及任何庄 C y 有 

(厂 !_) =力)八 (/( 厂 1 ⑻卜丑 ')• 

5. 检验关于映射/ : X ^ Y 的诸命题的等 价性： 

a ) /是 内射； 

b ) 对于任意集合4 C A •，有 r 1 ( f ( A )) = A ] 

c ) 对久的任意两个子集/!、月，有 /(A n S ) = f ( A)n f ( B ); 

d ) /(4) n /( J 3) = 0 分 >inB = 0 ; 

e ) 当 时，有 f ( A \ B ) = f ( A )\ f ( B ). 

6. a ) 如果映射 /: X — Y 与 K — X 能使 po / = ex , 这里 e x 是集久的恒等映射，则 

称5是/的左逆 映射， 而称/是 g 的右逆 映射. 试证，与逆映射的唯一性不同，可能存 

在许多单边逆映射. _ 

例如，可考虑映射/ :义 — K 和 g •• K — X ，这里 X 是单元素集，而 F 是二元索集，或 

考虑序列的映射 

( XI ，…，〜，•••）么 ( a ， Xl ， … ， x „， …） 

( 2 / 2 ，. ••A ( 2 / 1 ，?/ 2 ，... »2/ n ,-**)- 

b ) 设 / — — Z 都是双射.试证，映射 y o / : X — Z 是双射，并且 

( gofr ^ r ' og - 1 - 

c ) 试证，对任何映射/ : X -^ Y , g : Y -* Z , 及任何集合 C C Z ， 等式 

( po /)- 1 ( C ) = /- , ( p - 1 ( C )) 
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成立. 

d ) 验证由 （ Ay ) ^ ( 2 /, x ) 给出的映射 F : X xY xX 是双射.描述互逆映射 
/ — y 与厂 1 : y — X 之间的图像的相互联系. 

7. a ) 试证对任何映射 f : X ^ Y 来说，由对应 a ： 4 ( z ， f ( x )) 所确定的映射 F : X-^XxY 

是内射. 

b ) 设质点 在岡周 K 上作匀速 运动； A ： 是时间轴，而 a ： 4 y 是瞬时 x £ X 与质点位置 
2 / = J ( x ) e Y 间的对应关系.绘出函数 / — y 在 XxK 中的图像. 

8. a ) 对§3中所选的例题 1-12, 说明其中的映射是不是满射,单射，双射，或者不是上述的任 

何一种. 

b ) 欧姆定律/ = V / R 把导线中的电流强度/，导线两端间的电压 V 及导线的电阻丑联系 
起来.试问，怎样的集合间的映射 O •• X — Y 对应于欧姆定律？怎样的集合的子集对 
应笤欧姆定律的关系？ 

c ) 试求伽利略变换与洛伦兹变换的逆变换 

9. a ) 设有集合 SCX 及映射/ : X — X . 如果/(5) C 5,则称5关于/是 穗定的 .写出 

关于平面沿其上一向 M 的平移的稳定集. 

b ) 设集 J c X ,映射/ :火 — 久•如果 /(/) = /，则称/关于/是不变的.写出关于平 
面绕一个定点旋转的不变集. 

c ) 点 p 叫做映射/: X — 久 的 不动点 ，如果 /( p ) = p . 试证平面上的平移、旋转与位似的 
任意复合，当位似系数小于1时，有不动点. 

d ) 把伽利略变换及洛伦兹变换看做映平面到自身上的映射，它将坐标为 （ M ) 的点变到坐 
标为 ( x \ f ) 的点.试求这些变换的不 变集. 

10. 考察液体的稳态流动（即每个点的流速不随时间变化).在时间 < 内，位于点 a : 处的质点变到 
了空间某一新位 a ft ( x ). 这样产生的由流体占据的空间的点的映射 z — /*(岣与时间有关， 
称之 为时间《内的变换. 试证 

ft2 O ftl = f t \ O ft2 = ftl+t2 和 ft o f-t = /o = ex. 


§4. 某 些补充 

1. 集的势（基数）设 X , y 为二 集合. 如果存在 A •到 Y 上的双射，即对每个 
x € X ，有 y eY 与之对应， X 中不同的元，在 y 中所对应的元也不同，并且每个 
yGY , 必是 X 中某元的对应元，则 称义与 Y 等势. _ 

通俗地说，就是每个元 x € X 坐在自己的位子2/ ^ y 上， X 的所有元都坐着， 
而且没有闲置的位子2/ € F . 

显然，所引人的关系 XUY 是等价关系，按照约定，我们在这种情况把幻以写 
〜 Y 

等势关系把所有集合所成的族分成了彼此等价的集合 的类. 同一个等价类中的 
集，有相同数量的元素（等势)，不同类中的集合所含元素数量 不同. 
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集 X 所在的类叫集 X 的势, 或叫集 X 的 基数，并记作 cardX . 如果 X 〜 K ， 就 
写成 carcLX ' = cardK . 

这种结构的意义在于它使我们能够比较集合的元素的数 M , 而不使用数数这个 
中间步骤，即不必用与自然数列 N = {1，2,3，...}对照的方法确定 数量； 很快我们就 
会看到，这后一种方法，有时根本不能用. 

如果集合 X 与集合 Y 的某个子集等势，我们就说 X 的基数 不大于 F 的基数， 
并记作 carcLV < cardV . 

因此， 


(cardX ^ cardy ) := (BZ C y|cardX = cardZ ). 

如果 X CY , 则显然 cardX ^ cardy . 然而关系 X CY 却不妨碍有不等式 

cardr ^ cardX , 即便 X 是 Y 的真子集，也是如此. 

例如，对应 o : ^ 是数轴 R 的开区间-1 < a ： < 1到整个数轴本身的双 

1 - |x| 

射. 

一集合能与其自己的部分等势，是这个集合为无穷集的特征标志，戴德金①甚 
至曾建议把它作为无穷集的 定义. 这样，一个集合（按照戴德金的说法)，只有当它不 
与自己的任何真子集等势时叫做 有穷集 ，不然就叫无 穷集. 

就像不等关系把数轴上的实数有序化一样，上边引进的不等关系也把集合的 
势或基数有序化.这就是说,可以证明所建立的不等关系有下列性质： 

1° (cardX < cardy ) A (cardK ^ cardZ ) 

=> (cardX ^ cardZ ) (显然)； 

2° (cardX < cardK ) A (cardy < cardX ) 

分 (cardX = cardYO (施略德伯恩斯坦③定理)； 

3° VXVY(casdX ^ c & rdV ) V (cardK < cardX ) (康托尔定 理). 

因此,基数类是有线性序的. 

如果 cardX < cardy , 同时 cardX ^ card ^, 就说集 X 的势小于集 V 的势，并 
记作 cardX < cardK . 于是， 

(cardX < cardV ) := (cardX ^ cardK ) A (cardX ^ cardy ). 

像前面一样，用 0 记空集，而用记 X 的一切子集构成 的集. 康托尔发现 
有以下的 

①戴德金 ( Ded e kind )(1831 — 1916) 二德国数学家，他积极参与了发展实数理论的工作，首先提 
出自然数集的公理化系统，通常它用意大利数学家佩亚诺 ( Peano , 1858-1932) 的名字命名为佩亚 

诺公理系统.佩亚诺在戴德金提出这个公理系统稍后系统地叙述了这个公理系统 • 

⑦ F . 也恩斯坦 ( F . Bernstein )(1878—1956) ——德国数学家，康托尔的学生；施略德 ( E . Schroder ) 

(1841—1902) ——德国数 学家. 



§4. 某些补充 
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定理（康托尔） cardX < coxdV { X ). 

< 对于空集0来说，上述结论显然成立，所以以下可认为 X _0. 

因为 V ( X ) 含有 X 的一切单元素子集，所以， cardX ^ cardP ( X ). 

现在只需证明，当 X / 0 时， cardX ^ cardP ( X ). 

如果不如此，假定 / : X — V(X) 是 双射. 考察集合 A^{xeX\xi /⑷}，它由 
那样一些元索 xex . x 不含于它所对应的集 f ( x)e V(X) } 组成的.因为 a e r(x), 
所以必能找到一个元素 a € X , 使得 /( a ) =儿这个元素 aeX 既不能有 a € (据 
A 的定义)，也不能有 a < 还是根据>1的定义).这与排中律矛盾 ► 

特别地，这个定理说明，如果无穷集存在，那么，“无穷”必是各种各样的. 

2。 公理化集合论本段目的是为有兴趣的读者提供集合公理系统概念，这些公 
理描述了称之 谓集合 的数学对象的性质，并证明这些公理的一些最简单的推论. 

1°容积公理 集合 >1 与集合 B 相等，当且仅当它们有共同的元素. 

这就是说，我们并不去管对象“集合”的一切其他性质，只注意它的元素有哪些就行了.在实 
际应用时就是，如果要验证 A = 只需要验证 Vx((x € A ) ^( x € B )). 

2° 分出公理 对任何集合 >4及性质/>，有这样的集 丑， 它所含的元素，是且仅是>1中的那 
些具有性质 P 的元素 • 

简短地说，如果 A 是一个集合，那么，可以断定 B = {xe A \ P ( x )} 也是一个集合 • 

当从一个集合分出另一个具有这种或那种性质的子集，以便作出数学结构时，经常要用到这 
个公理. 

例如，由分出公理推知，任何集合 A " 有空子集= {x € X|x # x }, 再注意到容积公理，就 
知道，对于任意集合 A •与有 0 x = 0 y ， 即空集是唯一的.用符号0表示空集. 

由分出公理还推知，如果 A , B 都是集合，那么 A\B = {xe A\x ^ B ) 也是 集合. 特别当 A / 
是一个集合而是它的子集时， C M A 也是一个集合 • 

3。 并公理 对于由集合构成的任何集合 M ， 存在集合 UM , 称为集合 M 的并，它的元素恰 
好是 M 中所含元素的元素. 

如果把“集合的集合”换成说“集合的族”，那么，并公理就获得了更加习惯的 说法： 存在着 
由族中诸集合的元素组成的集合.这样，集合的并仍是一个集合，并且 ： r € UA / 分 3 X((X e 
M ) A (x € X )). 

并公理再加上分出公理，就能把（集族） M 的交定义成是一个集 

r\M := {x € UM | VX((X € M ) => (x 6 X ))}. 

4。 对公理 对于任意集合 X 与 Y , 存在一个集合 Z ， 使 A ： 与 F 是它仅有的元素. 

集合 Z 用 { X , Y } 表示，并称之 为集合 A ■与 Y 的无序对. 如果 X = F ， 那么集合 Z 只有 
一个元素. 

我们已经知道，集合的序对 ( X ， y ) 与无序对的差异在于对其中一个集合加了某种标志.例如， 

( X . Y ) := {{ X . XHX ^ Y }}. 

因此，能用无序对引进 序对； 如果利用分出公理及下面的重要公理，就能由序对引进集的直积. 
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5°子集之集 的公理对于任意集合 X ，存在集合 V ( X )， 它的元素恰好就是 X 的一切子集. 
简短地说，存在着以已知集合的一切子集为元素的集合. 

现在能验证序对 ( X , y ), 其中 ： T e e 确实构成集合 

XxY：={pe V { V ( X ) U P ( y ))| p =( x , y ) A { xex ) A(ye Y )}. 

公理 1° 〜 5 Q 限制了形成新集的可能,臂如，在集合 V ( X ) 中有不属于 X 的元素（这因为根 
据康托尔 定理 ： cardX < cardppo )， 所以不存在所有集之“ 集”. 须知，这正是罗素悖论立足之 
“集，，！ 

为了叙述下面的公理，我们引进一个集合 X 的后续集 X + 概念. 定义 X + = XU { X }, 简言 
之，就是在 X 上添加一个单元素集 { X }. 

此外，我们称集合为归纳集，假如它包含空集以及其中任何一集的后续集. 

6°无穷公理归纳集存在 

根据无穷性公理，连同公理1°〜4。,( 按冯. 诺依曼 （ Neumann ) ①的建议）可以建立自然 
数集 N 0 的标准模沏，方法是把 No 定义为一切归纳集的交，即最小归纳集 • No 的元素是集合 

0， 0 + =0 U {0} = {0}, {0} + = {0} U {{0}}, …， 

它们就是我们用符号0，1，2, 表示并称之为自然数的那些东西的模型. 

7。 置换公理设 ^( x , y ) 是这样的一个命題（更确切地说，是公式)，使得对于集 X 中的任 
何 xo , 存在唯一的对象 yo , 使得 : F ( x 0 ， y 0 ) 成立.这时，存在 x e X ,使得 y ) 成立的那些 y 
能组成集合. 

建立分析学时，我们并不用这一公理. 

公理1。〜7。组成了集合论公理系统，即著名的策梅洛 弗 兰克尔 （Zermelo FVaenkel )® 公 
理系统. 

对于它们，通常还要增加一个与公理1°〜7°独立，且在分析中经常用到的 

8。 选择公理对于任意不空集的族，存在一集合使对所给族中的每个集合 X ，集合 XnC 
恰好只含一个元素. 

换句话说，恰好可从族的每个集中选出一个代表，由它们组成集合 
选择公理，即数学中著名的策梅洛公理，在当时引起了专家们的激烈的争论. 

3. 关于数学命题的逻辑结构及其 用集合 论语言的写法的注记在集合论的语 
言中，有两个基本的或者说是原子型的数学命题：一个是它是说客体 o : 是集 
合4的 元素； 另一个是 A = B , 它是说集合>1与集合丑 相同. （可是，注意到容积公 
理,就知第二个断语是第一型断语的组合 （(x € A )^( x € B ))). 

复杂的命题或复杂的逻辑式，由原子型的命题借助逻辑运算并利用括号 （） ， 
成，这些运算是：连接词 iA ， V ，=>， 和童词 V ，3. 同时，无论多么复杂的命题的表示 
及其写法，都可归结为完成下面的一些初等逻辑运算： 

①冯.诺依曼 (1903--1957) —一 美国数学家.他从事泛函分析，量子力学的数学基础，拓扑群， 
博弈论和数理逻辑研究工作,领导建造了第一架电子计算机 • 

⑦策梅洛 ( Zermelo , E . F . F .) (1871—1953) 是德国数 学家； Fraenkel , A (1891—1965) 是德国，后是 

以色列数学家. 




§4. 某些补充 
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a ) 在某些命题之前放上否定号并把所得结果用括号括起来作成新命题. 

b ) 在两个命题间放上必要的连接词 A ， V ,=> 等，再把结果括起来作成新命题. 

C) 构成命题“对任何 rr 都有性质 P ” (这句话写成 VxP ( x )) 或构成命题“存在具 
有性质 P 的 re ”. (写成 3 xP ( x )). 

例如 

A ( Vy (( P ( y )) =► (y = x )))), 

就是说，存在那样的客体 rr ， 它具有性质 P ， 并且,如果 y 是具有性质 P 的任何客体， 
则 y = x . 简言之，这就是说存在唯一客体 rr 具有性质 R 通常把这一命题简短地表 
示作 3! xP ( x ), 我们以后也利用这一缩记法. 

为了缩短命题的写法，正像已经看到的那样，要在不丧失写法一意性的前提下， 
尽最减少括号的数董；为此，除了早先指出的运算 iA ， V ，=> 的优先原则之外，还认 
为公式中最占先的是€,=,其次是 3, V ; 最后才是 
作了这些约定之后，就可以 写出： 

3! xP ( x ) := 3 x ( P ( x ) A Vy ( P ( y ) =► y = x )). 

关于以下广泛使用的缩记法，我们还 约定： 

(Vx € X ) P := Vx(x P ( x )), 

(3 x € X ) P : = 3 x(x €X A P ( x )) } 

(Vx > a)P : = Vx(x € R Ax > a P ( x )), 

(3 x > a)P : = 3 x(x € R Ax > a A P ( x )). 

在这里，如通常一样， R 表示实数集. 

利用这些缩记法和构造复杂命题的规则 a )， b )， c ), 可以用 

(lim /( x ) = - A ) : = Ve > 03<5 > OVx G R (0 < |x — a | < (J 

=► 1/0*0 -^\<^) 


来解释数 4 是函数 / : R — R 在点 (I e R 的极限. 

本节所说的一切，对我们最重要的，可能是以下关于构造含有量词的命题的否 
命题的法则. 

命题“有 x 使 P ( x ) 成立”的否定，就是“无论 a : 如何， P { x ) 不成 立”； 而命题 
“对于任何 : r , P (: r ) 成立”的否定，则是“存在 a : 使 P ( x ) 不成立 ”• 

于是 


-^3 xP ( x ) <=> Wx -' P ( x ) 1 
尸 (x) 分 3 x-P(x). 
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我们还应注意（参看§1的习题) 


八 Q) 分 ，/ > V 
- -(P V Q) ^ -P A -Q, 
-^(P => Q) P A -'Q. 

基于所说的这些，即可推知，比如 


-*((Vx > a)P) <=> (3x > o)-«P. 


当然，如果把上式右端写成 （3 :c < a )- P 那就错了. 
事实上， 


- >((Vx > a)P) : = i(Vx(x € R Ax > a P(x))) 

<=> 3x-^(x eRAx>a=> P{x)) 

3x((x G R A x > a) A -»P(x)) =: (3x > a)，R 


如果看一看上面所指出的任何命题的结构，那么，借助于已经得到的这些最简 
单命题的否定，就能够把任何一个具体命题的否定构造出来. 

例如 

-i(lim f ( x ) = >1) 4^ > 0V<5 > 03x € R(0 < |x — a| < (5 A \ f { x ) — A \ ^ e ). 

特别地，正确构造否命题在实践上的重要性，是与反证法密切联系的，那时要从 
断言不成立推出断言 P 成立. 

练 习 

1. a) 利用施略德-伯恩斯坦定理及直接表出双射关系两种方法，证明直线上的闭区间 {x € 
R|0 < x ^ 1} 与开区间 {x € R|0 < x < 1} 等势 • 
b) 分析施略德-伯恩斯坦定理 

(cardX ^ cardy) A (cardV ^ cardX) => (cardX = cardV) 

的下述证明. 

◄ 只需 证明： 如果集合 X , y , Z 满足 X ：) K 3 Z 且 cardX = cardZ , 则 cardX = 
cardy. 设 / : X — Z 是 双射. 那么，可用下面的方式给出双射 g ： X^Y 

[ /( X )，当有某个 n 使 a ； e r ( x )\ r ( y ), 

9 {^) = \ . 

[ x , 其他 情形. 

这里广==/0...0/是映射/的 n 次迭代，而 N 是自然数集. ► 
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2. a ) 从对的定义出发，验证在第二段中所下的二集合 X ^ Y 的直积 XxY 的定义是正确的， 

即集 V ( V ( X ) U V ( Y )) 包含着一切序对，其中 x € X， y € K 

b ) 试证，由一个固定的集合 X ,到另一个固定的集合 y 内的一切可能的映射 f : X-^Y 
本身也组成集合 M ( X y Y ). 

c ) 验证，如果尺是序对（即是关系）的集合，那么，属于集尺的序对的第一个元素（第二 
个 元素） 自身构成 集合. 

3. a ) 利用容积公理，对公理，分出公理，并公理与无穷公理，验证对自然数集 N 0 的元素（据 

冯 • 诺依 曼)，以下的断语是正确的： 

1 ° x = y => x + = y + ; 

2 。 （Vx € N 0 )( x + _ 0); 

3 ° x + = y + ^ x = y ; 

4° (Vx € N 0 )(x # 0 => (3 y € N 0 )(x = y + )). 

b ) 利用 N 0 是归纳集，证明对 N 0 的任何元素 a:，y (而它们本身是集合）来说，以下诸关系 
成立： 

1° card x ^ card ; 

2° card 0 < card x + ; 

3° card x < card y card x + < card y ^\ 

4° card x < card x + ; 

5° card x < card y => card x + ^ card y \ 

6 ° x = y card x = card y ; 

7° ( xCy ) y ( xDy ). 

c ) 试证，在集 N 0 的任何子集 X 中存在这样的（最小）元索 : r m , 使得 （ Va : e X)(card x m < 
card x ). (如果做这个题有困难，可以在学完第二章后再做). 

4. 我们将只涉及集合.既然由各种元索组成的集合，本身又可能是其他集合的元素，在逻辑上， 
所有集合通常都用小写字母来记,这种记法在这个题目中是很方便的 • 

a ) 验证写法 


Vx 3 yVz(z € 2 / <=> 彐€ w ; A w ; € x )) 


表示并公理，据此公理，作为集合 z 的并的集合 y 是存在的. 
b ) 请指出以下所写诸式各表示集合论的什么公理 

WxWy ^ z((z e x z e y ) <=> x = y ), 

\/ xVy3z ^ v(v e z (v = x V v = y )), 

Vi 彐 yVz(2 ： €y Vu(w € -2 => ix € x ))， 

3x(Vj/( ， 32(2 € y) =» y € x) A Ww(w € x . 

=> Vu ( Vv(v eu<^(v = wVv € w )) 
=> u € x ))). 
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C ) 验证公式 


▽ 2(2 € / => (3x x 3yi (xi ex Ayi e y A z = (工 i ， 2/i)))) 八 
AVxi(a：i € x => 彐 2/1 彐 2(2/1 G 2/ A z = (xi,yi) A 2 € /)) A 


八 V:riV 2 /iVy 2 ( 32 i 彐 22(2! efAz 2 £fAzi = (xi,yi) A 
A22 = (a ： i,2Az)) => J/i = V2、. 

逐步对集合 / 加上三条 约束: / 是 : r x y 的 子集；/ 在 a : 上的射影与: r 重合； a : 的每个元素 
x ,, 恰好对应着 y 中的一个元素仍，使 ( x uyi ) ef . 

因此，定义了一个映射/: a : — j /. 

这个例子再一次说明：形式化书写的命题，绝不总是比口语更简短更明显.鉴于这种情况，我 
们在以后，只是在能使叙述更加紧凑或更加明显时，才使用逻辑符号. 

5. 设/ : X — y 是一个映射，试写出下面每个命题的逻辑否 定式： 

a) /是 满射； 

b ) /是 内射； 

c ) /是双射. . 

6 . 设 X 与 Y 都是集合， fCXxY , 试写出一个不是函数的集/来. 




第二章实数 


一般来说，数学理论是在那些能把原来给出的一套数据加工成中间计算目标或 
最终计算目标所需要的另一套数据的地方寻找自己的出路的.由于这个缘故，数值 
函数在数学及其应用中占有特殊的地位，它们（确切地说，是所谓可微数值函数）构 
成了古典分析的主要研究对象.但是，要对你们在中学里已经接触到并且不久将更 
加深信的这些函数的性质作一个从现代数学观点看稍微完整的描述，若不先精确地 
定义使这些函数起作用的实数集，那是不可能的. 

数学中的数，就像物理中的时间一样，人人都知道，唯独专家们不这样理解它. 
这是数学基本抽象之一.看来，它仍面临本质的演变.关于它的故事可能要专门写一 
本大部头的书.在这里，我们只把基本上是读者在中学里学过的有关实数的知识加 
以总结，并以公理的形式抽出那些基本的和独立的数的 性质. 同时我们的目的在于 
给出一个确切的而且在以后用起来方便的实数定义，并特别注意于它的完备性或连 
续性，因为它们是分析中基本的非算术运算，即极限过程的胚芽. 

§1. 实数集的公理系统及它的某些一般性质 
1. 实数集的定义 

定义 1满足以下四组条件的集 R 叫实 教集， 它的元素叫实數，这些条件一起 
构成实数集的公理系统： 

( I ) 加法公理 确定了一个映射（加法运算） 


+ : R x R — R ， 
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使得对于 R 中任意二元 x, 2 /之序对 （ x ， y ), 有某元 x + y G M 与之对应，称; r + ^/为 
x 、 y 之和，同时此映射满足以下 条件： 

i + . 有中性元0存在（叫做加法零元)，使对任何的 xeR t 

x + 0 = 0 + x = x . 

2 + . 每个元 : r € R 有元一 a : € R ， 叫做 a ： 的负元，使得 

x + (— x ) = (一 x ) + x = 0. 

3 + . 运算 + 是结合的，即 R 中任何 x ， y ， z 满足条件 

x + (2/ + 2) = (x + 2/) + 

4+. 运算+是交换的，即 R 中的任何 a :，?/ 满足 

x-\-y = y -\- x . 

如果在任何集 G 上确定了满足公理1+，2+，3+的一个运算，就说在 G 上给定了 
一个群结构，或说 G 是群.如果称此运算为加法，那么就称这个群为加群.如果这运 
算又是交换的，即满足条件4+,那么这个群叫做交换群或阿贝尔群①. 

于是，公理1+—4 + 说明， R 是阿贝尔群 • 

( II )乘法公理确定了一个映射（乘法运算） 

• : R x R — R , 

使得对于 R 中任意二元 a :、 y 之序对 ( x , y ), 有某元 R 与之对应，称 : r . 2 /为 x 
与2/之积，并且满足以下条件： 

1.. 存在中性元1 € R \0( 乘法的中性元叫单位元）使得 Va : € R ， 

X • 1 = I X = X. 

2.. 每个元 : r € R \0 有元 aT 1 € R \0, 叫做 x 的逆元，满足 

x - x~ l = x 一 1 • x = 1. 

3.. 运算 • 是结合的，即任何 x ，2/， 2 € R 满足 

x • {y • z ) = (x • y ) • z . 

A .. 运算 • 是交换的，即任何 x，y e R 满足 

x .y = y . x . 

可以验证，集 R /0 关于乘法运算是一个（乘法）群. 

~ ® 阿贝尔 ( N . H . Abel )(1802—1829)— 著名挪威数学家，他证明了高于四次的代数方程不能用 
根式解出. 




. 实数集的公理系统及它的某些一般性质 

(1,11) 加法与乘法的联系乘法对加法有分配性，即 Vx ， 2/，2 € R ， 

注意，由于乘法有可交换性，最后这个等式，在改变等号两端乘法顺序后，仍然 
成立. 

如果集 G 上定义了两种运算，它们满足上面所有的公理，就称 G 是一个代数 
城或简称域. 

( III ) 序公理 R 的元素间有关系4即对 R 的元素 a : 与 y , 或满足 re 彡％或不 
满足.同时应满足以下条件： 

0^. Vx € R(x 彡 x ). 

1^- (x ^ y ) A(y ^ x ) (x = y ). 

2^. (x ^ y ) A(y ^ z ) (x K z ). 

3<. Vx € KVy € R(x < |/) V ( j / < x ). 

R 中的关系彡叫做不等 关系. 

大家都知道，如果某个集合的某些元素之间有满足公理0<，1<， 2 < 的关系，就称 
这集合为偏 序集； 如果除此之外又满足3<，即集合中的任二元素均能比较大小，就 
称此集合为线性序集. 

因此，实数集对于它的元素间的不等关系来说，是线性序集. 

( 1 . 111 ) R 中的加法与序关系的联系如果是 K 的元素，那么， 

(x < J /) =► ( a ： + 2 < y + 2 ). 

( 11 . 111 ) R 中的乘法与序关系的联系如果 x ，2 /是 R 的元素，那么， 

(0 ^ x ) A (0 ^ y ) =>• (0 ^ x • y ). 

( IV ) 完备（连续)公理如果 X 与 V 是 R 的非空子集，且具有 性质： 对于任 
何 x € X，y e Y ， 有 X < y , 那么，存在 ceR ， 使对任何 : r € x，y € y 有 a : 彡 c 彡?/ • 

这些就是公理一览表，满足这些公理的任何集合災，都可以被认为是实数集的 
具体实现，或通常所说的实数模型. 

这个定义形式上并不假定事先知道关于数的任何知识，应当做的是“开动数学 
思维的机器”，从这个定义出发，把实数的其他性质作为定理，形式地推导出来.对于 
这种公理形式主义，我们想作些非形式主义的说明. 

设想我们没有经过数苹果,玩积木或其他具体导致抽象自然数加法的数数阶段； 
我们没有度量过线段，从而不曾接触过有理数；我们不知道古代关于正方形对角线 
与其边无公度的伟大发现，从而也不知道（单位边长的正方形的）对角线的长不能是 
有理数，即引进无理数的必要性；我们没有产生于测董过程中的“大于”（“小于”）概 




念； 我们不能，比如说,用数轴的形象来解释顺序关系.假如所有这些,我们事先真不 
知道的话，那么所列出的这一套公理，就不仅不能作为思想发展的一个总结为我们 
所接受, 而且至少显得古怪，从而完全成为一种臆造出来的东西. 

对于任何抽象公理系统，至少有两个问题，马上会想到. 

第一，这组公理是否相容，即是否存在着满足列出的所有条件的集合.这 是公理 
系统的无矛盾性问题. 

第二，这组公理所确定的数学对象是否是唯一的，即如逻辑学所说，这组公理是 
不是范畴的.在这里，对唯一性必须作如下理解.比如4和 B 两人彼此独立地建立了 
满足公理的数系模型 Ra 和 Rs , 那么集合与 Rs 间可以建立双射 
它保持算术运算与序关系，即 

/( 工 + y ) = f ( x ) + f ( y )， 

f(x - y ) = f ( x ) - f ( y )， 
f ( x ) ^ f ( y ). 

这时，从数学的观点来看，与只是实数的不同的（完全平等的）实现（模 
型）（例如心是无穷十进小数，而 Rs 是数轴上的点 )• 这些实现叫做同 构实现 ，而 
映射/则叫做同构.这样，数学研究的结果，就不只适用于个别的实现，而且对该公 
理系统的同构模型类中每个模型都是适用的 • 

我们这里不去讨论上面提出的问题，而只限于叙述它的答案. 

关于无矛盾性公理问题的答案，总带有一些假定性的特点.对于数来说，大致是 
这样 做的： 从被我们所接受的集合论公理系统出发（参看第一章§ 4 第 2 段）可建立 
自然数集，然后是有理数集，最后是满足以上所有性质的整个实数集合 • 

至于实数公理系统的范畴性问题，答案也是肯 定的. 有兴趣的读者能自己得到 
这个结果，为此只要做下节末的练习 23,24. 

2. 实数的某些一般的代数性质我们用例子说明，那些众所周知的数的性质是 
怎样从上面引进的公理得出来的. 

a . 加法公理的推论 

1 。 实教集中有唯一的 零元. 

◄ 如果匕与0 2 都是 R 中的零，由零的定义得到 

Oi = Oi + O 2 = O 2 + Oi = 02- ► 

2 。 实数集中的每个元素有唯一的 负元. 

◄ 如果 A 与都是 x eR 的负元，那么， 


XI = Xi -4- 0 = xi + (x + X2 ) = (xi - x ) + X2 
=a：2 + (x H- xi) = x 2 + 0 = a；2- ► 
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在这里，我们依次用了零的定义，负元的定义，加法的结合性，再一次用了负元 
的定义，最后又用了零的定义. 

3。方程 a + :r = 6 在 R 中有唯 一 解 x = (— a ). 

◄ 这由每个元 a G R 有唯一的负元得到： 

(a + x = 6) ((x -f a ) -f (— a ) = 64- (— a )) 

^ (x + (a + (— a )) = b + (— a )) <=> (x + 0 = 6 + (- a )) 

分 x = 6 + (— a ). ► 


式子 b + (- a ) 也可写成 & - a 的形式.通常我们用的就是这种简短的习惯写法. 


b. 乘法公理的推论 

1°实数集中有唯一的单位元. 

2。 对于每个數 x ^ O , 有唯一的逆元 X - 1 . 

3。 方程 a . x = 6,当 a € R \0 时，有唯一的解 x = 6 • a -1 . 

这些断语的证明显然是对加法相应断语证明的重复（只要把符号和运算名称换 
一下就行了)，所以略去. 

c . 加法与乘法联系的公理的推论引进了联系加法与乘法的附加公理（1，11)之 
后，就得到进一步的推论. 

1°对于任何 x€R 

x • 0 = 0 - x = 0. 

◄ ( x *0 = x -(0 4-0)= x *0 + X '0)^( x -0 = x *0 -f (― (x • 0)) = 0) ► 

顺便得到，如果 : r € R \0, 则 aT 1 € R \0. 

2° (x • y = 0) =» (x = 0) V (y = 0). 

4 假如 2/ # 0,那么，由关于 z 的方程 x.y = 0的解的唯一性得 a ： = O . jT 1 = 0. ► 
3°对于任何 XGR 

—X = (― 1 ) - x. 

◄ x 4- (一 1) • x = (1 + (― l))x = 0 x = x - 0 = 0, 

再由负元的唯一性就推出所要证的论断. ► 

4。 对于任何 x G K 

(- 1)( 一 x ) = x . 

◄由3°及- x 的负元 a : 的唯一性即得 .► 

5°对于任何 xeR 

(-x)(—x) = x-x. 

◄ (-x)(-x) = ((一 1) • x )(- x ) = (x - (— l ))(- x ) = x ((- l )(- x )) = x-x. 

这里依次用了前面的两个断语，还用了乘法的交换律与结合律. ► 
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d . 序公理的推论首先注意，关系 : r < y (读作“ X 小于或等于也可以写成 
y > x{ u y 大于或等于: r ”)； 当 ; r / y 时，关系 x^y 写成 x<y (读作 “ x 小于 y ”） 或 
y > x (、 大于 x ”)， 并称之为严格不等式 • 

1° 对于任何 x ， yeR , 在 


x<y，x = y 、 x>y 


中，恰有一种关系 成立 . 

◄ 这从刚引人的严格不等式的定义，以及公理 U 与推知. ► 
2° 对于任何 x,y,2 6R 


{x <y)A(y ^ ： z)=> (x< z), 

(x 4 ： y) A(y < z) {x < z). 

< 比如我们来证第二个断语. 

据不等式关系之传递性即公理 k 推知 

(x< ： y)A{y<z)^{x^y)A(y^z)A{y^z)^(x^ z). 

现在只需验证 a : / 2就行了.如果不然，就有 

(x < y) A (y < z) <=> (2 ^ y) A (y < z) 

<=► (z ^ y) A (y ^ 2) A (y ^ z). 

由此据公理推知 

(y = z)A(y^ z). 

这是个矛盾. ► 

e . 序与加法及乘法联系的公理的推论如果与加法、乘法及序公理一起，还应 
用联系序与算术运算的公理 (1,111),(11,111), 则可得到下面的 断语： 

1 。对于任何 x ， y,z,we R, 

{x<y)=>{x + z)<{y^ z), 

(0 < x) =»• (-x < 0), 

(x 彡 y) 八 (2 彡 t/;) =» (x + 2 彡 y + 切 ), 

(x ^ y) A (z < ^) (x + 2 < y + 1 ^). 

◄ 验证第一个断语. 

按严格不等式的定义及公理 （ UII )， 得 


(x < y) => (x ^ y) => (x H- 2 ) < (y + z). 




§1. 实数集的公理系统及它的某些一般性质 


• 35 • 


现在只要验证 x ^- z^y + z . 事实上， 

((X + 2 ) = (y + 2 )) 令 （x = (y + 2 ) - z = y + (2 — 2 ) = j /)， 

这与前提 x < y 矛盾. ► 

2° 如果 x,2/ ， 2e!R ， 那么 

(0 < x) A (0 < y) (0 < xy ) } 

(x < 0) A ( 2 / < 0) =» (0 < xy ), 

(x < 0) A (0 < y) =► {xy < 0), 

(x < y) A (0 < 2 ) =► (xz < yz ) } 

(x < y ) A (z <0) => (yz < xz ). 

< 我们来验证第一个断语.据严格不等式的定义及公理 (IIJII) 

(0 < x) A (0 < y) (0 < x) A (0 < y) =» (0 < xy ). 

又因前已证明 

(x • t/ = 0) => (x = 0) V (y = 0), 


所以 0 / xy . 

再验证第三个 断语: 


(x < 0) A (0 < y ) (0 < - x ) A (0 < j /) 

=» (0 < (- x ) • y ) =» (0 < ((一 1). x ) y ) 

=► (0 < -1 - ( xy )) =► (0 < -( xy )) 

=> (xy < 0). ► 

读者可自己去证明其余的关系式.并且同样能验证，如果上面诸断语左边括号 
中的一个成为不严格的不等式时，那么，右边也要换成不严格的不等式. 

3° 0 < 1. 

◄ 1 € R\0, 即 0/1. 

假如1 < 0,那么由刚才证明的结论得知 


(1 < 0) A (1 < 0) =» (0 < 1 • 1) (0 < 1). 


然而我们知道，任意一对元素 x ， yeR ， 在 a ：< y ， a : = y ， 及 x > y 三种情况中，有且 
仅有一种可能实现.因为0 / 1，又假定1 < 0,故必导致与它矛盾的关系0 < 1,那 
么，剩下了一种可能，这就是断语所说的那种可能 .► 
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4 。 （ 0<x)=^(0<ar 且 
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(0 < x) A (x < 2 /) => (0 < y ~ l ) A (t/ _1 < x ~ l ). 

◄ 先证第一个论断. 

首先， ar 1 / 0. 假如 x- 1 < 0, 就得 

(x~ l < 0) A (0 < x) => (x • x" 1 < 0) =» (1 < 0). 


这与前面所证的矛盾 .► 

我们都知道，大于零的数叫 正数， 而小于零的数叫 负數. 

因此，我们已经证明了单位元是正数，正数与负数的乘积是负数，正数的倒数也 
是正数. 

3. 完备公理与数集的上（下）确界的存在性 

定义2设久 C R 是一 集合； 如果存在一数 c e R ， 使一切 x G X 都满足 
x ^ c ( c ^ X ), 就说集合 X 是上（下）有界集. 

这时，数 c 就叫做 A ： 的一个上（下）界. 

定义3既有上界又有下界的集合叫做有界集. 

定义4元索 aeX 叫做 XCR 的最 大元或极大元（最小元或极小元) ，如果 
对于一切 a : € X 有 a ; < a (或 a 彡 a :). 

现在引进极大元与极小元定义的表示法，顺便也就导出它的形式写法： 

(a = max X ) := (a G X A Vx € X(x ^ a )), 

(a = min X) := (a G X A'ix e X(a ^ x)). 

maxX 读作 “ X 的极大元”， minX 读作 “ X 的极小 元”； 我们也用工和 
minx 来表示 X 的极大元和极小元. 

由序公理 U 立刻得知，如一个数集有极大（极小）元，那么它只能有一 

但是，并非在任何情况，甚至在有界集的情况下，都一定有极大元（极小 元). 

例如，集 X = { a : €叫0 < a ： < 1} 有极小元,但易知它没有极大元 • 

定义5集合 X CR 的上界中的最小者，叫做 A ： 的上确界，写作 supX 或 



这是本段的基本定义.于是 


(s = sup A *) := Vo : 6 - V (( a : < s ) A ( Vs , < s 3 x f € X ( s / < : r ’))). 
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在上式中，被定义概念右边的第一个括号说明 s 是 X 的上界，而第二个括号说 
明 s 是具有这种性质的数中的最小者.更确切些说，第二个括号说明，比 S 小的数不 
再是 X 的上界. 

类似地可以引进集合 X 的 下确界 概念，即集合 X 的下界中的最大者. 

定义6 (i = inf X ):= Vx € X{{i < x ) A (Vi < i '3 x ' € X { x f < 

对于集合 X 的下确界，同记号 inf X —样也可以用记号 mf ^ x . 

于是，我们已经给出了下面的两个 定义： 

supX := min{c € R|Vx 6 X(x ^ c )}， 
inf X := max{c € R|Vx € X(c ( x )}. 

然而，上面我们说过，并非每个集合一定有极小元或极大元，所以上述采用的数 
集的上、下确界的定义需要以下论证. 

引理（上确界原理） 实數集的任何非空有上界的子集有唯一的上 确界. 

◄ 因为我们已经知道了数集最小元的唯一性，所以只要证明上确界存在就行了. 

设 X C R 是给定的子集，而 y = { 2 / € R|Vx € X(x < y )} 是 X 的上界构成的 
集合.由题设 x 一 0，y 一 0 . 这时根据完备公理，存在数 C e R , 使得 Vx G xy y e 
Y ( x ^ c ^ y ). 因此数 c 是久的上界，也是 K 的下界.作为久的上界， c 是 y 中的 
元素，而作为 y 的下界， c 是 K 的极小元.于是 c = miny = supX . ► 

当然，类似地可证，下有界的数集有唯一的下确界，即 

引理 （ X 下有界) 令 （3! inf 久). 

证明从略. 

现在来看集 X = { xeR \0^ x < l }. 由所证的引理，它应有上确界.据集 X 的 
定义及上确界之定义，显然 supX < 1. 

这样一来，为了证明 supX = 1,必须验证对任何数 q < h 能找到数 a : € X 使 
得 g < X ， 简单地说就是与 1 之间还 有数. 证明这一点当然很容易（例如可以证明 
q < 2- 1 (9 + 1)<1),但是我们现在不打算去证它，因为在下节中，我们将对类似的问 
题逐步而详细地予以讨论. 

至于下确界，则当集合有极小元时，它的下确界必与集合的极小元 一致. 把刚才 
的这一判断用到我们的例子里，就得到 inf ^ = 0. 

利用这里所引进概念的内容更丰富的其他例子将在下节中见到. 
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1°自然数的和与积是自然数. 

◄设 m，n € N ， 今证 （m + n ) € N . 用五 表示这样的自然数 n 之集，使对于任何 
m € N 有 ( m - f - n ) € N . 于是1 € 这是因为对于任何 m € N , (m € N ) 今 (( m + 1) € 
N ). 如果 n € 五，即 （m + n ) € N , 那么由 （m + (n + 1)) = ((m + n ) + 1) € N 知 
(n + 1) € 五.按归纳原理就得 E = N ， 因而证明了加法不会超出 N 的范围. 

类似地，用 E 表示那些自然数 n 之集，对任何 m e N 有 ( m - n ) € N . 于是1 € N ， 
这因为 m • 1 = m ; 另夕卜，如果 n e E , 从而 m • n G N , 那么 m • (n + 1) = mn + m 是 
二自然数之和，据刚才已证明了的断言,它属于 N . 于是 ( neE )=> (( n + 1) €五)，据 
归纳原理 ， E = N . ► 

2° (n G N ) A (n ^ 1) =► ((n - 1) € N ). 

^ 考察形如 n - 1 的自然数 之集尽 这里 n 是自然数，但 n 不是 1. 我们来证 
E = N . 

因为1 € N , 那么2 ••= (1 + 1) € N , 而这表明1 = 2 - 1 e 五. 

如果 m e E , 那么 m = n - 1,这里的 n € N ; 这时 m + 1 = (n + 1) - 1，由 
(n + 1) € N 有 m + 1 € 据归纳原理推知 E = N .^ 

3。对于任何 n G N , 集合 { a : € N|n < rc } 有极小元，并且 

min{x € N|n < x } = n + 1. 

◄设 E 为使得上面的断语为真的那些 n € N 的集合.我们来证明 E 与 N —致 • 

首先验证1 €丑，即 

min{x € N |1 < x } = 2. 

这个断语也要用归纳原理来验证•令 

A / = { x € N|(x = l ) V (2< x )}, 

据 A / 的定义，1 € M . 乂如果 x € M , 那么或是 x = 1,这时 : r + 1 = 2 € A /; 或 
是2 < rr , 这时2 < (x + 1) 从而也得到 （X + 1) € M . 于是 M = N , 这就是说，如果 
(x ^ 1) A (x G N ), 那么2 < x , 这实际上就是 min{x € N |1 < x } = 2. 因此，1 € 

现在来证，如果 n € £，那么 n + 1 € 

首先， & Mxe { xeN\n + l < x }, 那么 

( x - l ) = y e{ye N\n < y }, 

因为已经证明了所有自然数都不小于1，所以 (n + l < x )=^( l < x )=> x ^ l , 因此， 
根据断语2。得(： -1) = y € N . 

现在设 n € E ， 亦即 min { 2 / € N|n < y } = n + 1. 这时， x - l ^ y ^ n - i-lM 
x^n + 2 . 这就是说 


(x G {x € N|n + 1 < x}) (a: ^ n + 2), 
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因之， min{x € N|n + 1 < : c } = n + 2,即 （n + 1) € & 

根据归纳原理，£； = N ， 断语3°得证. ► 

下面的自然数的性质4'5°，6°,都是断语2°、及3°的直接推论： 

4° (m € N ) A (n G N ) A (n < m) =» (n -f 1 ^ m). 

5。 數 （n + 1) € N 是 N 中紧跟着 n 的一个自然数,亦即 ，当 N 时，没有任何 
自然数; r 能满足条件 n < x < n + 1. 

6。 如果 n e N, 且 n 一 1 ， 那么数 n _ 1 € N ， 并且它是 N 中在 n 前面的紧挨着 
n 的自然數，即没有任何自然數 a : 能满足条件 n - l<x < n . 

7。 自然数集的任何非空子集有最小元. 

◄设 M C N . 如果 1 € AJ ， 则因 Vn € N (1 < n ), 所以 minA / = 1. 

今设1 g M , 即1 € E = N \ Af , 在 E 中必能找到这样的自然数 ne E 、 使得不 
超过 n 的自然数都在£；中，而 （ n + 1) € M . 这是因为假如这样的 n 不存在，那么， 
集 E c M 含单位元，并且当 n € E 时， E 也包含 （n + 1)，从而据归纳原理 E 与 N 
一致.这不可能，因为 N\E = M # 0. 

求得的数 n + 1 € M 必是 M 中的最小元，因为前已看到， n 与 n + 1之间已不 
再有自然数了 . ► 

2. 有理数与无理数 

a. 整数 

定义 3自然数集、自然数的相反数之集，与零的并集，叫做 整数集 ，记作 Z . 

由 于前面已经证明了自然数加法与乘法运算不超出 N 之范围，所以，对整数进 
行这些运算也不超出 Z 的 范围. 

◄ 实际上，如果 m,n € Z ， 那么或者其中有一个为零，这时，和 m + n 就等于 
另外的那一个，即 m 4- n € Z, 而积 m • n = 0€Z; 或者它们都不是零，这时，或者 
m，n € N ， 从而 （m + n) € N C Z ， 且 （ m. n) € N C Z; 或者 （一 m) ， （一 n) € N ， 从而 
m-n = ((一 1) .m) ((- 1) .n) € N; 或者 （ _m)，n € N ， 这时， （一 m.n) € N ，即 m.n € Z; 
或者，最后 m ， - n € N ， 这时，（- m • n) € N ， 仍有 m • n € Z . ► 

于是， Z 关于加法运算构成阿贝尔群，但对乘法运算，集 Z 不是群，甚至 Z \0 也 
不是群，因为整数的逆（倒数）并不属于 Z (1 与-1的倒数除外). 

◄ 实际上，如果 m e Z 且 m _ 0,1，那么，先认为 meN , 于是0 < 1 < m ， 
因 m . = 1 > 0,所以应有0 < m - 1 < 1 (参看上一节中序公理的推 论). 因此， 

m - 1 0 Z . 当 m 的负整数且异于-1时，可直接归为已讨论过的情形 .► 

当二数 m，n e Z ， 而 fc = m • n - 1 € Z , 即当 m = k • n ， 其中 A : e Z 时，就说整数 
m 能被 n 整除，或它是 n 的倍数，或说 n 是 m 的 因数. 
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整数的除法，至多加个负号即乘以 -1 之后，就变成了相应的自然数的除法，这 
些在算术课中都已讨论过了. 

我们回顾一下所谓的算术基本定理，但不给予证明，在下面讨论某些例子时，要 
用到它. 

设 p € N，p # 1. 如果在 N 中除1和 p 夕卜，不再有因数，我们就把 p 叫做 素数. 
算术基 本定理 每个自然数能唯一地（不计因数顺序的区别）表成乘积的 形式： 

n = pi . Pk ， 

其中 Pu ." 都是素数. 

数 m，n € Z 叫做互素数.假如它们除 1,-1 之外没有公因数. 

特别地，由上述定理能看出，如果两个互素数 m 与 n 的乘积 m • n 能被索数 p 
整除，那么，数 m , n 之一也能被 p 整除 • 

b. 有理数 

定义4形如 7 TI • 71 — 1 的数叫有理数，其中 m ， n € Z . 

有理数集用 Q 表示① • 

因此，当 n _ 0时，整数序对 （ m ， n ) 确定了一个有理数. 

数 g = m • rT 1 也可以写成 m 与 n 之比，即所谓有理分数=的形式. 

从有理数的定义及实数公理，马上就能得到在中学学过的与 n 有理数分数表示有 
关的那些有理数运算 规则. 特别有“将分数的分子与分母乘以同一个不为零的整数， 
分数的值不变”，即分数 漂与= 表示同一个有理数.实际七，因为 ( nkXk ^ rT 1 ) = 

1，即= AT 1 - n ~ l , 所以 （ mfc )( nfc ) 一 1 = = m - n ~ l . 

因此，不同的序对 （ m ， n ) 与 ( mfc , nk ) 给岀同一个有理数.因此，在把任一分数 
进行相应约简之后，有理数能够用互索的整数序对给出 • 

另一方面，如果序对 （ mum ) 与 （ m 2 ， n 2 ) 给出同一个有理数，即 rm • nr 1 = 
mrnf 1 ， 那么 mm 2 = m 2 n 1; 如果（比如说）爪丨与 m 互素，那么由箅术基本定理的 
推论，即知 ri 2 • nr 1 = m 2 • mr 1 = k eZ . 

这样，我们证明了两个序对 ( m u n l ),( m 2, n 2 ) 给出同一个有理数的充要条件是 
它们成比例，即存在数 fc € Z ， 使得（比如说） m 2 = krm 且叱= fern . 

c. 无理数 

定义5不是有理数的实数叫 无理数 • 

y /2 就是这样一个数 s € R，s > 0且 s 2 = 2,它是无理实数的古典例子.由毕氏 
定理知 ，力 的无理性恰与“正方形的边与其对角线无公度”这一命题等价. 

① Q 是英语 quotient (商）的第一个 字母. 
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这样，我们需 验证: 第一，存在正实数 s € R ， 其平方等于2,第二， s 多 Q . 

◄设久与 K 是由这样的正实数构成的 集合: Vx € X ( x 2 < 2 )^y € Y (2 < y 2 ). 
因为 1 e X ，2 e 所以 X 与 Y 都不空.又因对于任何正实数 x 与 y 来说， 

(x<y)<=> (x 2 < y\ 


所以任何 x € X 小于任何 yeY . 据完备公理，存在着一数 s € R ， 使得 Va : € X^ye 

y 有 x 彡沒彡 y . 

现在来证 5 2 = 2. 2 

假如泸 < 2. 那么， s 就大于3 ,但它的平方却小于 2 .实际上，因为 

1 € X , 所以 I 2 < s 2 < 2. 因而 0 ^：A = 2- s 2 < l . 这就是说 


( s + i ) = ?+ 2 .令 + (!) <s2 + 3 


3 

A = 2. 


因此， ex y 这与“当 x € X 时，必定 x o ” 这件事不相容 • 

假如2 < .9 2 ,那么， s - 就小于但它的平方却大于 2 .实际上，由于 

3.S 

2 e 所以2 < s 2 < 2 2 ,或0 < △ = s 2 - 2 < 3,从而0 < 了 < 1. 由此推知 


G - 会 ) 2= ’- 2 .f + (i) 》 2-3 


△ 

3" 


A = 2. 


这乂与 s 是集 y 的下界这个事实矛盾. 

于是，只剩下一种可能，即 s 2 = 2. 

最后证明 s 《 Q •假如 s € Q , 设巧是 s 的既约分数•于是 m 2 = 2 n 2 , 因此 m 2 
能被2整除，从而 m 能被 2 整除.设& = 2 A :， 于是 2 fc 2 == n 2 . 根据同样的理由，推 
知 n 也能被2整除，从而与分数的既约性矛盾 • ► 

现在我们致力于证明存在着很多的无 理数. 不久就会看到，在某种意义下，几乎 
所有的实数都是无理数.我们要证明，无理数集的势，大于有理数集的势，而与一切 
实数之集的势相同. 

无理数又可分为所谓代数无理数与超越数 • 

一个实数，如果它是某个有理系数（或等价地说成是整系数的）代数方程 

aox 11 4- a\X n " 1 + • • • + a n -.\x + a n = 0 


的根，就叫做代数数. 
反之，就叫超越数. 



§2. 最重要的实数类及实数计算方面的一些问题 
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我们将看到，代数数集的势与有理数集的势相同，而超越数集的势与实数集的 
势相同.因此，乍看起来，举出一个具体的超越数,或更确切地说,证明一个具体的数 
的超越性也会有很大困难，似乎不合情理，也不自然. 

然而，直到1882年才证明了著名的几何数 tt 是超越数®，而希尔伯特 ® 问题之 
一就是证明的超越性，其中的 a 是个代数数 （a 一 0) A (a / 1)，而沒是代数无理 
数(例如 ， a = 2, 冷 

3. 阿基米德③原理现在来讨论阿基米德原理，无论从理论方面，还是从数在 
测量和计算的具体应用方面看，它都是重要的.我们将依据完备公理（更确切地说， 
是依据与之等价的上确界 引理） 来证明它.在其他实数集的公理系统中，也常把这一 
基本原理作为公理. 

请注意，到现在为止，我们已证的有关自然数和整数的定理，完全没有用到完备 
公理.以后将会看到，阿基米德原理，实际上反映了与完备公理相联系的自然数和整 
数的性质.我们将由此人手. 

1。自然数集的任何不空有界集中有最大元. 

◄设五 C N 是任一不空有界集.根据上确界引理 3 \supE = seR . 据上确界之 
定义，在 E 中存在自然数 ne E ， 满足条件 8-1 <n 4:3. 这时 n = max E y 这是因 
为大于 ri 的自然数必不小于 n +1， 而 n + l > s . ► 

推论，2。自然数集没有上界. 

< 如果不然，那么，必存在极大的自然数 n •但 n < n + 1. ► 

3。 整教集的任何上有界不空子集有极大元 • 

◄ 在断语1。的证明中，把 N 换成 Z ， 再重复一遍就行了. ► 

4。 自然数集的任何不空有界子集有极小元. 

◄ 比如，把 N 换成 Z ， 把引用上确界引理改为引用下确界引理，再重复断语1° 
的证明就行了. 

也可以变成相反数（“改变符号”）并利用3。中已证明的结果. ► 

5。 整數集既没有上界又没有下界. 

◄由3°,4°,或直接由2°推知. ► 

现在叙述 

① w 是一个数，它等于欧氏几何中@周长与直径之比.因此，从18世纪起人们就采用 TiepKpepia 
(希腊文，岡周之意）的第一个字母来表示这个数 • | 的超越性是由德国数学家林达曼 ( Lindemann ) 
证明的.特别地，由的超越性可得出用直尺和圆规作长度为的线段（圆周拉直的问题）是不 
可能的，同样地，用这些工具化圆为方（这是中世纪的一个问题）也是不可能的. 

⑦ D . Hilbert (1862-1943) — 卓越的德国数学家，在1900年巴黎数学国际会议上提出了 2 3个 
涉及数学各个领域的问题，这些问题后来就叫做 “ Hilbert 问 题”. 本文中所提到的问题 （ Hilbert 第 
七问题）在1934年被苏联数学家盖尔芳德 （ A . O . Te ^ OHA ) (1906-1968) 以肯定的结论解决了. 

③ Archimedes (公元前287—前 212) — 天才的希腊学者.分析莫基人之一的莱布尼茨，在谈到 
他 时说： “研究于阿基米德的著作后，就不再对现代数学的成就感到惊奇 了”- 
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6。 阿基米德原理 如果 h 是任意一个固定的正数，那么，对于任何实数 0；， 必能 
找到唯一的整数 fc , 使得 ( k - l ) h ^ X < kh . 

< 因为 Z 没有上界，集合 {n € < n } 是整数集的一个不空下有界子集.这 

时（由 4°) 其中有最小元 fc ， 即 （ A : - 1 K $ < / b . 因为 /I > 0,这些不等式与阿基米德 
原理中所说的不等式等价.满足上面两个不等式的整数 A : 是唯一的，由数集的极小 
元的唯一性推知（参看§1，第3小段) .► 

几个 推论： 

7。 对于任意的正数 e , 存在着自然數 n 使得0< 丄 <己 

◄据阿基米德原理，存在 n € Z 使得1 < e . n . 因为0< 1，且 0< e ，所以 0< n . 
于是， n € N , 且 0< i < e .> 

Tt 

8°如果 x eR } x ^0 y 且对于任何 n € N 有 x < -, 那么 x = 0. 

◄ 据断语7°，不可能有 x > 0. ► 打 

9。 对于满足 a < b 的任意數 a ,6 GR , 存在有理数 r G Q , 使得 a < r < 6. 

◄ 回顾7。，可选出某个 n € N ， 使得0 < 丄 < 6 - a . 据阿基米德原理，存 

n 

在着数 m e Z ， 使得 — ^ a < -. 这时，巧 < 6,这是因为，若不然，就有 

n n n 

< a <6<- ，由此得上 — 因此， r=^eQ 且 = 
n 10。对于任何 i € R ， 存 # 唯一的整數 A : € Z ， 得 fc 彡 x < A + 1. 

◄ 由阿基米德原理直接推知. ► 

10。 中的这个数 fc 用 M 来记，叫做 x 的整数部分.發 { x } ：= x - [ x ] 叫做 x 的 
小数 部分. 因此 ，X = [ x ] + { x } 并且 {:}>()• 


4. 实数集的几何解释与实数计算方面的一些问题 


a. 数轴对于实数经常使用形象的几何语言，这在中学里就大体上已经知道 
了.根据几何公理，直线 L 上的点与实数集 R 的数之间能建立一一对应/ : L — R ， 
并且这个对应与直线的运动有关，如果了是直线 L 沿自身的一个平行位移，那么存 
在一个（只与 r 有关的）数《 € R ， 使得对于任何点 X € L 有 f(T(x)) = f ( x ) + t. 

与点: r € L 相对应的数 /(x) 叫做点 x 的 坐标. 由于映射/ : L — R 是一一的， 
所以也常直接把点的坐标叫做点，例如把“我们标出坐标为1的点”说成“我们标 
出点 1”. 当存在上面所说的对应/ : L — R 时，称直线为坐 标轴，数轴或数直线.由 
于/是双射，实数集 R 本身也常叫做数直线，而它的元素，叫做数直线上的点 • 

我们已经看到，给出 L 上坐标的双射/ : L — R ， 当平移 T 时，直线 L 上的^的 
像的坐标与该点的坐标相差的是同一个量《 € R . 因此，一旦坐标为1的点和坐标为 
0 的点被确定，映射/就完全确定了，简单地说，/被零点（称 为坐标原点） 及点 1 完 
全 确定. 由这二点所确定的线段 叫单位 线段. 从原点出发而含有点1的射线所定的 
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方向叫正方向，而沿这个方向（从0向 1) 的运动叫做自左向右的运动，按照这种约 
定，就说1位于0的右边，而0位于1的左边. 

在坐标原点变到坐标为1的点 : n = T ( xo ) 的这个平移下，所有点的像的坐 
标都较原像的坐标增大了 1. 因此，我们发现坐标为2的点是 x 2 = T( Xl ) y 坐标为3 
的点是: r 3 = T ( x 2 ), ,坐标为 n + 1的点是 x n+1 = T ( x n ), 以及坐标为 -1 的点是 

T - l ( x 0 ), ••- 坐标为 - n - 1的点是 x _ n _! = T- l (x n ). 于是，我们得到了坐标 
为整数 m € Z 的一切点. 

我们会把单位线段增至二倍，三倍， ••.， 根据泰勒斯 ( Thales ) 定理也就能把单 
位线段分成相应的 n 个合同的线段，取其中有一个端点为原点的线段，则另一端的 
坐标 0 ：满足等式 n.rr = 1,即 rr = 由此即可求得具有有理坐标的一切点. 

然而在 L 上还有其他的点，为有的线段是与单位线段无公#的.每个这样的 
点（就像直线上的其他点一样）把直线分成了两个射线,在每个射线上有一些以整数 
(有理数）为坐标的点（这是阿基米德原来的几何原理的推论).这样一来，点产生出了 
分割，或如通常所说，产生出了 Q 的分划，把 Q 分成两个非空集 x 与 y ， 分别对应着 
左、右射线上的有理点（以有理数为坐标的 点). 据完备公理,存在将 X 和 F 分开的 
数 c ， 即 Va: € X 及 外 € K 有 x 彡 c< y. 因为 XuY = Q, 所以 supX = 5 = i = inf F, 
这是由于若不如此，就有 s < i ， 从而在 s 与 i 之间就找到一个既不在 X 中又不在 Y 
中的有理数.因此， s = i = c. 这个唯一确定的数 c 就对应于直线上指定的点 • 

上述直线上的点与其坐标的对应，给出了 R 的一个模型，无论从 R 的序关系方 
面（据此得到“线性序”这个名称)，还是从 R 的完备（连续）公理方面看，这个模型 
都是很直观的 . K 的完备（连续）公理用几何语言说就是，直线 L 上“没有洞”能把 
L 分成没有公共点的两块（这样的分划只能用直线自己的点实现) • 

下面，我们不去深入讨论映射 f : JL — R 的结构的细节，因为我们介绍实数集 
的几何解释只是为了更加直观，更能激发读者的极为有益的几何直觉.至于形式化 
证明，仍像往常一样，或者根据一组已经从公理得到的事实，或者根据这个公理系统 
进行. 

往后我们要经常使用几何语言. 

今对以下所列出的集合引进记号和名称： 

] a ,6[:= {x € R|a < x < b} -开区间 a 6; 

[ a , b] := {x e R|a < x < 6} -闭区间 a 6; 

] a ,6]:= {x € R|a < x ^ b} ——含端点 6 的半开区间 ab ; 

[ a , b[ := {x£R\a^x< b} ——含端点 a 的半开区间 a &. 

定义 6 开区间、闭区间、半开区间都叫數区间或简称区间，确定区间的数叫做 
它的端点. 
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量6 - a 叫做区间 af > 的长.如果了是某个区间，那么，就用|/|表示它的长（这 
个记法的来由，很快就会知道). 

集合 

ja ， +cxd[ := {x e R|a < x}, 

[a, + oo [ := {x € R|a < x }, 

}-oo, b[ := {x e K|x < 6}, 

]— oo , b] := {x G R|x ^ 6}, 

卜 oo ， +oo [: = R ， 

都是无界集叫无界 区间. 

与符号 +oc (读作“正无 穷”） 及 _oo (读作“负无穷”）的用法相适应，为了表达 
数集久的上（下）无界性，也采用 supX = + oo(infX = - oo ) 这种写法. 

定义7称含有 x € R 的开区间为 x 的一个 邻域. 

特别当 J > 0时，开区间 }x-S ) x + S[ 叫做点 a ： 的一个 <5邻域，它的长是 
数 rr,y € R 之间的距离，就是以 x , y 为端点的区间 之长. 

为了不必区别“哪点在左，哪点在右”，即 x < y 或 y < x ， 其长度等于 y - x 或 
x-y ， 可以使用下面这个很方便的函数 

{ x , 当 x > 0， 

0，当 x = 0， 

- X , 当 x < 0， 

这函数称为数 X 的模或绝对值 • 

定义8称 |rr 一 y | 为之间的距离- 

距离是非负的，而且，当且仅当 x 与 y 重合时，它才等于零.从 z 到2/的距离与 
从 2 /到 a ： 的距离是一样的，这是因为 | x - y | = | y - x |. 最后，如果 2 e R ， 那么 

I 工一 yK | x -2：| + |2- y |, 

即所谓三角形不等式成立. 

三角形不等式可由数的绝对值的性质推出来，这个性质也叫三角形不等式（在 
上面那个不等式中，令2 = 0,及以1代2/即可得到)，即对于任何数 A 2/， 下面不等 
式 成立： 

k + 2/l ^ \ x \ + \vl 

并且等式成立的条件是0：与 y 同时非负或同时非正. 


. 最重要的实数类及实数计算方面的一些问题 


◄ 如果0 < X 且0 < y , 那么0 < a : + y，|x + = a : + y ，| x | = X ， | y | = 2/，这时等 

式成立. 

如果 x 彡 0 ，y 彡0,那么 x + y 彡0, \ x -\- y \ = 一 (x + y ) = - x - y , \ x \ = - x , \ y \ = - y , 
这时也是等式成立. 

今设 a :, y 二数中有一个是负的，另一个是正的，例如 ， x <0 < y . 这时，或者 
x < x + 2 / ^ 0;或者0 < a : + y < y . 第一种情况时 |x + y | < | x |, 第二种情况时， 
k + 2/l < \y\y 从而，不管在哪种情况都有 |x + y | < | x | + | y |. ► 

利用归纳原理可以验证 

1^1 + ••• + x n | ^ | xi | + ••• 4- | x „|, 

并且等式成立的充要条件是所有数同时非负或同时非正. 

数^叫做 a ， 6的中点，或叫做以 a , 6为端点的区间的中心，因为它距区间的 
两端点等 

特别地，点 xeR 是它的 (5 邻域]： r -(5 ，rc + (5[ 的中心，而 (5 邻域中的一切点与 a ： 
的距离小于 (5. 

b . 用逼 近序列给出数测设一个实际的物理盘就得到一个数，通常在重复进行 
测 世时， 这个测得的数会有变动，当测 M 工具和 测董方 法改变时尤其 如此. 因此，测 
撤的结果通常是所求量的一个近似值.测童的好坏或精确度，可以用（例如）量的真 
正的值与测得的值的可能有的偏差量来刻画.同时，可能出现总也测不到该 姑精确 
值（如果它原则上是存在的话）的情况.然而，从更加构造性的观点出发，如果我们 
有能力以任意的精确度进行测 M 的话，就可以（或应当）认为完全知道所求的 M . 这 
种观点就是把一个数与它的经测 M 得到的越来越精确的近似值序列看成是同一的 
但是，为了测董，首先要选定一个标准尺度.我们称标准尺度的与整个标准尺度可公 
度的部分为标准尺度的有理部分.易见，任何测童都是与标准尺度，或与标准尺度的 
有理部分所作的有限次比较，因此,测最的结果用自然数，整数，一般地，用有理数来 
表示.这就是说,经过必须的分析，建立了实数集的数学拷贝，说得更明确些，是建立 
了那样一个模型，它使我们在处理实数时丝毫也不怀疑它们的公理化 描述. 此后，原 
则上就能用有理数列来描述整个实数集.而待测的未知数的加法与乘法，则用它们 
的近似值来代替 .( 的确，并非总能说清楚，这样运算的结果与将这些运算施于精确值 
时所得的结果之间有什么关系.下面我们将讨论这一问题 .） 

在把数等同于它的近似值序列后，为（比如）把两数相加，应当去加它们的近似 
值序列，这时必须把所得到的新序列看成一个新数，它叫做前面那两数之和.然而这 
是不是一个数呢？微妙之处在于，并非每个随便构造的序列都能作为某个童的任意 
精确的近似值序列.因此，还需研究如何根据序列本身来判断它是不是一 个数. 在数 

①若 n 是测量的序号，而 In 是& 结果，那么对应 n-Xn 按序列之定义，不过是自然数变置 
的一个函数/ : N — R (在所给的情况是数列).在第三章§1中将对数列作详细的 讨论. 
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学模拟近似数运算时，产生的另一个问题是，不同序列可能是同一个量的近似序列. 
确定一个数的那些近似值序列与数本身之间的关系，大体就像图上的点与指示该点 
的教鞭之间的关系一样.教鞭指出了点的位置，而点确定的只是教鞭端点的位置，它 
不会影响你使用另外一个更方便的教鞭. 

对这些问题，柯西 ® 作了精确的描述，并大体上实现了这里所提出的建立实数 
模型的纲要.可以期望，在学习了极限理论之后，你们将能独立地重复出柯西的这些 
结构. 

当然，到现在为止，所说的一切并没追求数学的严格性.这些看似离题的议论的 
目的是，提醒读者注意，原则上可同时存在实数的各种自然科学 模型； 我还试图给出 
有关数与我们周围事物关系的一些概念，并阐明自然数与有理数的基本 作用； 最后， 
想解 释一下近似计算的必然性与必要性 • 

本段后半部分讲述有关近似值算术运算的简单而重要的误差估计问题，这些知 
识今后将会用到，也有自己独立的趣味. 

现在转入对这些问题的确切叙述. 

定义 9 设 x 是某个撤的精确值， i 是该 M 的已知近似值，就把 


A ( x ) := | x - i |, 


<5⑻：= 


A ( x ) 
I 刮 


分别叫做 近似值 i 的绝对误差与相对 误差. 当壬= 0时，相对误差没有定义. 


因为值 a : 未知，所以△⑻与 <5(5) 也不 知道. 然而通常这些 tt 的上估计 △(：£)< 
< <5, 是知道的.这时我们说近似值 f 的绝对误差与相对误差分别不超过 △ 
与 (5. 实践中常用的只是误差的估值，所以常常把△与 (5 叫做近似值的绝对 误差与 
相对 误差， 但是我们不这样称呼它们. 

记法工 = f 士 △ 表示 x — △彡工彡 i + A - 


例如， 


万有引力常数 
真空中的光速 
普朗克常数 
电子的（基本）电荷 
电子的（静）质 M 


G = (6.672 59 土 0.000 85) - 10 一 11 牛顿•米 2 /千克 2 , 
c = 299 792 458 米/秒（精确)， 
h = (6.626 075 5 土 0.000 004 0) - 10— 34 焦耳•秒， 
e = (1.602 177 33 ± 0.000 000 49) - 10_ 19 库仑， 
m c = (9.109 389 7 土 0.000 005 4) - 10 一 31 千克. 


近似值的相对误差是测量精确度的一个基本标志，通常用百分数表示它 • 


例如，前面诸例中的相对误差分别不超过 


13 • 10- 5 ; 0; 6 • 1( T 7 ; 31 • 10一 8 ; 6 • 10一 7 


①柯西 ( C aU chy )(17 抑一 1857) —法国数学家，分析的现代语言与机器的最积极的创作者 之一. 
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或写成百分数时，就是 

13.10— 3 % ， 0%; 6.10— 5 % ; 31 - 10~ 6 %; 6.10_ 5 %. 

现在估计用近似值做算术运算时产生的误差. 

命题如果 

\x-x\ = A(x), \y-y\ = A(y), 

那么 

A(5 + y) ：= \(x + y)-(i + y)| ^ A(i) + △⑼， 

△(壬 'y)~\x-y-x-y\^ \x\A(y) + \y\A(x) + △⑻. A(y); 

如果再设 _ 

MOj/O 且 S(y) = ^ < 

那么 

◄令 x = x + a，y = y + /?，则 


△(i + y) = 1(® + y)-(i + y)| = |a + /?| 

< M + |/?| = A(i) + △⑼， 

A(x - y) = |x 2 / - xy\ = |(x + a)(y + P) - xy\ 


=|i/? + ya + a^| ^ |5||j3| 4 - \y\\a\ + \ap\ 

=|5| A (5) + △⑻ + △⑻. △⑼， 

\y y\ \ yy . 

\(x^a)y-(y^t3)x\\ 1 | 

y 2 1 + 飾 I 




\xm±\yM 1 

y 2 i - m 

\x\My)± \y\A(x) 1 

¥ 


由所得到的绝对误差的估值，可得相对误差的以下估计: 

△⑻+ △⑼ 


S(x + i/K 


x-\-y 


⑴ 

( 2 ) 



(10 


S(x - y) ^ <5(i) + 5 ⑼ + ⑹- 5(y), 


(2') 
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啦 )+ 咐） 

m 


(30 


在实践中，当近似值足够好时，有△⑻ • △⑼》 0 9 S ( x ) - S ( y ) » 0,1 一觸》1， 
所以得到（2)，(3),(2')，(3')的有用的简化形式: 


A ( x - y )^| i | A ( y ) + | y | A ( x ), 
^ lx | A ( y ) + \ y \ A ( x ) 

、 y 2 

6( x - y )^ S { x )+ S ( y ), 

6 ^ 6( x ) + 6( y ). 


但这些公式并不是由 (2),(3),(2 / ),(3 , ) 精确地转换来的. 

公式（3)，(3')说明，当5或1 - 6⑼的绝对值很小时，必须避免用近于零或十分 
粗糙的近似值做除法的除数. 

公式 （1') 警告我们，在做近似值的加法时，如果两个数的绝对值接近但符号相 
反，就要特别当心，因为这时 |x + y | 近于零. 

在所有这些情形下，误差可能增大得很厉害. 

例如，用某种仪器两次测量你的 身高. 设测错的精确度为 土 0.5 cm ， 第二次测 
擞前，在你两脚下先垫上一张薄纸.虽然如此，两次测最结果仍可能是= (200 ± 
0.5 )cm 与 H2 = (199.8 土 0.5) cm . 

这样，借两次测 M 之差// 2 - 的以求纸的厚度就是无意义的事了，因为，从这里 
只能得出厚度不超过 0.8 cm . 当然，对纸的厚度的这样一种反映（如果也算是一种 
“反映”的话)，就显得太粗 糙了. 

然而值得注意的是另外的比较乐观的计算效应，由于这种效应，用粗糙工具也 
可以进行精细的测最.例如，还用那件刚才为你测身髙的仪器，测了一叠1 _页同 
样的纸的厚度,测得的结果是 （20 土 0.5) cm . 那么，据公式 （3) 得知 * 一张纸的厚度就 
是 (0.02 土 0.000 5 )cm = (0.2 土 0.005) mm . 

这就是说一张纸的厚度等于 0.2 mm ， 绝对误差不超过 0.005 mm ， 相对误差不超 
过 0.025 或 2.5%. 


c . 位置记数法上面说到每个数可用它的有理近似序列给出来. 

现在介绍一种在计算上很重要的方法，对于每个实数，能建立唯一的这样的有 
理近似数列.这种方法导致了位置记数法的建立 • 


引理 如果固定数 g > 1 , 那么，对于任何正教 x € E , 必有唯一的整数 kGZ t 


使得 


q 卜 1 <q k . 


•译者注.原文为根据公式 （1) 
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◄ 首先证明形如 # (Ae N ) 的数没有上界.如若不然，它就有上确界从而，据 
上确界之定义，能求出自然数 m € N ， 使得$ < 这时 s <，+1，因而 3 就不 

能是我们这个集的上确界了. q 

由于 g > 1，得知当 m < n ， 且 m,n € Z 时，有扩< #，因此,我们一并证明了， 
对于任何 c € R , 能找到自然数 TV € N , 使得对任何自然数 n > 7 V , 必有 C < f . 

由此推知，对任何 e > 0,能求得 Af € N , 使得对于任何自然数 m > M ， 有 

垚 <e . 

实际上，只要令 c = -,AT = M , 那么，当 m > A / 时，就有^ 

S G 

于是，对 x > 0,满足不等式 x < q m 的整数 m € Z 的集合有下界.这时，这集合 
有最小元 A :. 显然，这个 fc 就是所求的整数，因为对于它成立户- 1 ^ x < q k . 

这样的整数 A ： 的唯一性，可由以下事实 推知： 如果 m , n € Z , 比如说 m < n ， 那 
么 m < n - 1,从而当 g > 1时彡 q n ~ l . 

实际上，因为由不等式，一 1 彡 x < 及 f 1 ^ x < q n 可得尸一 1 ^ x < q m , 
因此，由上面这个注记看到，如果 m # n , 它们必不能同时成立 .► 

在下面的结构中，要用到这个引理. 

固定 (7 > 1,取任意的正数 xeR . 

根据引理可求得唯一的整数 p € Z , 使得 


<7 p <x<^ +1 . 


⑴ 


定义10满足关系⑴的整数 p 叫做数 x 关于记數法的基 q 的阶或（当把 g 固 
定时）简称为数 I 的阶. 

根据阿基米德原理,存在唯一的自然数 a p € N ， 使得 

OCpQ P < X < Oi v (f + Q P . (2) 

注意到⑴式，即可断定 a p €{ l ,.--, g - l }. 

在我们的构造中，后继的每一步，都是重复马上进行的从 （2) 式出发的如下 
步骤. 

由关系式 （2) 及阿基米德原理推知，存在着唯一的数 a p _! € {0,1,--. ,9-1}, 

使得 

a p q p + a p _if 1 ^ x < a p q p + a p _ V 1 + q p ~ l . ⑶ 

假如已经做完这样的 n 步，并得到 

Oi P q p + a p -iq p ~ l + …+ a p - n (f~ n < x < Q p q p + a p -iq p ~ l 

♦ ••• + a p W" + y - n ， 
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那么，根据阿基米德原理能求得唯一的数€ {0，1 ,… ，g - 1} 使得 

Q P q p + …+ a p - n (f~ n + ^ x < a p q v + … 

+ Q p -n9 p - n + …+ ap-^q^- 1 -f g"- 1 . 

于是制定了一种算法，根据它，每个正数 z —意地与数列 a p ， a p _ 1? ..., a p _ n ,.-. 
对应，其中诸％都是{0,1 ，…， g - 1} 中的数.或者用不太形式化的说法，每个数 : c 
一意地与具有特别形式的有理数 





⑷ 


的序列对应，这里 

r n < x < r n + —• (5) 

换句话说，我们用特殊的有理数序列 （4) ，建立了: c 的越来越好的不足近似值 
与过剩近 似值. 符号 a p ，… ， a p _„ ，…是整个序列 { r n } 的密码，为了能根据这个密 
码恢复序列 { r n }, 必须指出 rr 的阶数 p . 

我们约定，当 p > 0时，在 ao 后面放上小数点或 逗点； 当 p < 0时，在 a p 的左 
边补写上 | p | 个零，而在最左边的零后边放上小数点或逗点（注意 a p / 0). 

例如，当=10时， 

123.45 := 1 • 10 2 + 2 • 10 1 + 3 • 10。+ 4 • HT 1 + 5 • 10一 2 ， 

0.001 23 := 1 • 1( T 3 + 2 • 10— 4 + 3 • 10" 5 ; 


当 g = 2时， 

1 000 . 001 := 1 • 2 3 + 1 • 2 ~ 3 . 

因此，符号％，•••， 《 P - n ， …中数码的值,依赖于它相对于小数点或逗点的位置. 
在做了这些约定之后，就可从符号 a p ，...， ao , …一意地恢复整个的近似序 
列来. 

由 （5) 式看出（试验证!)，两个不同的数 a ： 与/对应着不同的序列，即不同的符 
号 q ： p ，• • • ，勿， • ••与 • • • ,«0, ••- . 

现在问，是否形如与 a p ,-.., a 0 , ••- 的每个符号对应都有一个数呢？答案竞然是 
否定的. 

请注意，根据上述逐次得到 a p _ n €{0,1,...^-1}的算法，不会发生从某项开 
始以后所有的 a p . n 都等于 g - 1的情形 • 

实际上，如果当 n 〉 A 时，有 

r n = a p (f+ ••• + + (q - l)^~ (fc+1) + ••• + &— l)f ， 


即 


[要的实数类及实数计算方面的一些问题 


r n = r k 


q k ~p q n _P’ 


那么，由 （5) 式得 


这时，对于任何 n>k 


q k ^P ~ q n -i 


0<r fc + 


^ x < r fc + 


q k -p 


一 x < 




而由上所证之引理，这是不可能的. 

还应注意，如果在 , a p _ n 中即使有一个小于1，那么代替 （6) 式 
有 


r n < + 


q k ~p — q nZ P y 


亦即 




现在我们可以证明，由数€ {0,1, •. • - 1} 组成的任何记号 a p ,..., aor -*, 
如果其中无论哪一个数码后面总有不是 g - 1的，则它必对应于某个数 x ^ O . 

事实上，根据记号可做出形如 （4) 式的数列 { r n }. 由于 r 0 彡 
n 彡 • ••彡 r n 彡…，再考虑到⑹式和⑺式，就得到 

r 。 彡 n 彡…彡…< " •彡 rn + 彡…彡 n + ^ r o +六. ⑻ 

以上关系中严格不等式的符号，应这样来理解：序列左边的任何元小于序列右 
边的任何元.这是由 （7) 式推知的. 

如果取 / ( 1 

x=s : n “卜 ))， 

那么序列〜将满足条件 (4),(5), 即记号 a p ,... , a p _ n ,... 对应于所得的数 x € R . 

因此，我们已把正数 a ： —一地对应于这样的 记号： 当 p > 0时，对应到 
ap … ao ，…；当 p < 0时，对应到 OO ^ Oap ... ,它叫做 re 的 g 进位记法.记号 

W 个零 

中所用到的数字叫数码，数码相对于小数点的位置叫数码的位. 

我们约定，数 a : < 0对应于正数 - I 的记号联上一个减号，而把数0对应于 
0.0 •••()•••• 

这样就建成了实數的 g 进位记數系统 • 

在日常生活中最常用的是十进位记数系统，但是按照技术原理来说，常用的则 
是二进位记数法（在电子计算机 中). 三进位与八进位记数法在计算技术部分中也有 
用，但是用得不多. 
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公式 （4) 、 （5) 说明，如果数 x 在 g 进位记法中只保留有限位数字（或者，如果愿 
意的话，把其余的写成零)，那么，这时 x 的近似值 （4) 的绝对误差，不超过最后保留 
的那一位的一个单位. 

根据这些观察，我们能用第 b 小段所得公式，去估计在算术运算中由于把精确 
值代之以形如 （4) 式的相应近似值所产生的误差. 

这个注记也有一定的理论价值.这就是，如果按第 b 小段我们把实数 rr 与它的 
q 进位记法等同起来.那么，一旦学会了对进位记号直接进行算术运算，也就建立 
了一个新的实数模型.看来，从计算观点看，这是最有价值的实数模型. 

这样做时，需要解决的基本问题如下. 

需把两个进位记号对应于一新的 g 进位记号——原来两个记号的和.当然， 
它是一步一步构造出来的，即把已知数的越来越精确的有理近似值相加，随之得到 
它们的和的相应的有理近似值.利用上面的注记，可以证明随着两个加数的近似值精 
确程度的增加，和数将有越来越多的 g 进位数码不再随着加数近似值的精确度的进 
一步增加而变化. 

对于乘法也需要解决这样的问题. 

另一种从有理数得出所有实数的不太具有构造性的方法是属于戴德金的. 

戴德金把实数与有理数集 Q 的一个分割等同起来，这就是把 Q 分成没有共同 
元素的两个集合 A , B y 使得 Va € AVb € B(a < b ). 这样处理实数时，我们所采用的 
完备公理变成了著名的戴德金 定理. 由于这个缘故，常把我们所采用的完备公理称 
为戴德金公理. 

这样，在本节中引出了一些重要的数类.指出了自然数与有理数的基础作用•指 
出了怎样由我们采用的公理系统，推出这些数的基本 性质. 给出有关实数集的各种 
模型的基本知识.讨论了实数理论的计算方面的问题：当用近似值做算术运算时的 
误差 估计; (7 进位计数系统. 

练习 

1. 依据归纳原理 证明： 

a ) 实数之和 Xi + ..- + Xn 与加括号时的位置无关； 

b ) 对乘积 U . Xn 也如此; 

C) |xi + • • • + X n | ^ |xi| + …+ |x n |； 

d ) |xi ---Xnl = | xi |".|: n |; 

e ) ( m，n € N ) A (m < n ) =» ((n 一 m ) € N ); 

f ) 当 a : > - 1 且 n € N 时， （1 + a :) n 彡 1 + nx ; 同时，只有 n = 1 或 x = ◦ 时等号成立 
(伯努利不等 式)； 

g ) (a + 6广 =f V + … + + fen( 牛顿二 

项式). 
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2. a ) 验证 Z 与 Q 都是归纳集； - 

b ) 举出一个异于 N 、 Z 、 Q 、 R 的归纳集的例子. 

3. 试证，任何归纳集无上界. 

4. a ) 任何归纳集是无穷集（即它与自己的一个真子集等势). 

b ) 集 = {x € < n } 是有限集（用 n 来记 cardan ). 

5. a ) 欧几里得辗转除法.设 m ， nGN 且 m > n . 最大公约数 ( HCF ( m ， n ) = d € N ) 可用以 

下由一串带余除法构成的欧几里得辗转除法，经有限步 算出： 

m = qin + n (n < n )， 
n = q2r \ + r 2 ( r 2 < n ), 
r \ = q ^ r 2 + r 3 ( r 3 < r 2 ), 


rk-i = 兮 fc+inc + 0, 


而 d = TV 

b ) 如果 d = HCF ( m 、 n )， 那么，必能找到 p、g € Z 使得 pm + qn = d\ 特别当 m ， n 互索 
时，则得 pm + gn = 1. 

0. 试独立地证明算术基本定理（公式在§2第 2. a 段） 

7. 如果自然数的乘积 m • n 能被索数 p 整除，即 m . n = p . A :， A : € N ， 那么，或 m 或 n 能被 p 
整除. 

8. 由算术基本定理推出素数集是无穷集. 

9. 试证，如果自然数 n 不是这种形式，这里的 A：，m € N , 那么方程 x m = n 没有有理根 • 

10. 试证，在任何 g 进位记数法中，有理数必是循环的，即从某一位开始，由周期重复的一组数码 
构成. 

11. 设 aeR 为无理数，如果对于任何自然数 n ， N € N ， 存在有理数$，使 a -? 

们就说 a 能用有理数逼近得好. 

a ) 造一个用有理数逼近得好的无理数例子 

b ) 证明用有理数逼近得好的无理数，不可能是代数数，即它是超越数（这是刘维尔 
( Liouville ) ①定 理). 

12. 据分数定义知道 E 这里 meZ ， n € N . 试导出分数加法，乘法，除法的“规则”, 

以及两个分数相#的条件. 

13. 验证有理数集 Q 满足实数集的一切公理，但完备公理除外. 

14. 采用实数集的几何模型，即数轴，试说明在此模型中怎样作出 a + 6 , a - 6, a 6，^ 

15. a ) 在数轴上解释完备公理. 

b ) 证明上确界原理与完备公理等价. 

~ CD 刘维尔 ( LiouviUe )(1809— 1882>—二法国数学家，从事复分析、几何、微分方程、数论、力学研 
究. 


< 




我 
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16. a ) 如果 AC B CR , 那么 supA ^ supB , 而 inf 4 > inf B . 

b ) 设，且.若 Vxe X,Vy € Y 满足 : c 彡 2 /•那么 X 上有界而 y 
下有界，并且 supX ^ inf K 

c ) 如果 b ) 中的 A •与 y 又满足 XUY = R, 那么 ， supX = infK 

d ) 如果是 c ) 中所定义的集，那么，或者 BmaxA -, 或者3 min Y (这是戴德金定理). 

e) (接 d)) 试证戴德金定理与完备公理等价. 

17•设 A^-B 是形如 a+6 的数的集合 ， A B 是形如 a.6 的数的集合，其中 a € A C R, 6 € B C R. 
试检査是否总有 

a) sup(A + B) = sup >1 + supB; 

b) sup(i4 - B) = sup A - sup B. 

18 •设 - A 是形如一 a 的数的集合，这里 a € -4 C R, 试证， sup(-A) = - inf A. 

19. a ) 试证方程 x n = a 当 n€N 且 a>0 时有正根（记作％或(^)，叫11次算术根. 

b) 验证，当 a >0,6>0 且 n ， m€N 时， 

柯=%.的且 

c) (a 女) m = (a m p =: a 思而 a 士 • = an + ^». 

d) (a 党） _1 = (a _1 ) 党 =: a 一安. 

e) 试证，对于任何 ri,ra € Q 

a 1 * 1 • a ra = a ri+r2 且 W = a rira . 

20. a) 试证集合间的包含关系是偏序关系（但不是全序关系! )• 

b) 设 A，B，C 满足>1 C C7，S C / 0且 BV4 # 0.像 a) 中那样，在这三个集间 

引进偏序.试指出集合 {A,B,C} 中的极大元与极小元（注意其不唯一性!) . 

21. a) 试证，像有理数集 Q —样，形如 a + 6v^ 之集 Q(v^) 是有序域，其中 a，6 € Q ，而 n 

是不等于平方整数的固定的自然数. Q(v/n) 还满足阿基米德原理，但不满足完备公理. 

b) 如果在 Q(x/n) 中保留以前的算术运箅，而按 

(a + by/n < a 7 + b f y/n) := ((6 ^ 6 ; ) V ((6 = 6 ; ) A (a < a 7 ))) 

规定序关系，检验实数公理中的哪一些对 Q(v/S) 不再满足.这时对于 Q(v^) 来说，阿 
基米德原理是否还对？ 

c) 在有理系数或实系数多项式集合 PM 中建立序关系使 

ao + ciix + • • • + CL rn x rn >- 0,若 a m > 0. 


d) 试证，系数 免， 6> 厲于 Q 或厲于 R 的所有有理分式 

_ ap + a\x + • — h 
Rm ， n = 6o + hx + • •. + b n x^~ 

的集合 QW, 在按 Rm,« > 0, 若 t > 0 引人序关系与通常的算术运算之后，构成有序 
域，但不是阿基米德 序域. 这意味着"，阿基米德原理不能抛开完备公理从 R 的其他公理 
推出. 
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22•设 n € N 且 n > 1•在集仏={0，1，... ， n - 1} 中定义二数之和与积为将该二数在 R 中 
的“普通”的和与积除以 n 所得的余数.在中如此定义了加乘运算后记作 Z n . 

a ) 试证，如果 n 不是素数，那么在 Z „ 中存在着异于零的数 m ， fc ， 使得 m • /b = 0 (这样的 
数叫做零因子）这就是说，由 a . 6 = c . 即使6 # 0,在 Z n 中也推不出 a = c 来. 

b ) 试证，当 p 为索数时， Z p 中没有零因子，而 Z p 是域. 

c ) 试证，对任何素数 p ， 域 Z p 不能给以一种顺序，使它与 Z p 中的算术运算相协调. 

23•设 R 与 R ' 是实数集的两个模型，/ : R — R ' 是对于任何: c ，2/ e R 满足 

/( 工 + 2 /) = /( 工） + f(y)J(x-y) = f(x)- f(y) 


的映射. 试证： 

a) /(0) = 0，； 

b) 如果 /( rr ) 弇 0,则 /(1) = 1' (我们以后认为这个条件成 立)； 

c) /(m) = m' ，芦里 m € Z 而 m' € Z ', 并且/ : Z — Z' 是双射且 保序； 

d) / (~)= 》，这里 m，n € Z，n 〆 0，m’，n’ € Z» 0’，/(m) = m’，/(n) = n ’. 因此 
f:Q — Q /Tl 是保序双射； 

e) / : R — R ' 是保序 双射. 

24. 据 t 题及完备公理，试证实数集，在同构（实现方法）意义下，由实数集的公理系统完全确定， 
即如果 R 与 r 是满足（实数）公理的两个集合，那么，存在双方单值映射/ : R — R'， 且保 
持算术运算和序 关系： 

/( 工 + !/) = /(:) + /(y )*/(*- y) */(*)• /(y) 以及 (a： ^ y) <=» (f(x) < f(y)). 

25. 在电子计算机中，数 a: 表成 

n=l 

的形式，其中 p 是X的阶数 • M =史袁是 z 的尾数 (J < M < 1). 

n=l 

同时，机器只能对一定范围内的数迸行运算：当 9 = 2时，通常 |p| < 64,而 A : = 35. 试估计 
在十进位制中机器的工作范围. 

26. a) 对六进位制列出一个（范围为 6x 6) 乘法表来. 
b ) 利用问题 a) 的结果，做六进位制的“竖式” 乘法： 


(532)6 
x ( 145) 6 


再用十进位制计算，以验证你箅的结果 • 
c ) 以“角”式做 除法： 


再用十进位制计算，以验证之. 


(1 301) 6 |(25) 6 


d ) 做“竖”式加法 

(4 052) 6 
+(3 125)6 

27. 将 (100) 10写成二进位及三进位数的形式. 

28. a ) 试证： 与整数能唯一地写成 

(a n a n -i •••ao)3 oa € {0,1,2} 

之形式的同时，它还能唯一地写成 

(Pn0n~l * * * 0o)s Pj € {— 1 , 0 , 1 }. 

的形式. 

b ) 一堆硬币中有一枚是假的，它只是在就 里上与 其他的不同.若限于在天秤上最多称三次 
就能挑出其中的假币来，问题这堆硬币最多是多少枚？ 

29. 为了探明七位数电话号中的任一个，铋少需要给出多少次“是”与“否”的回答？ 

30. a ) 利用二十个十进数码（例如，全部十个数码每一个都占两 位). 可以给出多少个不同的数？ 

对于二进位制冋答同一问题，从比较结果看，这两种进位制哪一种比较经济？ 

b ) 试估计，由进制的 n 个号码能写出多少个不同的数来 .( 答案 

c ) 设自变 fiar 为自然数，作出函数 / 0r ) = ： r 5 的图像，并比较各种计数法的经济性. 

§3. 与实数集的完备性有关的基本引理 

在这里，我们建立几个简单、有益的原理,其中每一个都能当作完备公理而成为 
建立实数理论的基础 

我们之所以称这些原理为基本引理是因为，它们在分析学定理的各种各样的证 
明中有广泛应用. 

1. 闭区间套引理（柯西-康托尔原理） 

定义1以自然数为自变 fi 的函数 f ： N -^ X 叫做序列，更完整的说法 是集合 
X 中的元素 序列 . 

与 n € N 相对应的、函数/的值 /( n ), 常记作 Xn ， 并称为序列的第 n 项. 

定义2 S X u X 2 r - yX nr - 是集合的序列.如果 

X \ D X2 D • • • D X n D … ， 即 Vn € N (- Y n ^ 

那么，就说 它是集列套 . 

①参看节末问题 4. 
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引理对于任何闭区间套 * 

/i 3 /2 D … D / n D • • • 

存在一点 ceR , 属于这些闭区间的每一个. 

此外，如果对于任何 e > 0,在序列中能找到闭区间4,使其长 < e ， 那么 c 
就是所有闭区间的唯一公共点. 

◄ 首先注意，对我们序列中的任何两个 An = 山 = [ On ,6 n ]， 必有 < 

bn . 因为，如若不然，就得到 a n ^ b n < a m ^ b my 即 闭区间 I m Jn 没有公共点，但同 
时其中下标较大的一个又要包含在另一个之中. 

因此数集4 = { a m ,m € N }, B = {6 n> n € N } 满足完备公理的 条件. 据此存在 
一数 c € R 使得 Va m e Ayb m G B 满足 a m 彡 c 彡心. 尤其是对于任何 n e N 有 
a n < c < 6 n . 这就是说，点 c 位于一切闭区间中. 

今设 Cl 与 c 2 为具有这种性质的两个点.如果它们不同，比如说 Cl < c 2 , 那么, 
对于任何 n G N , a n ^ ci < C2 ^ b n . 所以 0 < C2 - ci < b n — a n , 因而在我们的闭区 
间序列中，每个闭区间的长度不能小于 C2 - Cl . 这就是说，如果在序列中有长度任意 
短的闹区间，那么它们的公共点必定是唯一的 .► 

2. 有限覆 盖引理 （博雷 尔-勒贝格①原理） 

定义 3设 S = { X }是由一些集合 久构成 的集族.如果 YC U /( 即集合 y 

的每个元素2/，至少含在集族 S 中的一个集合 X 中)，就说 SIAM ^ Y . 

集合 S = { X }的子集也是一个集族，叫做 S 的子族.于是，集族的子族本身还 
是同一类型的集族. 

引理在覆盖一个闭区间的任何开区间族中，存在着覆盖这一闭区间的有限 
子族. 

<设 S = {[/} 是覆盖闭区间 [ a ,6] = A 的开区间族， t / 是开 区间. 假如闭区间 
h 不能用 S 中的有限个来覆盖，那么，把 A 等分成两个闭区间时，至少有一个不能 
有有限覆盖，将这个闭区间记作/ 2 .对/ 2 进行同样的对半分手续就得到/ 3 , 等等. 
这样，就得到一个闭区间套 

I\ D / 2 D • • • D / n D ••- , 

它们都不能用开区间族 S 的有限子族覆盖.因为这样做 n 步时所得到的线段 Jn 之 
长为叫 = 要，所以，在序列队}中有长度任意小的闭区间（参看 §2,4 c 之引理). 

Li 

①博雷尔 ( Borel ) (1871—1956), 勒贝格 ( A . Lebesgue ) (1875—1941) ——著名的法国数学家，函数 
论专家. 

• 译者注.请读者注意，根据定义（见上一节定义 6) 闭区间，与无界区间不同，是有界集. 
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据闭区间套引理，存在一点 C ， 属于每一个闭区间 / n,n G N . 因为 c e A = [ a,bl 
所以必有族 S 中的一个开区间 } a ,0[= U ^ S 包含着点 c ， 即 a < c < .令 
£ = min{c 一 a ，/3 - c }， 在所做出的那一列闭区间中找出一个 J n ， 使 j 4 i | < 因为 
c € ，且 |/ n | < e ， 因此/„ C [/ =) a ,0 [. 但这与 J n 不能由开区间族中的有限个所覆 
盖这件事矛盾 .► 

3. 极限点引理（波尔察 诺-魏 尔斯特拉斯①原理） 我们记得，含有点 a ： e R 的 
开区间，我们称它为 a ： 的 邻域; 而开区间 ] x -(5 ,x + <5[ 叫做点 a : 的 (5 邻域. 

定义4假如点 peR 的任何邻域都包含 XCR 的一个无穷子集，就称点 peR 
为集合 X 的极限 点. 

这个条件显然与以下的条件 等价： 在点 P 的任何邻域中，至少含有 X 中的一个 
不与 P 重合的点（请验证!) . 

举几个例子 

设 X = 6 R|n € 则只有点0 € R 是 X 的极限点. 

对于开区间 KM 来说，闭区间 [ d ，6 j 的每一点是极限点，并且不再有其他的极 
限点. 

R 的每一点是有理数集 Q 的极限点，因为我们知道，在实数集的任何开区间中 
都含有有理数. 

引理（波尔察 诺-魏 尔斯特拉斯） 每个无穷有界集至少有一个极限点. 

4设 X 是给定的 R 的子集•由 X 有界性的定义推知， X 含在某个闭区间 
h&l = J C R 中，现在证明，闭区间/中至少有 X 的一个极限点 • 

如果不如此，那么每点 : r e /有邻域 l /( x ), 其中或者不含 X 的点，或者只有有 
限多个这种点.对于每个 a ： € J 所构造的这些邻域的总体 { U ( x )} 形成闭区间 J 的 
一个开区间 覆盖； 根据有限覆盖引理，能从其中取出有限个开区间 U ( xr ) r - , U ( x n ) 
来，仍然覆盖闭区间 /. 但是 X C /,所以这有限个区间也覆盖着 X . 然而在每个 
U ( Xi ) 中只含 X 的有限个点，所以在它们的并中也只含 X 的有限个点，即 X 是有 
限集.这与假设矛盾，从而完成了定理的证明. ► 

练习 

1. 试证 

a ) 如果 J 是任意一个闭区间套，那么 

sup{o 6 R |[ a ,6 J € /} — a < = inf {6 € R |[ a ,6] € /}, 

~® 波尔察诺 (B. Bolzano) (1781—1848) - 捷克数学家与哲学家 • 魏尔斯特拉斯 (K. Weierstrass) 

(1815-1897) ——德国数学家，他非常关注数学分析的逻辑基础. 
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且 

\^ 0 \= n t a ， b 】. 

[a.6]€/ 

b ) 如果 J 是一个开区间套，那么，交集 j 0 KM 可能是空集. 

提示:] On ， M = 】 0 , ^[. 

2. 试证 

a ) 覆盖一个闭区间的闭区间族不必、包含此闭区间的有限子覆蘯. 

b ) 覆盖一个幵区间的开区间族不必包含此开区间的有限子覆盖. 

c ) 覆盖 开区间的闭区间族也不必包含此开区间的有限子覆盖. 

3. 试证，如采将所有实数之集 K 代之以有理数之集 Q ， 把闭区间，开区间与点 reQ 之邻域理 
解成 Q 的相应的子集，那么，上面所证明的三个基本引理的任一个都不再 成立. 

4. 试证，如果把 

a ) 波尔察诺尔斯特拉斯原理或 

b ) 博雷尔-勒贝格原理 

取作为实数集的完备公理,那么就得到与前面等价的、 R 的公理系统 • 

提示•.由 a ) 推出阿基米徳原理及原来形式的完备公理. 

c ) 用柯西-康托尔原理代替公理系统中的完备公理，另外，再假定阿基米德原理，这样得到 
的公理系统与顷公理系统等价（参看上 节问题 21). 


§4. 可数集与不可数集 

现在，我们对于在第一章中已经谈到的有关集合的知识，做些不大的但对以后 
很有用的补充. 

1. 可数集 

定义 1如果集合 X 与自然数集 N 等势，即 card X = card N , 就称 X 为可 
数集. 

命题 a ) 可数集的无穷子集是可 数集. 

b ) 有限个或可数个可数集的并是可数集. 

◄ a ) 只需验证自然数集 N 的每个无穷子集五与 N 等势.我们用下面的方式来 
建立所需要的双射 fiN ^ E . E 有最小元，使它与1 € N 对应，并记作 ei € •集 
E 是无穷集，所以五 2 = ^\{ ei } 不空，使五 2 的最小元与数 2 对应，记作 e 2 € E 2 •然 
后考察£ 3 = £\{ e 1? e 2 }, 等等•因为 E 是无穷集，所以这种做法不能到第 n 步就完 
了.因此，据归纳原理，对于每个 n € N , 有某个数 e n eE 与之对应，所建立的映射 
/:N — 五显然是 内射. 
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现在只需验证映射/是满射，即 /( N ) = E .]§： eeE . m^{ne N|n < e } 是有 
限集，它的子集 {n G E|n < e } 更是有限集了.设在此子集里有 A : 个元素.这时，根 
据我们的做法 ， e = 

b ) 如果&，…，忍，…是可数集族，并且每个集合 

X m = {4,… ，工二 ，…} 

本身也是可数集，那么，由元素 x ^( m , neN ) 组成的集 X = \J Xm 的势不小于每 

m€N 

个久 m 的势，所以 X 是无穷集.可以把元素与自然数序对 （ m ， n ) 等同起 
来.因此， X 的势不大于这些序对之集的势.然而用公式 

(m + n)(m + n + l ) 

( m ， n)H ^-^-^+爪 

所给出的映射/ : N x N - N , 很容易验证为双射.（它的直观意 义是： 我们这样来给 
平面上坐标为 （ m ， n ) 的点编号，从 m + n 为常数的一条对角线，过渡到另一条对角 
线，在这后一条对角线上 ， m + n 比前一条对角线多 1.) 

因此，自然数序对是可数的.因而 card X 彡 card N . 又因 X 是无穷集，根据 a )， 
推知 card X = card N . ► 

由以上命题推知，可数集的任何子集，或有限，或可数.如果知道了某个集合或 
为有限，或为可数，就说它是至多可数集（等价的写法 xard X < card N ). 

特别地，现在可以断定，至多可数个至多可數集的并是至多可数的. 

推论 1) card Z = card N . 

2) card N 2 = card N . 

这个结论说的是，可数集的直积是可数集 

3) card Q = card N , 即有理數集是可 數的. 

◄ 有理数2由整数序对 （ m , n ) 给出 • 

两个序对 fm , n ),( mW ) 给出同一有理数的充要条件是它们成比例.因此，对每 
个有理数7•，可取 n e N 使存在771€2，巧=7*且《是满足这些条件的最小者.易见， 
对每个 r e Q ， 这样的整数对 （ m ， n ) 是 一的. 于是,得知，集 Q 等势于集 Z x Z 的 
某个无穷子集.但是 card 1? = card N , 因此 ， card Q = card N . ► 

4) 代教数集是可數集 

◄ 首先注意，由 card QxQ = card N ， 据归纳法得知,对任何 fc e 队有 card Q fc = 
card N . 

元素 r eQ k ^ k 个有理数的序组 ( n , ••- , r fc ). 

有理系数的 fc 次代数方程可以写成 


x k +rix fc_1 +". + r fc = 0 
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的形式，其中最高次幂的系数等于 1. 这样，有多少个不同的次代数方程，就有多 
少个有理数序组，即 A ： 次有理系数代数方程构成可数集. 

一切有理系数代数方程也组成可数集，因为它是可数集的可数并 （ A : 次有理系 
数代数方程之集关于次数 keN 的并).每个这样的方程只有有限个根，因此，代数 
数之集最多可数，然而它是无限集，所以必是可数集. ► 

2 . 连续统的势 

定义2实数集 R 也叫做数 的连续统①， 而它的势叫 做连续统的势 • 

定理（康托尔） card N < card K . 

定理断定无穷集 R 的势大于无穷集 N 的势. 

< 我们来证闭区间 (0,1] 上的点就已是不可数的了 • 

假如它可数，即它能写成序列的形式.在闭区间[0，1] = 

上，取定一闭区间 A ， 使八之长不为零，且八不含 ： r 1; 在 A 中取定闭区间/ 2 ,使 
|/ 2 | 一 0,并且/ 2 不含点 a ： 2; 如果已经做出了闭区间/„使 |/ n | / 0,且二不包 含〜， 
那么，从其中即可截取/„ +1 使 |/ n + i | # 0,且 x n+1 i / n + i . 据闭区间套原理，存在一 
点 C ， 它属于一切闭区间 /0,/ i ，…但是按照我们的做法，闭区间/ 0 = [0，1] 
的这个点，不能是点列 x u x 2 r - ，〜，…中的任何一点 • ► 

推论 1) 且无理數存在 • 

2) 因为代数数之集可数，所以存在超越数. 

(在解答了本节末的问题3以后，读者大概希望把上面的断语改 成:“ 在实数集中， 
代数数也是有时会遇到的数 •”•） 

早在集合论一开始，就出现了是否存在着可数集势 与幸续 统势的中间势的集这 
个问题,并提出了叫做“连续统假定”的命题,它断定不存荏中间势. 

这个问题深刻地涉及数学的基础，它被美国数学家科恩 （ P . Cohen ) 在1963年 
完全解决.科恩证明了连续统假定是不可解的，并指出，无论是它本身还是它的否定 
与公理化集合论都没有矛盾，所以连续统假定在这公理系统框架内既不能被证明，也 
不能被否定.这与欧几里得关于平行线的第五公设独立于其他几何公理的情况完全 
类似. 

练 习 

1. 试证所有实数之集与开区间1 - 1，1[之点的集等势. 

2 . 在以下各对点集之间直接建立双方单值对应关系. 

① Continuum (拉丁文)-连续的，不间断的 • 

• 译 者注： 意指在实数集中并不经常遇到代数数. 
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a ) 两个开 区间； 

b ) 两个闭 区间； 

c ) 闭区间与开 区间； 

d ) 闭区间 [0,1] 与实数集 R . 

3. 试证 

a ) 任何无穷集含有可数 子集； 

b ) 偶数集与所有自然数之集 N 等势； 

c ) 无穷集与一个至多可数集的并的势与原来那个无穷集的势 一样; 

d ) 无理数集具有连续 统势； 

e ) 超越数之集具有连续统势. 


4. 试证 

a ) 递增自然数列之集与形如0 .(^02 ••• 之二进小数之集 等势; 

b ) 可数集的一切子集之集合，具有连续统的势. 


5. 试证 

a) 集合X的一切子集的集合 V ( X ) } 与一切在X上定义而取值为0或1的函数（即一切 
映射厂 A ■ — {0, 1}) 之集等势； 

b) 设X是 n 元素之有限集，那么 card V ( X ) = 2 n ; 

c) 注意到问题 4b) 与 5a) 之结论，可以得到 card V ( X ) = 2 wd x , 特别地， card P ( N ) = 
2 Cttrd N = card R; 


d ) 对于任何集合 X ，有 


card X < 2 C 


特别地，对一切 n € N ， 有 n < 2 n . 

提示： 参看第一章 §4 第 1 段的康托尔定理. 

0. 设 A ", ， • . • ， Am 是有限个有限集，试证 


card 


Q Xi j = card Xi x — card^q A 不 3 


+ card ( Xi 1 n Xi 2 O Xi 3 ) - 

*1<«2<«3 

+(- l ) m " 1 card(Xi n … n x m ), 


并且求和是对于在 1, ••- , m 范围内满足和号下的不等式的一切可能的选取来做的 • 

7. 在闭区间[0, 1] C R 上，画出那样的数 x 的集合沈€ [0, 1], 其三进位记法 x = 0. aia 2 a 3 - 
( a,G {0,1,2}) 具下列三性质 之一： 

a) ai 笋 1; 

b ) (ai ^ 1) A ( a 2 ^ 1)； 

c ) Vi € N ( Qi # l )( 康托尔 集). 



可数集与不可数集 


• 65 • 


8. (续问题 7 )试证 

a ) 在三进位记法中不含有1的那些数 : r € [0, 11的集，与二进位记法中表示成 0我0 2 、 … 
的所有数的集 等势； 

b ) 康托尔集与闭区间【0,11的所有点之集等势. 


第三章极限 


在对实数概念的全面讨论中，我们特別指出了，在测 儀:实 际物理量时，得到的是 
它们的近似值序列，随后还必须对这些近似值序列进行研究. 

这种情况马上会产生至少三个 问题： 

1) 得到的这个近似序列与被测的 tt 之间有什么联系？我们从数学上考虑这个问 
题，就是说，我们希望准确地知道 ，“ 近似值序列”这个词一般是什么 意思； 它能在何 
种程度 t 刻 M 被测 M 的值； 这种刻画是否唯一，或者说，同一序列能对应着所测撤的 
不同值吗？ 

2) 近似值的运算与精确值的同样的运算有什么关系，能把精确值换成近似值的 
运箅的特征是什么？ 

3) 如何根据数列本身来确定它是不是能任意逼近某 个最的 数列？ 

函数极限概念——这是分析的基本概念之一——对这些问题以 及一些 与之相 
近的问题提供了答案. 

我们从考察以自然数为自变 M 的函数（序列）开始来阐述极限理论，因为已经弄 
清了这些函数的基本作用，而且，实际上，极限论的所有基本事实，在这个最简单的 
情形，就已经能清楚地看到了. 

§1. 序列的极限 

1. 定义和例子我们回想一下下面的 

定义1定义域为自然数集的函数 /:N — X 叫做序列. 

函数/的值 f ( n ) 叫做序列的项，它们用映射到达集 X 的元素，并附加自变 




量作为下标来表示 ：〜 /( n ). 因此，序列本身用符号 { x n } 表示，也可写成 

的形式并称之为 X 中的序列或集合 X 中元素列. 

元素〜 叫做序 列的第 n 项. 

在下面的几节中，我们只讨论实数列/ : N — R . 

定义2称数 A € R 为数列{〜}的极限，如果对于点4的任何邻域 V 04)， 存 
在号码 AT (其选取与 V(A) 有关)，使得数列之所有标号大于 AT 的项,包含在点4的 
这个邻域 V(A) 之中. 

下面将对这个定义引入形式逻辑的记法，然而，我们先指出数列极限定义的另 
一种流行的 表述： 

称数 AeR 为数列{ 0 ：„}的极限，如果对于任何 e > 0 , 存在着号码使得对于 
一切 n > N , 有 |: r „ 一 肩 < e . 

如果注意到点4的任何邻域 V ( A ) 都包含这点的一个 e 邻域,就容易验证这两 
种说法的等价性（请验证). 

极限定义的这后一种说法是说，不论给出怎样的精确度 e > 0,总能找到号码 AT ， 
使以数列 { x n } 的项去逼近数 >4时，只要 n>N ， 绝对误差就小于 e . 一 

现在用逻辑符号写出极限的形式化的定义，并约定用式子 “ n l & 〜表示 
数列 { x n } 的极限是儿于是 ^°° 



而相应地有 

(lim x n = := Ve > 03 N € NVn > 7 V (| x n — >1 |< e ). 

定义 3 如果 ^mxn = A f 就说数列 {: r n } 收敛于 A 或说趋于 A 并记成“当 
n — oo 时〜— 极限的序列叫做收敛 数列. 没有极限的序列叫做发散 数列. 

讨论几个例子. 

例1 lim - = 0. 因为当 n > N = -①时，- 0=_< e ， 成立. 

n—oo n L£J Tl ft 

例 2 lim ! L±l = i . 因为当 „ > at = 时， ^-1 = 士 < e 成立. 

n— ♦oo n L£ J Tl Tl 

例 3 Jim (l + ^) =1.因为当几>^=[|]时， + 一 = 

- < € 成立. 
n 

① W 是 x 的整数部分（参看第二€ §2第3 段阿基米德原理的推论 10°). 
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例 4 lim = 0. 因为当 n 〉 TV = 土时，- 0 < - < e 成立 • 
n—oo n Le J n n 

例 5 lim 4 = 0,如果 kl > 1 . 

n—oo q TL 

我们根据极限的定义来验证它.像在第二章§2第 4 c 小节中所证的那样，对于 

任何 e > 0,能够找到一个数 TV € N 使得^ 因为|(?| > 1,所以对于任何 

191 

n > N 将有 i i 

l^"°r • 

于是极限定义被满足了. 

例 6数列1,2，^4，^，6，^，...，其第 7 1项0：„=打(- 1 )'打€汊是发散的. 

o 5 7 

实际上，如果 x 是数列的极限,根据极限的定义，在 a 的任何邻域内，至多有有 
限项不含于其中. 

数 A / 0,不可能是给定序列的极限.因为取 e = ^ > 0,则在4的 e 邻域之 

外，有数列中一切形如的项，这里 A 是满足 ^Ti <^ y 的自然数. 

数 A =0 也不可能是这个数列的极限，因为，在以0为中心的单位邻域之外，显然也 
有序列的无穷多项. 

例 7类似地可验证数列1,-1，1,-1，...^ = (一1广）没有极限. 

2. 数列极限的性质 

a . 普遍性质 下面得到的一组性质，虽然只是对数列讨论的，但是我们将来可 
以看到，这些性质，不止对数列成立，而且有普遍的意义 • 

一个数列，如果它只取一个值，就叫做常數列 • 

定义 4如果存在一个数 >4 与号码 JV ， 使得当 n > "时〜= A 就说数列 
{ x n } 为最终常数列. 

定义 5如果存在一数 A /， 使得对于任何 n € N , \x n \<M 成立，就说数列 {x n } 
是有界数列. 

定理 1 a ) 最终为常數的數列收敛. 

b ) 数列极限的任何邻域，包含着数列中除了有限多个数之外的所有项. 

c ) 数列不能有两个不同的极限. 

d ) 收敛数列必有界. 

◄ a ) 如果当 n > TV 时，〜=次那么对于点 A 的任何邻域 V(Ah 当 n > N 
时， x „ € K ( i 4), 即 \ im ^ x n = A . 

b ) 此结论由 mm 限的定义直接 得到. 
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c ) 这是本定理的重点.设 ^ lirn^Xn = A 且 ^ im 〜=乂 2 .如果 A 一 乂 2 .那么 
就能定出 ^ i , A 2 的两个不相交 ViA^ViXy 

例如，可以取山，4的 (5 邻域，这里取 8^\\ A l - A 2 l 据极限之定义，求得 
爪与使得 


Vn > N^xn € ViA ^), Vn > N 2 ( x n e V ( A 2 )). 

因此，当 n > max { N u N 2 } 时，有 € ViA^n V ( A 2 ). 但因 V ( A,)n V ( A 2 ) = 0，所 
以，这是不可能的. 

d ) 设 \ im c X n = A . 在极限定义中，令 e = 1，就有 AT 使得 Vn > N (\ x n - A \ < 1). 
这就是说， £ T > N 时有|〜| < | A | + 1•取 

M > max {| xi |,| x 2 |, ••- ,| x n |,|^| + 1} 

就得知 Vn > N ( x n < M ). ► 

b. 极限过程与算术运算 

定义6设 { x n },{ yn } 是两个数列，那么分别称数列 

{( Xn +2/ n )}, {(^ nyn )},{ (^) } 

为它们的和、 积与商 (与函数的和、积与商的一般定义相符). 

当然，只有当 2M # 0 ,n € N 时，商才有定义. 

定理 2 设 { x n }，{ y n } 是数列， 如果 x n = A , ^ lirn ^ y n = S ， 那么 

a ) lim ( x n -\- y n ) = A -\- B \ 

n—♦oo 

b ) Jim x n . y n = ^. B ; 

c ) lim — = 如果 2/ n / 0 (n = 1，2,… ） 且 B / 0. 
n—oo y n B 

◄ 我们要利用已经知道的（见第二章§2第4段）用近似值进行算术运算时，所 
产生的绝对误差的估计式. 

命- 〜 卜 A ( x n ),| B - y n | = A ( y n ). 这时，对于 a ), 我们有 

\{A + B ) - { x n + y n )| < A ( x n ) + A ( y „). 

设给定 e > 0. 因为 = 木存在号码 AT ', 使得 Vn > TV ' ( A ( x n ) < |). 

因为 n lim t/ n = B , 存在号码 iV 〃， 使得 Vn > AT " ( A ( y n ) < |). 所以， 当 n > N = 
max ^ 7 ,°^〃} 时，就得到 


\{A + B ) - ( x n + y „)| < e . 


据极限的定义，断语 a) 得证. 
b) 已知 

\A-B-Xn-y n \^ |x n |A(y„) + |y n |A(x„) + A(x n ) - A(y n ). 
对于给定的 e > 0, 存在着数 M 与 AT", 使得 


Vn > N’ (A(x„) < min {l, 3(|B |TT)}) ， 
Vn>AT-(A(y n )<min{l, }). 


所以， 当 n>N = max{AT，7V"} 时，就有 


于是，当 n > N 时 


\Xn\ < \A\ + A(x n ) < Ml + l， 
\yn\ < \B\ + A(y n ) < \B\ + 1, 
A(x n ) - A(y n ) 


MA(y n ) < (H + 1) • 3(| ^= 3 
| 2/n |A(x n )< (|^| + 1)- 寧 | + n = 3 


A(x n ) • A(y„) < 


因此，当 n > N 时， MB - XnVnl < e. 
c) 利用估计式 


x n 

Vn 


|x n |A(y n ) + |yn|* A(x n ) 


一 ％ n ) 


△(Vn) 


这里 S(y n ) = 

对于给定的 n e > 0,存在数 AT 及汊〃，使得 


Vn > N r (△(〜)< min {#})， 

Vn > ’• (A(y n ) <min{l|l, ‘二 ^ }) • 


所以，当 n > maxW，#"} 时,得到 


x n | < \A\ + A(x n ) < \A\ + 1, 



|y n | > |B 卜 △(%) > |S 卜 i|l > J|i 


\y^\ < Wy 

1 一 6( y n ) > 2> 


因此， 


I •点△(如)<_ + 1)•奈 


1 、 2 e \ B \ 

^:娘 )<両•丁 


0< T ^ <2 , 


于是 ，得： 当 n > TV 时，有 


_ 

Vn 


< e . 


注这样表述的定理也可用另外的、较少构造性的方法去证明，大概，这是读者 
从中学课本的分析初步就已经知道的.后面讲到任意函数的极限时，我们将重温这 
种方法，而在这里，在我们讨论数列的极限时，我们想关注一下，根据对算术运算结 
果的误差要求，寻找参与运算 的班的 容许误差的问题- 

c. 极限过程与不等式 


定理3 a) 设 {x n },{y n } 是两个收敛数列，并且 Jir^Xn = A , \\ m ^ y n = B •如 
果 4 < B， 就有号码 N eN , 使得对于任何 n > N ， 不等式 a:„ < 成立. 

b) 设 {x „},{ y n },{2 n} 是这样三个数列：当 n 〉 iV e N 时，: r n 彡如彡“.如果 
{x „} 与 { z n } 收敛于同一极限，那么数列 { y n } 也收欽于这个极限 • 

◄ a ) 取一数 C 使4 C < R 根据极限的定义， 存嫌 N , 与 N ，， ， 使得 
当 n > AT ' 时，4 < C 7 - 牵并且当 n > 时， 一 S| < B - C， 这样，当 
n>N = max{iV'，iV"} 时，就得到 


x n < A ^( C - A ) = C = B -( B - C )< y n . 

b) 设 = lin^zn = A . 对于 e > 0,找出 N ，、 N ，，， 使得当 n > TV ' 时, 

A - e < Xn ^ n > z n < ^1 + e. 于是， 当 n > N = max{AT'AT"} 时，得到 

>1 - e < < y n 彡 2 n < >1 + e， 或 —Aj < e. 因此 >4 = Jim^yn. ► 
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推论设 limx n = A ,\\ my n = B . 如果存在号码 TV , 使得当 n > W 时. 

a ) x n > 2 /„，那么 A ^ B \ 

b ) x „ 彡 2/ n ， 那么 

c ) x n > B ， 那么 B \ 

d ) 

◄ 用反证法，从定理的第 a ) 条直接推出 a ) 和 b ) 来.第三、四断语是前两个断 
语在 y n = B 时的特殊情况 .► 

请注意，一个严格不等式，在求极限后可能变成等式.例如，对于一切的 
n € N ， 上 > 0,但 lim - = 0. 

n n—oo n 

3. 数列极限的存在问题 

a . 柯西准则 

定义7数列 { rrd . 叫做 基本列 (或 柯西列)， 如果对于任何数 e > 0,存在号码 
N eN y 使得由 n > N 、 m > N 推知 lx»n - $ n | < e •① 

定理4 (数列收敛的柯西准则） 数列收敛的充要条件是它是基本列. 

，设= A 对于 e > 0,求出号码 TV , 使得当 n > N 时， | a: n —冽< |•如 
果 m,n > iV ， 那么 

\ x m - X n | < \ x m - i 4| + |x n - i 4| < I + I = e, 

因此,验证了收敛数列必是基本数列. 

今设 { A } 是基本列.对于给定的 e > 0,存在号码 W 使得当 m>N 

时，有 | a：m - Ml < I 把爪固定成 m = N , 那么，对一切 k > N 有 

o 

XN - | < Xfc < a：N + ⑴ 

但因数列 {&} 中足码不超过 W 的只有有限项，因此，我们证明了基本数列是有界 
数列. 

现在，对于一切 n €队令 

a n := inf Xfc ， 6„ := sup Xk - 

从这些定义明显地看到 < 如 +1 < 6 n+1 < h (因为集合变小时，其下界不减 
小，上界不增大).根据闭区间套原理，闭区间套 [ a n , M 有公共点 A 

①柯西数列是波尔察诺引 进的. 他&去处 理实数 的精确概念而试图证明基本列的收敛性.柯西 
把区间套原理看成是显然的，并据此证明了这个收 敛性. 而区间套原理是后来的康托尔才找到了 
它的依据. 




因为对于任何 n e N ， 总有 


a n 彡 A 彡 6 n ， 



⑵ 


⑶ 


这就证明 I " lim Xfc = >4. ► 

fc — *oo 

例 8 数列（- l) n ，(n = 1,2,...) 没有极限，因为它不是基本列.虽然这是很明 
显的，我们还是正式地给予验证. { x n } 是基本列的否命题 就是： 

3 e > 0 ，VN € N 3 n > N , 3 m > N (| x m - x „| ^ e ), 

即存在 e > 0,使对于任何 NeN , 存在着大于 TV 的 n 与 m ， 使得 |: r m - x n \> e . 
在本例中，只要取 e = 1 即可.这时，对于任何 N € N ， 将有 


|XN+1 一 x N+2 \ = II 一 (-1)1 = 2 > 1 = e. 


例9令 

xi = 0.ai,X2 = 0.aia2 ， X3 = 0.aia2a3, • • • ， x n = 0.aia2 - • • •. 

是一个有限二进小数的数列，并且，每项后面的项，是把该项末尾补充一个数码0或 
1得来的.我们来证明这样的数列一定收敛.令 m > n , 并估计差值 x m -〜： 
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于是，对于给定的 e > 0,取数 W ， 使得 ^<8, 所以，当 m > n > AT 时，就得 
到估计值 

km - X„| < — < ^ < e, 

这就证明了 { x n } 是基本数列. 

例10讨论数列{〜}，这里 



因为对于任何 n € N , 

1X2 「杯 | = 土+". + 土 >71 •去4 

所以，根据柯西准则，这数列没有极限. 

b. 单调数列的极限存在准则 

定义 8设有数列 { x n }. 如果 Vn € N ( x n < x n+l ), 就说 { x n } 是递 增列； 如果 
Vn € N ( x n ^ x n + i ) 就称之为不 降列； 如果 Vn € N ( x n ^ x n+1 ), 就称之为不 增列； 如 
果 Vn e N , ( x n > x n+1 ) 就称之为递 降列. 这四种数列，都叫单 调数列 • 

定义9称数列 { x n } 为上有 界列，如果存在着数 M ， 使得 Vn G N ( x n < M ). 

类似地可定义 下有界 数列. 

定理 5 (魏尔斯特拉斯） 不降数列有极限的充要条件是它上有界. 

^因为在讨论数列的普遍性质时，已经证明了任何收敛数列必定是有界数列，所 
以，只需证明条件是充分的. 

据题设，数列 {〜} 上有界，因此它有上确界 5 = SUpX n , 由上确界之定义，对于 

任意的 e > 0, 存在元素€ {〜}，使得卜5 M 因为数列 {〜} 不降，对于 
任何 n > N , 得到 

s - e < XAT ^ x„ ^ 3, 即 |s - x n \ - s - x n < e . 

这证明了 ^ lim^Xn = s . ► 

当然，^宇下有界的不增数列，也有类似的定理，这时 mfx n . 
注不降（不增）数列的上（下）有界性，显然与其有界性等价. 

我们来讨论几个有用的例子. 

例 11 当 g > 1 时 ， Um & = 0. 

n-*oo q n 




◄ 实际上，如果 Xn = 士， 那么 X n+ i = - + - X n ,Tl € N .因为 

Q n nq 

lim —^ - = lim f 1 + -) - = lim (1 + lim - = 1 • - = i<l, 

n-*oo nq n-*oo \ n/ q n-*oo \ nJ n-*oo q q q 

所以，存在号码 iV ， 使得当 n 〉 汉时， ^ < 1. 因此，当 n > AT 时， 〜 +1 < &，即 

在这项以后，我们的数列就单调下降.因为由定义知道，数列的有限多项不影响 
它的收敛性及极限值，所以，现在只需求出数列 的极限. 

数列各项都是正的，从而是下有界的，这说明它有极限. 


4* x = lim x n . i x n +i = 


推知 


x = lim x n+ i = lim ( U + l g n ) = lim !Lt_i lim x n = -x y 
n-*oo n-*oo \ nq / n—oo nq n—*oo q 

由此得到 ( l - i)x = 0, 所以 x = 0) 


推论 


lim ^/n = 1. 


◄ 对于确定的 e > 0 t 据例 11 必能找到 N eN y 使得当 n > 尺时 ，1 < n < 
(1 + e ) n , 因此，当 n > «/ V 时，得到 1 < < 1 + e . 这就是说 lim 拆 =1. ► 

n—oo 

推论 2 对于任何 a > Oy lim \/a = 1. 

n—^00 

◄设 a 彡 1. 对于任意的 e > 0 , 存在着 N £ N , 使得当 n > TV 时， 1 < a < ( l + e ) n ， 
因此，当 n > TV B 寸， 1 彡 W < 1 + e , 即 lim ^/a = 1. 

n—oo 

如果 0 < a < 1. 那么 1 < 1，因而 

a 


lim >/a = lim 


x x 

\f^- lim yf^ 
V a n—♦oo v a 


例 12 lim ^ 7 = 0 , 这里 g 是任意实数， n € N ， n ! := 1 • 2. n . 

n—oo n ! 

4 如果 g = 0,结论是显然的.再因 g ，所以只对 g > 0 的情形证明就 

行了.这时，像前面一样，我们看到 x n+1 = ^ x n . 因为自然数集不是上有界的， 
所以存在着号码 N ， 使得当 n > 7 V 时，0 < ^ < 1,因此，当 n > 7 V 时， x n+1 < x n , 
再注意序列的项都是正的，就保证了极限 Um 〜 =: r 存在，而这时有 


x = lim x n +i = lim 


n + 


=lim 


lim x n = 0 • x = 0. 


: •数 


例 13 证明极限 lim + 存在. 

n—♦oo \ n / 


我们讨论的这个极限是这样的一个数，它在分析中处于特殊的地位，就像算术 
中的1和几何中的 7 T 那样，追随欧拉，我们把这极限记作 e . 我们还将因各种极不相 
同的理由、不止一次地回到这个极限上来. 

先来验证下面的不 等式： 

(1 + a) n 彡 1 + na ， 其中 n € N,a > —1. 

(有时把这个不等式叫做伯努利 ® 不等式). 

◄ n = 1时，等式成立.如果对 n € N , 不等式成立，那么对 n + 1不等式也成立， 

因为这时有 

(1 + a) n+l =(14- a )( l + a) n 彡 （1 + a )( l + na ) 

=1 + (n + l)a + na 2 彡 1 + (n + l ) a . 

据归纳法原理,不等式对任何 neN 成立. 

顺便指出，由上面的推证看_ a 一 0且 n > 1时，成立严格的不等式. ► 

现在证明数列 2 /n = ( 1+ ^) n 是递降列. 

◄设 n > 2. 利用刚才证明的不等式，得到 


2/n ( 1 + l) w+i 一 （ n 2 — l) n n + 1 

= ( 1 + ^t) 

^( 1 + ^i)-^TT > ( l + ^)'^TT = 1 - • 

因为是正项数列，所以极限^ (1 + ^) n+1 存在. 而这时有 
Hm + (l + I) n+1 (l + I )- 1 

n—♦oo \ Tl/ n—^oo \ Tl / \ Tl / 

(l + i ) n+1 lim (l + ir=U moo (l + i) n+1 .. 

n—*oo \ n / n—*oo V Tl / n—*oo \ 71 / 

于是有 

①雅 各布. 伯努利 (Jacob Bernoulli) (1654—1705) ——璀士数学家.著名的伯努利学者家族的 
代表.变分法与概率论的启蒙者. 
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d . 子列与数列的部分极限 

定义 11 设 Xi , x 2 , ••- , x n , 是一数列，而 ni < n 2 < ••• < n fc < ••• 是自然 
数的一个递增列，则称 x ni , x „ 2 ,..., x nfc ,... 为数列 { x n } 的一个 子列. 

例如，当把奇自然数 1,3,5,-.. 按其天然的顺序来取时，就是数列1，2,3,…的 
—个子列.但是数列3,1,5, 7,9,.-. 不是数列1,2,3, ••• 的 子列. 

引理1 (波尔察诺-魏尔斯特拉斯 引理） 每个有界实数列含有收敛的子列. 


◄设 E 是有界数列的值集.如果 E 是有限集，那么至少存在一点 xeE , 
及号码数列 m < n 2 < • ••使得 


子数列 { x nk } 是常数列，所以它收敛. 

如果是无限集，那么，按波尔察诺-魏尔斯特拉斯原理.它至少有一个极限点 
rr. 因为 a: 是五的极限点，必能选得一个 m e N ， 使得 |:r ni -x|<l, 如果已经选得 
了 W € N, 使得|心， -x|< p 那么，由于 z 是五的极限点，必能选得 n fc+1 € N ， 使 

得 < n fc+1 且 |x„ fc+l 一 x| < 

因为 lim 1=0,所以，所作出的数列，…，: r nfc ，…必收敛于: 

fc-^oo K 

定义12给定数列 { x n }. 如果对于每个数 c , 存在号码 W €队使得当 n > /V 
时> c ， 就说数列 { x n } 趋于正 无穷， 并记作杯 —+ oo . 

现在把这个定义以及另外两个类似的定义，用逻辑符号表示出来： 

x n +oo : = Vc € R ， 彐 TV € N Vn > AT (c < x n ), 
x n — — oo : = Vc € R , 3 N eNWn > N ( x n < c ), 

〜— oo : = Vc € R ，彐 W e N Vn > AT (|c| < |x n |)- 

在后面两种情形，就分别说数列 { x n } 趋于 负无穷 及数列 {x n } 趋于无 穷. 

注意，一个无穷数列可能是无界的，但既不趋于正无穷，又不趋于负无穷，也不 
趋向无穷.例如 x n = n (- 1 ) n . 

趋于无穷的数列，我们并不认为是收敛列. 

容易看出，有了这些定义，可对上面证明的引理作些补充,叙述稍有不同. 




引理 2 从任何实数列中，或者能选出一个收敛子数列，或者能选出一个趋于无 
穷的子数列 . 

◄ 只要对无界数列来讨论就 行了. 这时，对于每个 fc € N ， 取€ N , 使得 
\ x nk \ > fc , 并且< n/c+ 1 , 于是得到了趋于无穷的子数列 {x„ fc }. ► 

设是任何实数列.如果它下有界，那么就能做出 in = inf 之数列 

K ^TX 

{ inH 在柯西准则的证明中曾经看到过这个数列)，因为对于任何 n € N 有坧彡 i n+1 ， 
所以数列 { in } 或者具有有限的极限 in = /,或者 — + oo . 

定义 13 数/ = lim inf 办叫做数列 { x k } 的下极限，并记作 

n—*oo k^n 

lim Xk 或 liminfxfc. 

如果 in — +00 , 就说数列 {&} 的下极限等于正无穷，并 i 己作 

lim x k = +oo 或 liminf:r fc = +oo. 

fc -°° 

如果数列 { a ：*：} 无下界，那么，对于任何 n € N 都有 in =坪❶= -00.这时就说数 
列的下极限等于负无穷，并记作 

lim x k = -oo 或 lim infx/c = -oo. 

fc -°° 

于是，考虑到上面列举的所有可能，现在把数列 {&} 的下极限的定义简 短地记 
作： 



类似地，讨论数列〜= supx fc , 就得到数列{办}的 上极限 的定义 
定义 14 

举几个例子. 

例 14 



Xfc = (-l) fc ,A ； €N. 

lim x k = lim inf Xk = lim inf(-l) fc = lim (一 1) = -1， 

i— — n—oo k>n n-*oo k^n n-*oo 

v—♦oo 

lim Xk = Hm supx/c = lim sup(—l) fc = lim (+1) = 1- 

fc-*oo n—oo k ^ n n—oo k ^ n n—oo 
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为了弄清楚数列的 “ 上”极限与“下”极限这两个术语的来源，我们引进下面的 


定义 15如果数列 {X n } 有一子列收敛到某数4或趋于+00,或趋于 _ OC ) ，我 
们就说 rc (或+ 00 ,或 - oo ) 是这个数列 { x n } 的一 个部分极限. 

命题1有界数列的下极限与上极限，分别是其部分极限中的最小者与 
最大者①. 

◄ 我们以下极限 i = lim XA ： 为例来证明这个命题.已经知道数列 M = mf ^ 
是不降列，并且 lim = i GR. 对于每个 n € R, 利用下确界的定义，据归纳法/选出 

n—oo 

数 A： n € N ，使得 i „ 彡 < i n + 以及 fcn < fc n + l - 因为 

n 






所以，根据极限的性质可知这样，就证明了 i 是 { x / J 的一个部分极限. 
它还是最小的部分极限，因^于每个 e > 0,存在数 n € N ， 使得 i - e < ^，即当 
时 ， i — e<in = < 抑. 

不等式 i - e <私在 A: > n 时成立，这说明，数列 {rr fc } 的任何部分极限不能小 
于 i _ e . 但 e 是任意的，所以这个部分极限也不能小于 i . 

对于上极限，显然，可以类似地去证. ► • 

我们指出，如果数列无下界，那么从其中可选出一个趋于- oo 的子数列来，这时 
lim = -oo, 从而可以认为下极限仍是部分极限中最小的.而这时的上极限可能 

^限的，从而据上所证，它是部分极限中最大的；它也可能是无限•如果= 
+00,那么数列没有上界.从而可以选出一个趋于 + oo 的子数 列来. 如果 ^ x fc = 
- OO , 这种情况也是可能出现的，这表示 supxfc =Sn - - OC , 也就是数列{❹}本身 

趋于 一 00, 因为 Sn 彡办.与此类似，如果 lim Xfc = + 00 , 那么: r fc — +oo. 

fc—*oo 

总结上面的讨论，即得下面 结论. 

命题 1' 任何数列的下极限，是它的部分极限中的最小者，而它的上极限，是它 
的部分极限中的最大者. 


推论1数列有极限或趋于负无穷或趋于正无穷，其充要条件是其上、下极限 


重合 • 


①同时，我们认为数 X6R 与记号 -oo，+oo 之间满足自然的关系 -oo 〈: T < +oo. 
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◄当 lim Xk = = + 00 ,或当 lim x k = = —oo 之情况，上面已经 

讨论过了. mx , 可以认为 lim = TIHT ^ T = >4 G 因为 

k^oo fc — 00 

in ― inf Xk ^ ^ sup Xk = 沒界， 

k ^ n k^n 

且根据题设有 lim i n = lim Sn = 所以，利用极限的性质，有 

n—oo n—♦oo 



推论 2 数列收敛的充要条件是它的每个子数列收敛. 


◄ 子数列的下极限与上极限在原数列的下极限与上极限之间.如果数列收敛， 
那么，它的下、上极限重合.这时子列的下、上极限也重合，由此推出它的收敛性，并 
且所有子列有相同的极限. 

逆命题是显然的，因为数列本身就是一个子列 .► 

推论3波尔察 诺-魏 尔斯特拉斯引理不论是狭义的还是广义的形式，都可分别 
由命题1与命题 V 推出来. 

◄ 实际上，如果数列 { x k } 有界，那么，点 

% = lim x/c 与 s = lim Xk 


都有限，并且它们都是数列的部分极限.只有当 i = s 时，数列有唯一的极 限点； 当 
i < s 时，就至少有两个了. 

如果数列无界.不论是哪边无界，都存在着趋向于对应的那个无穷的子数列 • ► 
结语我们已完成了（甚至有些超额）本节开始时提出的三 件事： 对数列的极限 
给出精确的 定义； 证明极限的唯一性；阐明极限运算与实数集结构之间的联系；得到 
了数列收敛的判定准则. 

现在我们来讨论数列的一种特殊的、经常遇到而且非常有用的形式—— 级数. 


4. 级数的初步知识 

a. 级数的和与级数收敛性的柯西 准则设 {a„} 是实数列，用；记和式 

ap + Op+x + + ^ q). 我们现在对于由数列 { 如 } 的项组成 fiS 达式以 + 

a2 + • • • + ari + • • • 陚予确切的含义，它隐含的意思是数列 {〜} 所有项 之和. 

OO 

定义 16 式子幻+叼+…+知+…，用记号 f 表示，叫做级数或无穷级 
数(以区别于有限多个加项之和). ^ 




定义 I 7 把数列 { a n } 的元素看做是级数的元素，并称之 为级教 的项； 把&叫 
做级数的第 n 项. 

n 

定义18称和〜= E 办 为级数的部 分和； 为了指出它是多少项 的和， 就称〜 
为级数的第 n 部分和① . ^ 

定义19如果级数的部分和组成的数列 { s n } 收敛，就说级数 收敛； 如果数列 
{ s n } 没有极限，就说级数发散. 

定义20如果部分和数列的极限存在： lim 〜〜就称它 为级数的和. 

n — 

今后我们就是在这个意义下理解式子. 

OQ 

n=l 

因为级数的收敛等价于其部分和数列 { s n } 的收敛，所以把柯西准则应用于{〜}， 
就立刻得到 

定理 6 (级数收敛的柯西准则） 级数 ai + a 2 + ••• + (!„ + ••• 收敛的充要条件是， 
对于任何 e >0, 存在着 N € N 使得当 m > n > 7 V 时， 

|on + + < e . 

推论4 如果在级数中只更换有限多项，如果原来的级数收敛，则新级数也 收敛; 
如果原来的级数发散，則新级数也发散. 

< 为了证明这个推论，只要认为柯西准则中出现的号码 7 V ， 超过了所更换项的 
最大号码就行了. ► 

推论 5级数 〜+…+如十 …收敛的一个必要条件是当 n — oo 时，它的 （通) 
项趋于零，即必须 

lim a n = 0. 
n—♦oo 

◄ 这只要在准则中令 m = n , 并利用数列极限的定义即知 .► 

另证： a n = - s „- i . 既然已知 lims n = s ， 于是， 

n—oo 

lim a n = lim ( s n - s n _ i ) = lim s n — lim = s — 5 = 0. 
n-^oo n—^oo n—♦oo n—oo 

例 20 级数 1 + g + g 2 + •. • + + • • • 通常叫做 无穷几何级數 (或等比级数）之 

和.现在讨论它的收敛性. 

① 这样，我们实际上是把级数理解成由关系 vn e N(5n = f ： a fc ) 联系起来的数列对 


({a n },{s n })- 



因为 Ifl = kr ， 所以当 kl 彡 1 时 lg n | > 1，这时,级数不满足收敛的必要条件. 
今设 W < 1. 这时 

„ 1 - o n+1 

Sn = l-f^ + *- - + 9 = — ： - ， 

1 -Q 

而 lim s n = — ,这是因为当 M < 1 时 ， lim q n+l = 0. 

n—*oo 1 一 q n—*oo 

因此，级数尸收敛的充要条件是 M < 1，这时，它的和是 

n=l 兑 

例21级数1 + | +…+ $ +…叫做调和级数，因为这级数的每一项（从第二 
项开始）都是它相邻项的调和#均值（参看本节末的习题 6). 

级数的通项趋于零，但其部分和 



的数列发散,这已在例10中用柯西准则证过，也就是当 n — oo 时 s n — + oo . 
所以调和级数是发散级数. 

例22讨论下例. 

级数1 - 1 + 1…+ (- l ) n+1 +…发散，这可从它的部分和数列是1，0,1，0, … 
看出，也可从级数的通项不趋于零 看出. 

如果添上括号，并讨论这个新级数 

(1 一 1) + (1-1) + … 

括号里的和是新级数的项，这个新级数收敛，并且其和为 0. 

如果换一种方式加括号，而讨论级数 

1 + ((-1) + 1) +(-1 + 1) + … 

得到的也是一个收敛级数，它的和是 1. 

如果把原来级数的项重排,使等于 -1 的每个项，向右移两位，就得到级数， 

1+1-1 十1一1+1 - 

再添上括号就得到级数 

(1 + 1 ) + (-1 + 1 ) + (-1 + 1 ) + … 

它的和是 2. 

这种现象说明，对于有限和所惯用的规则，一般不能推广到级数上去. 

然而毕竟有一类重要级数，而后我们会证明，能像有限和那样去处理它们.这就 
是所谓的绝对收敛级数.我们主要要讨论的正是这种 级数. 



b . 绝对收 敛性； 比较定理及其推论 

定义21 如果级数 1如| 收敛，就说级数 £〜 绝对 收敛. 

n=l n=l 

因为|知+…+ am | < + • • • + l ^ l , 由柯西准则推知，如果一个级数绝对收 

敛，那么它必收敛. 

一般来说，它的逆命题不真，即绝对收敛的要求，比简单的收敛性的要求更强， 
可以用例子来证明这件事. 

例23级数 

1 1111 

的部分和是 i 或零，所以它收敛于零. 
n 

当把它的项换成绝对值时，所得的级数 

1111 
1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 +， ** 

发散，这可像对调和级数那样，由柯西准则推出： 



= 2 (^TT + - + ^) >2n ^ = 1 - 

为了回答级数是否绝对收敛的问题，只要研究非负项级数的收敛性就行了•对 
此，我们有 

定理 7 (非负项级数的判敛准则） 非负項级數收敛的充要条件是它的部分和的 
数列有上界 • 

◄ 这从级数收敛的定义和不降数列收敛的准则即可 得知. 这里的不降数列是级 
数的部分和数列朽 < 的彡 … < 知 < … ► 

由这一准则可得到下面简单却非常实用的判断法 • 

定理 8( 比较定理） 设 £ a n> ^6n 是两个非负项级数，如果存在着号码 

n=l n=l oo oo 

N eN y 使得当 n > TV 时 a„ 彡 6n ， 那么，当级数 Y , bn 收敛时，亦必收 

n=l n=l 

敛；而当€〜发散时，亦必发散. 


◄ 因为级数的有限多项不影响级数的收敛性，所以可以认为对一切 
( b n 而不失普遍性.这时， 

n n 

A n = ^ ak = B n . 


N 都有 


如果级数 f ^ b n 收敛，那么不降数列 { B n } 趋于极限 R 这时，对于任何 n € N ， 有 

n=l 

A n ^ B n ^ B . 因此，级数 f ； o „ 的部分和数列 { A n } 有界. 根据非负项级数的判敛 

n=l 

准则知 f ^ a n 收敛. 

定第二个断语，由反证法即可从第一断语推出. ► 

例 24 因为当 n 彡2时，成立 


篡 丄 i 

n(n + 1) < n 2 < (n - l)n. 

据比较定理可知，级数_与£ n ( n ^ Y ) 同时收敛或同时发散. 

麵，注翻 maTT ) = whi ) = 1 -士1 ，这后一级数 

能直接求和，即£= 1•因此，级数£ ▲ 也收敛.有趣的是 = 

以后我们将证 一点. n_1 n 1 

例 25 应注意，比较 f 理只是关于非负^级 数的. 实际上，例如令 ci n = - n ， 
6 n = 0,则< 6 m 并且£ 收敛.但是发散 • 

n=l n=l 

推论 1 (魏尔斯特拉斯比较检验法） 设;£如与是两个级数.设存在 

n=l n=l 

oo oo 

着号码 AT ， 使得当 n > TV 时 Kl < &„• 那么，只要级数收敛， [ On 就绝对 

n=l n=l 

收敛. 

◄ 实际上，由比较定理知级数£ | an | 收敛,这就是说 £ an 绝对收敛. ► 

这个重要的有关绝对收敛的充验法，时常简 述为： ;果一级数的續（按绝对 
值）受控于收敛数项级数的项，则原级数绝对 收敛. 




例 26 级数等 绝对收敛.因为^彡 $，而级数 f ^， 已在例24 
中看到，是收敛的.# 1 n=1 

推论 2( 柯西根值检验法）设是给定的级数，而 


a = 


{/ ki , 


这时，以下命题 成立： 

oo 

a ) 如果 a < 1,则级数 ^ a n 绝对 收敛； 

n=l 

oo 

b ) 如果 > 1, 则级数 ^ On 发散； 

c) 在使 a=l 的级数 中^ 既有绝对收敛的，也有发 散的. 

4 a) 如果 a < 1,就能选得一数 g € R, 使得 a < g < 1. 固定数I根据上极限 
之定义，能求得号码 N€N, 使得当 n > 7V 时，有 ^ K \< q . 因此，当 n > 7V 时，将 

有 |a n | < f ,又因当 k| < 1时，收敛，所以（据比较定理或魏尔斯特拉斯比较 

n=l 

检验法）级数£ an 绝对收敛. 

b) 因为 r；4 数列 {an} 的部分极限（参看命题1)，找出使 Jim VKJ = a 的 
子数列 { a nfc }. 当 a > 1时，可求得号码 A： € N, 使当 fc > A： 时 |a n J>l. 因此 

级数 Y , a n 不满足收敛性的必要条件 — 0)，因而它发散 • 


c ) 我们已知道级数$发散，而级数^收敛(绝对收敛，因为|^| = ^)， 


同时， 


iinT \7- = lim \7- = lim -i = 
- *00 v XI n-*oo v n n—oo yjn 


iim \ \ = lim \7 = lim ( -i= ) = 1. 

― ^oo V n—♦oo V n—^oo \ y/Tl/ 


例 27 讨论当 xeR 取什么值时，级数 


£(2 +(-irrv 


收敛. 




计算 a = ^ W(2 + (- l )， x n | = + (-1广| = 3|4 因此，当 lx | < - 

时级数收敛，甚至是绝对收敛，而当 N i 时，级数发散.在 N i 时，需特别考 
虑.但在本例中，这是很容易的，因为，当 | x | = | 时，对于偶数的 n ， 有 （2 + (-1 产产. 

n、 2fc 

^ = 3 2fc .(iJ = i , 这说明级数不满足收敛的必要条件，因而级数发散. 

推论3 (达朗贝尔①比值检验法） 设 £〜 是一级数，极限 

n=l 

lim =a 

n—oo a n 

存在，这时，以下命题 成立： 

oo 

a ) 当 a < 1 时，级数绝对 收敛； 

n=l 

oo 

b ) 当 a > 1 时，级数 ^ a n 发散； 

c ) 在使 a = 1 的级致 H 既有绝对收敛的也有发散的. 

◄ a ) 设 a < 1,于是有 (/ 使 a < (/ < 1，固定 a 由极限的性质，存在号码 NeN ， 
使得当 n > AT 时，有< 9 .因为改变级数的有限多项不会影响级数的收敛性 

Om 

质，所以可以认为对于一切的 n € N 有 | g ± i | < g 而不失普遍性. 

因为 n 

l^lfel •.… 琀 | = | 守|， 

所以 | a n+1 |< | ax |^. 但级数收敛(其和显然是:^)，所以级数 f > n 绝 

n=l ^ n=l 

对收敛. 

b ) 如果 a > 1，那么，自某个号码 NeN 开始，只要 n > 7 V 就有> 1 , 

a n 

即 | a n | < | an +1 |. 因此，级数 fan 不满足收敛的必要条件〜 — 0. 

n=l 

c ) 像在柯西根值检验法中那样，级数 E i 与 E i 可以做为这样的例子 .► 

n=l n=l 

例 28现在来阐明 x € R 取什么值时，级数 

oo - 


® 达朗贝尔 (D ， Alembert)(1717—1783) ——法国学者，但他首先是百科全书派的力学家. 



收敛. 


当 a : = 0时，它显然收敛，甚至是绝对收敛. 

当 x — 0时 ， lim Qn — = lim - =0. 

n-*oo a n n—oo n + 1 

因此，这级数对于一切 xeR 都绝对收敛 • 

最后，我们来讨论一类更特殊的、但经常遇到的 级数： 其项组成单调数列的级 
数.对于这样的级数，有以下充要收敛检验法. 

OQ 

命题2 (柯西） 如果以彡 a 2 彡…彡0,那么，级数 Ea n 收敛的充要条件是 

n=l 

级数 

OQ 

2 k a 2 k = ai 4- 2 奶 + 4a4 4- 8as + • • • 

fc =0 

收敛. 

^ 因为 

02 ^ ^2 ^ Ql » 

2 d 4 彡 ^3 + a 4 ^ 2(12， 

4a8 ^ + ae + 句 + as < 4a4, 


2 n a2«+i ^ a2«+i + fl2 n +2 + • •. + fl2 n+1 彡 2 n a2 "， 

将这些不等式相加就得到 

i(s n+ i — ai) ^ 乂2”+1 — ai ^ 5 n > 

其中 A = ai 十…十 a fc , q + 2 a 2 + • • • + 2 n a 2 " 是所讨论级数的部分和.数列 
与{心}都是不降的，所以由得到的这个不等式可以推知，它们或者同时有界， 
或者同时无上界.由此根据非负项级数的判敛准则可以推出，这两个级数或者同时 
收敛，或者同时发散 .► 

由此得到有用的 

推论 当 p > 1时级数收敛；而当 P 彡1时发 散①. 

n=l 

◄如果 p > 0,那么由命题2,此级数与级数 

k =0 V f k =0 

① 在本书中，我们暂时只对有理数 V 定义了 所以读者也暂时将此命题理解成是对于使# 

有意义的 P 来说的. 



同时收敛或同时发散，但后者收 g 的充要条件是数 (? = 2^ < 1，即 p > 1. 

如果 p < 0,那么这时级数£ &的所有项都大于或等于1,因此，它发散 .► 

n=l 

这个推论的重要性在于当讨论级数的收敛性时，时常用级数 f ^来作基本的 
对比级数. n=l 

C. 作为级数的和的数 e 在行将结束对级数的讨论时，我们再一次回到数 e 上 
来，并将得到一个$计算 e 提供了相当方便的方法的级数. 

在把 (l + i ) n 展开时要用到牛顿二项 公式. 如果有人在中学里没有学过这个 
公式，也没有解答过第<二章§2的习题 l . g ， 可以越过现在对于数 e 这段补充，这并不 
会接不上头.等学了泰<勒公式之后，再回到这里来，因为牛顿二项公式是泰勒公式的 
一个特殊情况. n 

我们已知， e = lim + 

n—oo \ n / 

据牛顿二项公式 

( 1 + D =1 + S^ + 2i! ^r 1 -i + •- 

. n(n - 1). (n — fc + 1) 1 1 

+ - k \ - 

d + + CD ••… 

(旧+."+钋4) .•…(-^) - 

令 (1 + $) = e n ， 且 1 + 1 + 士 + …+ 士 = s n . 于是，< 8 n (n = 1，2，."). 

另一方面"!对于任何固定的 k 及 dz 、 仍 k 上面的展开式看到 

1 + 1 + M 1 -^) + "- + ^( 1_ ^) .…. i 1 -^ 1 ) < Cn - 

当 n — oo 时，此不等式左端趋于办，而右端趋于 e , 因此，现在推出了％彡 e 
对一切 keN 成立. 

但这时由关系式 

令 n —♦ oo 就得到 lim = e . 

根据级数和的 ST 就能写出 






e 的这个表示式，对于计算 e 的值来说，是完全合用的. 
估计差值 e -〜： 


= ( n - hl )! [ 1 + i ^ f 2 + (n + 2 )(n + 3)+•' 

< 卜 A + +…] 

= _1_1 = n + 2 丄 

一 （n + 1)! 卜 1 一 n!(n + l ) 2 n ! n . 

ti + 2 

% 

因此，当用数〜去近似代替数 e 时，为了使绝对误差，例如不超过10- 3 ,只要 

^就行了 . S 6 已能满足这个条件. 
n\n 1000 

e 的前若干（十进）位是 

e = 2.7182818284590 …. 

所得到的差 e -心 的估计式，可以写成等式的 形式： 

6 =、+ 4^，这里0<0„<1. 
n!n 

从数 e 的这种表示法可以直接得出它的无理 性来. 事实上，如果 e = p，g € N ， 
那么 g ! e 应是整数，并且 

« !e = ql (〜 + 為) =9!+ |1 + 1 + ... + ?1 + ¥， 

所以&也应是整数，而这是不可能的 • 

^请读者注意，数 e 不只是无理数，它还是超越数 • 

练习 

1. 试证： 数 a : € R 是有理数的充要条件是，它在任何9进位记数法中是循环的，即从某一位开 
始，就由一组数码重复循环组成 • 

2. 皮球从高为/ I 之处落下时，反跳起来的高度是这里9是常数系数， 0< q < l . 求它完全 
落地而不再跳起来所需的时间，以及直到这个时刻前，皮球所经过的路程 • 




§1. 序列的极限 


• 91 • 


3. 圆周上有一固定点，把圆周转动 n 个弧度， n 取一切自然数，就得到圆周上的许多点.试求这 
样得到的点集的所有极限点. 

4. 式子 

ni ^ -1-— 

n 2 + ― - 
n 3 + 


nfc-i + 一 

n k 

叫做有限裢式分数或叫有限连分数，其中叫 e N ; 又称 

^1 + --- | — 

ri2 +- - 

n 3+ 


为无穷连分數.把一个连分数自某个链开始以后的链都去掉所得的分数，叫做这个连分数的 
一个近似分數.无穷连分数的近似分数数列的极限，就作为这个无穷连分数的值 
试证: 

a ) 每个有理数能唯一地展成连 分数： 

m 1 

n + 



提示数 qu …，如 叫做不完全商，它们由欧几里得辗转除法 

m = n . + ri . 

n = rig 2 + r 2 
r \ = r 2 g 3 + r 3 


的另一种写法 2 = 9l + - J - = 」厂 = …得到. 

n n/ri 92 + ri/r 2 

b) 近似分数 = 仍，佑 = 9 i + 丄， … 满足彳 、 K 

92 

Rl < R3 < ••' < 丑 2fc-l < —- < R2k < R2k-2 < . • • < i ? 2 . 

n 

c ) 近似分数 Rfc 的分子朽与分母 Qfc ， 按以下的規律建立： 

Pk = Pk^iqk + Pfc- 2,^2 = qiq 2 ,Pi = qi- 
Qk = Qk-iQk + Qk-2,Q2 =q2,Qi = 1- 




d ) 两相邻近似分数之差按以下公式 计算: 


H = 總 ㈣ 

e ) 每个无穷连分数有确定的值. 

f ) 无穷连分数的值是无理数. 



为 a 与 6 的 p 次乎 均值. 

特别当 p = 1时得到 算术平 均值; p = 2时得到二次平均值或均 方值； 当 p = -1 时，得 
到调和平均值. 




a ) 试证任何次的平均值 5 p ( a ,6) 界于 a , fe 之间. 

b ) 求平均值列 

{5 n ( a ,6)}, (5- n ( a ,6)}. 


的极限. 

7. 试证： 如果 a > 0,那么数列 


Xn + I = i(xn+^-) ^ 


收敛于 a 的算术平方根，其中: n 參 0. 

估计收敛速度，即估计与 n 有关的绝对误差 I An I = |Xn - a |. 
8. 试证 

a ) 5 o ( n ) = l 0 + … + n 0 = n ， 

1 . l n ( n + 1 2 . 1 



§2. 函数的极限 

1. 定义和例子设芯是实数集 R 的一个子集， a 是 E 的一个极限点•设 
f : E ^ R 是定义在 E 上的一个实值函数. 

我们来描述当点 XGE 接近于 a 时，函数/的值 /( ： r) 接近于某数 4 的 过程: 
这时自然称数 >4为当 x 趋于 a 时函数/的极限值或 极限. 

定义1设有函数 f A eR . 如果对于任何 e > 0,存在一数 <5 > 0,使 

得对于满足 0 < |x - a| < <5 的任何 xeE ， 失系 

1/(®) 一豸 I < 艺 

成立，我们就 (跟随柯西) 说当 x 趋于 a 时，函数/趋于人或说，>1是函数/当 a ： 趋 
于 a 时的极限. 

把所说的条件用逻辑符号写出来就是 


Ve > 03S > OVa; € E(0 <\x - a\ <6 \f{x) - A\ < e). 



如果当 z 沿集合 E 趋于 a 时 A 是函数 / Or ) 的极限，就记成 


/( x ) — 当 : r — a ， a : € E ， 或 lim f(x) = A. 

x—*a,x€j& 


我们还常把 x ^ a,x e E 写的更简单些9 x ^ a , 同时，把 lim _/( x ) 写成 


lim /( x ). 
E3x-*a 


例 1 设 £ = K \0, f(x) = xsin -. 验证 


lim xsin - = 0. 

E 3 x -*0 x 

实际上，对给定的 e > 0,取 (5 = e ， 这时，当0 < W < 6 = e 时，注意到 
(xsin < |x|, 就得 jxsin^j < e. 

个例题，顺便看到， 当芯 3 rr — a 时，即使函数 f •• E — R 在 a 点没有定 
义，它也能有极限.在极限计算中经常碰到的正是这种情况.我们回过来想一想，在 
用不等式0 < lx - …的形式来定义极限时，我们就已经注意到这一点了 • 

大家都知道，一点 a e R 的邻域是包含这个点的一个任意的开 区间. 

定义2 —点的邻域，去掉这个点本身，叫做这个点的去心邻城. 

若 (7( a ) 表示点 a 的一个邻域,我们就用 6( a ) 表示它的去心邻域 • 

集合 

Ue { o ) : = Er \ U ( a)y 
Ue ( o ) : = EC \ U ( a ) 

分别叫做点 a 在集合石中的邻域与去心邻域 • 

如果 a 是 E 的极限点，那么，不论对 a 的哪个邻域 t / ⑷，总有⑷/ 0. 
如果用 朽⑷与 V ^( A ) 这种累赘的记号表示点 a 在集合五中的去心6邻域与 
>1点在 R 中的 e 邻域，上面引进的函数的柯西％ - 定义”可以改写成： 

(lim f { x ) = A ) := W R e ⑷3尨⑷ ( f ( U s E ( a )) C V ^( A )) 

\ EBx—*a / 


的形式. 

这个写法 是说： 如果对于点4的任何 e 邻域 Vi(A) y 巧找到点 a 在集合石中 
的一个去心5邻域 U s E {a), 使得它在/ :五 — R 下的像 f{U s E (a)) 完全包含在邻域 
% ⑷中， 那么， A 就是当 a : 沿集合£；趋于 a 时，函数/ : 丑 — R 的极限. 

考虑到在数轴上一点的任何邻域中，必含这一点的一个对称邻域0邻域)，我们 
现在得到极限定义的如下形式的写法，并把它作为基本的写法. 


定义 3 
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sgn x = 


今证，当 x 趋于0时它没有极限 
也就是要证 


VAe R 3 V ( A ) V {>(0)3 x € C /(0)(/( a :) 爹 V ( A )), 

亦即，无论我取怎样的 4( 妄想它是 sgn X 当 : r — 0时的极限)，都存在点4的邻域 
V { A ), 使对点0的无论怎样（小）的去心邻域 (7(0), 至少存在一点 a : € (7(0), 使得函 
数 sgn a ; 在 a : 的值不在 V ( i 4) 内. 

因为函数 sgn : r 只取 -1,0, 1这三个值，所以如果4不是其中之一，它就不可能 
是函数的极限值，因为这时它将有不含此三数中任何一个的邻域 V ( A ). 

如果欠€ {-1,0,1}, 则对 e = | 取>1的 e 邻域作为 V ( A ). 点1和-1分明不 
能同时都落入这个邻域.然而，无论取点0的哪个去心邻域，它都既含负数又含正数， 
即在某些点上 / Or ) = -1，而在另外某些点上 / Or ) = 1. 

因此，能找到点 a ： €夕⑼,使/⑷多 V ( A ). 

我们约定，如果函数在某点 aeR 的整个去心邻域上有定义，即当 
Ue { o >) = Un ( a ) = 心⑷时，将代替 E 3 x a 使用比较简单的记法 x a . 

① Signum ( 拉丁文 )- 符号 


[ E hn^J(x) = A) := VVk ⑷ 3〜⑷ (/( 〜⑷) C V r (A)). 


因此，如果对于点4的任何邻域，存在点 a 在 集合瓦 中的去心邻域，使得它在 
映射/ : E — R 下的像含于4的给定的这个邻域中，就说数 d 是函数 f : E^R 
当 a : 沿集合 E 趋于 （ E 的极限）点 a 时的 极限. 

我们已经引进了函数极限定义的几种说法.我们知道，对于数值函数，即 a ，>4 e 
R 时，它们是等价的.同时，为了不同的目的，有时是这一种方便，有时是那一种方 
便.例如，在估算函数值时，以原来的形式较合适，它指出了要想使得/(4对 A 的偏 
差不超过给定的数 S 时， rr 对 a 所能容许的偏差是多少.而当把极限概念推广到更 
一般的函数，也就是函数的定义域不是数集时，用最后这种定义的方式却是最合适 
的.从这种定义顺便看到，只要告诉我们 x 和 y 中点的邻域是什么，换句话说，就 
是如果在 X 和 K 中给定了拓扑，我们就能定义映射 f : X-^Y 的极限概念. 

再考察几个说明基本定义的例子. 

例2设在整个数轴上定义符号函数① 


9 ? f 

o o o 

> II V 

XXX 

当当当 

， ， ， 

1 o 1 





例 3 试证 lim |sgn x \ = 1. 
x -*0 

实际上，当 a : € R \0 时 ， |sgn : r | = 1，即它在 0 点的任何去心邻域 ^(0) 中是常数 
1，因此，对于点1的任何邻域 V ⑴得到 f ( U (0)) = 1 6 V ( l ). 

请注意，虽然函数 |sgii x | 在点0已有定义 | sgn 0| = 0,但此值对函数的极限并 
无任何影响. 

因此，不要把函数在 a 点的值/⑷与当 x 趋于 a 时的极限 ] im /( a :) 混为一谈 • 
设与 R + 分别表示负数集与正数集. 

例4在例2中，我们已知 R lim 0 sgn x 不存在.但是，函数 sgn 在 R — 上的限 
制聊 | R 是等于 -1 的常数函 | R + 是等于1的常数函数.可以像例 3 那 
样证明 

R J^o SgnX = ^R^V^ X = h 

即同一个函数，当把它限制在不同的子集上时，在同一点处可有不同极限，而原来的 
函数在这一点没有极限.例2就是这样的 • 

例5把例2的思想推广开来，可以类似地证明函数 sin ^ 当 x — 0时没有 

极限. 无 

实际上，在点0的任何去心邻域⑼中，总存在形如 

」一 与_1_ 

一 | + 27rn 吾 + 27rn 

的点，其中 n € N , 在这些点上，函数分别取值 -1 与 +1. 但是当 e < 1时，这两个数 
不能同时含于点 >4 € R 的 e 邻域 K (>!) 内. 这就是说，任何 AeR 不能是这函数在 
0时的极限. 


例6如果 

和 

与例4类似，得到 




上节讨论的数列极限概念与这里引人的任意数值函数的极限概念有密切的联系- 
以下命题反映了这种 联系. 
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命题 1 ① 关系 lin ^ /( x ) = A 成立当且仅当对于任何收敛于 a 的点列 
{ x n }, x n G E \ a , 数列 {/ OS ] 收敛于 A 

◄ 由定义立刻得到 

(lim f ( x ) = A ) (hm f ( x n ) = A ), 

EBx—»a n—*oo 

实际上，如果 ^lim a /( x ) = A , 那么对于点 A 的任何邻域 V ( A ), 存在 a 在 E 中的 

去心邻域 {^⑷ 得对于 x €心⑷有/⑷€ V ( A ). 如果集合丑\ a 的点列 { x n } 
收敛于 a ， 则存在号码 iV ， 使得当 n > N 时， rr n € U E ( a ), 因此, f ( x n ) € V ( A ). 这样 
—来，根据数列极限的定义推知 ^/( xn ) = A 

现证命题的另一面.如果4 SS f ( x ) 当 E 3 rr — a 时的极限，则存在一个邻域 
V ( A ), 使得对于任何 n € N ， 点 a 的 i 邻域中必有点 〜 e E \ a , 使得 /( x n ) ^ V { A ). 
这正好是说，虽然数列 { x n } 趋于 a , Ic 列 { f ( x n )} 并不收敛于儿 ► 

2. 函数极限的性质现在来建立一些经常用到的函数极限的性质，其中大多数 
与已证过的数列极限的性质类似，因此，实际上我们已经都熟悉了.此外，根据刚才 
证明的命题1，函数极限的许多重要性质，显然都能由数列极限的相应性质直接推出: 
极限的唯一性，极限的算术性质，不等式中的极限过渡.虽然如此，我们还是给出了 
所有的证明.即将看到，这样做是有一定意义的. 

我们希堪读者注意，要想建立函数极限的所有性质，仅仅需要关于集合的极限 
点的去心邻域的两条 性质： 

Bx ) U E ( a ) / 0,即去心邻域是非空集； 

B 2 ) V %⑷ V 郎⑷3〜 ( a )(〜 ⑷ C 朽 ⑷ n %⑷)，即任意两个去心邻域之交 
还是一个去心邻域. 

这个事实使我们形成了函数极限的一般概念.并有可能在将来不只是对在数集 
上定义的函数，而且对于一般函数都能使用极限理论.为了使我们的叙述不是§1的 
简单重复，我们在这里要用一些新的有益的方法和概念，它们是§1中没有的. 

a . 函数极限的一般性质先给出几个定义. 

定义4像前面一样，把只取一个值的函数 f •• E — R , 仍旧叫做常 值函数 .设 
a 是的一个极限点，如果在 a 的某个去心邻域 i > E ( a ) 中，/是常数，就说函数 
/:E — R 当 — a 时最终为常值函数. 

定义 5对于函数如果存在着数 C e R ， 使得对于任何 xeE 蚊 


\ f ( x )\ < C 或/⑷ < C 或 (7 < /⑷， 

①有时称这个命题为柯西极限定义(邻域形式)与海涅极限定义（序列形式）的等价性命题.海 
涅 （ H . E . Heine , 1821— 1881) 是德国数学家. 



就分别称 / 为有界函数，上有界函数，下有界函数. 

如果以上三种关系中的某一个， 只在点 a 的某个去心邻域 U B ( a ) 中成立，就分 
别把函数叫做当 EBx^a 时最终有界，最终上有界，最终下有界函数. 

例7用公式 /( x ) = sin^+x cos ^ 定义的函数，其中: r / 0,在其定义域内不 
是有界函数，但它是当 o ： — O ^ t 最终有€的函数. 

例 8 上例之结论，对于在 R 上定义的函数 f ( x ) = x 也成立. 

定理1 a ) — R 当 — a 时最终为常数 A ) 泠 (lim /( x ) = a ). 

\E^x—*a / 

b ) ⑷)令（/:五—肽当五 — a 时最终有界) • 

c> { E ^ a f{x) = ^ 1 ) A ( E ^ a /w = 木)冷队 = 4) 

◄ 最终为常数的函数有极限的结论 a ) 与有极限的函数必定最终有界的结论 b ) ， 
由相应的定义直接 推知. 现在我们来证明极限的唯一性 • 

假如糸/ 4 2 ,这时我们可以取得邻域 V (山） 与 V ( A 2 \ 使它们没有公共点，即 
^)0 V { A 2 ) = 0. 根据极限定义，有 

lim f ( x ) =山冷3办⑷ (/( 办⑷） C V ( A l )) 1 

E 3x-*a 

lim f(x) = A 2 => 彐郎⑷ (/(%( a )) C V (>4 2 )). 

EBx—*a 

今取 a 点 （ E 的极限点）的去心邻域 (> E ( a )， 使 U E (a) Cn (^( a ).( 例如可 
以取 U E (a) = U^a) fi U^a) , 因为这个交也是去心邻域 •） 

因为 & E ( a ) 笋 0 ， 必能取得 x € U E (al 这时 f(x)e V{ A,)n V(A 2 ); 但这是不可 
能的，因为，由 V(A l ) 1 V(A 2 ) 的作法，它们没有公共点. ► 

b . 极限过 渡与算 术运算 

定义 6 如果两个数值函数 f:E^R.g:E^R 有公共的定义域五，那么，用 
以下各式 

(/ + 9 )(^) : = /⑻ + P ⑻， 

(/ •分 )(:)•• = / ⑻• 〆 :)， 

(x):= 如果当 x € EBig(x) # 0, 

9^) 

在 E 上定义的函数，分别叫做它们的和、积与商. 

定理2设/ :五 — R 与 沒：芯 — R 是有公共定义域的两个函数. 

如果 ^Hm f(x) = A, ^lim g(x) = B ， 那么 
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a ) lim (/ + 夕)(工 ）= A + B ; 

b ) Si: ( 厂 P )( X ) = 乂 . 

c ) ^Hm ($) ( x )= 会，假如万 / 0,并且当工 € 五时， y ( x ) 7 ^ 0. 

这个定理，正像第2段开始时所指出的，如果应用第1段所证的命题,就可以从 
数列极限的相应定理直接推出来. 

也可以把数列极限的算术性质的证明过程重复一遍来证这个定理.归结起来, 
在证明中需要改变的是，凡是以前写“取 TV € N , 从它开始 • 的地方，现在就得改 
成选取 a 点在 E 中的某个去心邻域 U { a ). 建议读者来验证这一点. 

而在这里,我们将从这个定理当 A = B = 0 的简单特殊情形（当然，这时不考虑 
定理中的 c )) 得出这个 定理. 

对于函数 f : E^R 如果有 lim f ( x ) = 0,就说/是当 E 3 x-*a 时的无 

EBx-*a 

穷小. 


命题2 a ) 设 a : — R ，/? :丑 — R 是当 E B x a 时的无穷小，那么，其 

和 a + 0: 芯 — 《也是当五3 x — 0时的无穷小 • 

b ) 设 —— R 是当 — a 时的无穷小，那么，其积 — R 
也是当 E B x — a 时的无 穷小. 

c ) 设 a : E — R 是当 EBx — a 时的无穷小，/?: 五彐 x — R 当 — a 时 
最终有界，那么，其积 a .— R 是当 E 3 x ^ a 时的无穷小 


◄ a ) 我们来验证 

(上户卜 0 )^!^，)： 0 ) 

^C^a (a + /3)(X)=0 ) - 

设给定了 e > 0,根据极限的定义知 

^lim a ( x ) = 0) =» (彐％⑷ Vx € 办⑷ (| a (; r )| < $)) ， 

(^lim a /?(x) =o) => (3^(a)Vx € 吻 a) (’)l < 臺 )） • 

因此，对于去心邻域 〜⑷ C & E { a ) H 內⑷，得到 

Vx € & ⑷ l(a + /3)(x)\ = |a(x) -f /3{x)\ 

^ |a(x)| + \0(x)\ < e. 


这就验证了 lim (a + 0)( x ) = 0. 

EBx—a 
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第三章极限 


b ) 它是 C ) 的特殊情形，因为有极限的函数都是最终有界的. 

C ) 验证 

(lim a(x) = o ) A (3 M € R 彐 々£；( a ) V:r € U e ( o )(\(){ x )\ < M)) 

\E^x-*a / 

=> (lim a(x)(3(x) = 0). 

\EBx~^a / 

设给定了 e > 0,根据极限定义得 

{ E ^}_ a a ^ = °) ^ (]%⑷％ € 办⑷ (| a ( a :)| < 5)) • 

因此，对于去心邻域 朽⑷ C 朽⑷ ⑷，得到 

e U^(a)\(a ^)( x )\ = \ a ( x ) • p ( x )\ 

=\oc(x)\ - \0(X)\ < jj-M = e } 

即验证了 】 im (a - p )( x ) = 0. ► 

EBx—a 

现在来作以下有益的注. 

注 

(lim f { x ) = 分 ( f { x ) = 4 + a ( x )) A ( lim a ( x ) = 0) • 

\EBx-*a / \r.3x—*a / 

换句话说，函数厂 E — R 趋于 A ， 当且仅当它能表成 A ^ a ( x ). 这里 a ( x )( f ( x ) 
对>1的偏差）是当 EBx ^ a 时的无穷小函数① • 

这可直接由极限的定义推出，因为有 Jim f ( x ) = A <^ ^lim ( f ( x ) - A ) =0. 

现在我们根据这个注及无穷小函数的性质来证明关于函数极限算术性质的 定理. 
4 a ) 设 lim /( re ) =义且 lim 夕(: r ) = B ， 则 f ( x ) = A a ( x ) 且 g ( x )= 

£r ♦q E 今 x—^a 

B - h (3(x) y 其中 q ( x ) 1 /3( x ) 是当 EBx-^a 时的无穷小.这时 (/- fp )( x ) = f{x)+g{x )= 
Z + a ⑷ -\-D- {- 0(x) = (A + B ) + 7(工)，其中 7( 工 ）= 4无) + 0( x )> 作为无穷小之和，是 
当 E 3 x — a 时的无 穷小. 因此， + 分 )( x ) = 乂 +江 

b ) 仍把 f(x) y g (x ) 表成 /( x ) = A^a(x) y g (x) = B + 0{x) 的形式，于是 

(/ • p )( x ) = f{x) • g(x) = (A + a(x))(B + 0{x)) = A - B ^y{x), 

其中 7 ( x ) = 4 • /?( x ) + B . a ( x ) + a{x)0{x). 根据无穷小的性质，它是当 E3x — a 
时的无穷小函数. 

① 花絮： 这里的想法几乎是显然的 r 但它在计算方面是很有益的，在思想上是很重要的.这种观 
念是法国数学家和力学家 L . 卡诺 ( Car no t ， L ， l 753 — I 823 )单独提出来的，他是革命将领和院士，是 
热力学创始人 S . 卡诺 (1*796— I 832 )的父亲. 
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因此 ， Jim [J-g){x) = A^B. 

E 3 x—*a 

c ) 仍记 /( x ) = >l + a ( x ), p ( rr ) = B + /?( x )， 其中 lim a(x) = 0, lim 0 {x) = 0. 

E3x-*a E9i-*a 


因为 B / 0, 存在去心邻域 U(a), 使得在它的每一点上有 \( 3 (x)\ < i | i , 从而 
9( X ) = 十 0(X)\ - |/3(X)| > 这时，在心⑷中也有 亦即，函 


数 


1夕 ⑷I 


当£； 9 a : — a 时最终有界，现在记 



A + a ( x ) A 
B + 0 (x) 一 B 


= ^*5 (B，a(x) ~ i4 * /?(：r))s=7(rc) * 


根据无穷小的性质（以及刚证的的最终有界性)，可知函数 7(4 是当£； 3 X — a 

9 W 

时的无穷小，于是证明了 ( x ) = | ► 

c . 极限过渡与不等式 

定理3 a ) 设函数 /:S —— R 满足 lim f(x) = A lim g(x) == B 

£3*—♦a £9x— 

且 >4 < S , 那么，必存在点 a 在 集合五 中的一个去心邻域 UEia ), 在其中的每个点 
上，不等式 /( a :) < g ( a :) 成立. 

b ) 如果在集合 E 上定义的三个函数/ ••五 — R，p :五 — R,/i : 五 — M 之 
间，不等式 /( x ) < g{x) ^ h{x) 成立，并且 lim f{x) = lim h{x) = C , 那么，当 

E 3 x^a 

E 5 a : — a 时， g(x) 也有极限，并且 


lim g ( x ) = C . 

EBx—*a 

◄ a ) 取数 C 使 4 < C < R 据极限之定义，必有点 a 在集合五中的去心邻 
域 (^( a ) 及 U ^{ a) y 使得当 : r G (^( a ) 时， |/( x ) 一 A ! < C - 人而当 x e f ^( a ) 时, 
\ g ( x ) - B \< B - C . 因此，在含于 办⑷ H 內⑷ 的任'何去心邻域⑷中，必有 

f ( x ) <A + ( C - A ) = C = B -( B ^ C )< g ( x ). 

b ) 设 ^lim f ( x ) = ^lim h ( x ) = C , 那么，对任何固定的 e > 0，可求得点 a 

在集合 E 中心邻域与办⑷，使得当 x € %⑷时 ， CT - e < /⑷，当 
xG U ^{ a ) h ( x ) < C + e . 因此,在包含在 H 郎⑷中的任何去心邻域 tlE [ a ) 
中，必有 C - e < f ( x )^ g { x )^ h { x )< C + e ， 即 | p ( x )- C | < e , 因之 lim ^ ^( x ) = C . 




中 


推论设 lim f ( x ) = A y lim g ( x ) = B . 如果在点 a 的某个去心邻域 Ue { o ) 

E3x—*a EBx—*a 

a) 满足 /(x)>g(a :)， 那么 A 彡 

b ) 满足 /( x ) 彡 p ( x ), 那么， 

c) 满足 f ( x ) > 那么 4 彡 B; 

d) 满足 /(x) 彡 B ， 那么 4 彡 B. 

◄ 由定理之结论 a )， 用反证法直接推出结论 a ) 与 b ) 来； 结论 c ) 与 d ) 是 a ), b ) 当 
g ( x ) = B 时的特例. ► 

d . 两个重要极限 在进一步阐述函数极限的理论之前，我们先用两个®要例 

子来展示已经证明了的定理的 应用. 

例9 



0 (cos ^ sini) 这里，我们将借助于中学里对 sinx 所下的定义，即 

^ 把它定义作点（1，0)(以坐标原点为中心）旋转(弧度）角 

^- (1 ^ 0) 所得点的纵标.这个定义的圆满程度，完全依赖于在多大 
程度上建立了旋转与实数之间的联系.因为实数系本身 
在中学里没有得到足够细致的描述，必须承认，有必要 
图 8 把 sino : 的定义精确化（对 cosx 也是如此) • 

我们将在适当的时候做这件事，并论证以下 断言. 而现在这些断言的论证将依 
据直观进行. 
a ) 证明 

cos 2 x < ^ < 1,这里0< W < ^ 

4因为 cosh 与^都是偶函数,所以只需讨论 0 < X <^ 的情形 • 由图8与 
coso ; 及 sinx 的定义，较扇形 < OCD , 三角形 △ OAB 与扇形 <OAB 的面积，得到 

S <0 CD = \\° c \ - 1^1 = ^( cosx)(x cos x )= 备 xcos 2 x < 

S a oab = \\° A \' \ BC \ = 士⑴ ( sinx ) = isinx < S <0 ab 
= \\ OA \-\ AB \ = yl - x =^ x . 

将此不等式除以即得所证之结论. ► 
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b ) 由 a ) 推出，对于任何 x 6 M , 


sinx | ^ | x |， 


并且只有当 a : = 0 时等式才成立. 
◄当0 < 卜| < 7 r /2 时， a ) 中已证 


| sinx | < | x |. 


但 | sina :| < 1,所以当 | x | > $ > 1时，上面不等式也 成立. 只有当 a : = 0时，才有 
sinx = x = 0. ► 

c ) 由 b ) 推出 

lim sinx = 0. 
x -^0 

◄因为0 < | sinx |^| x |, 所以根据函数极限与不等式关系的定理推知 Hm | sinx | 
= 0,因此 ， lim sinx = 0. ► 

d ) 现在证明^3^ = 1. 

^不妨认为& < f. 根据 a) 中所得不等式，得到 


1 _ sin 2 x< !lB£ <1 . 

X 


但 


lim(l - sin 2 x ) = 1 - (lim sinx)(Jim sinx )= 




因此，根据关于不等式中极限过渡的定理，即可推知 Hm ^ = l . ► 

例10根据极限理论定义指数函數、对數函數与幂函数•我们现在就来展示，在 
已经有了实数理论和极限理论的条件下，对中学数学中的指数函数与对数函数的定 
义能作哪些补充和怎样补充. 


为了便于今后的引证和整个 理论両 面的完整性，我们拟从头做起. 
a ) 指数函数.设 a > 1. 

1°对于 neN , 用归纳法令 



：= a ， a n+1 := a n 



这样，就能定义在 N 上的函数 a ' 由此定义可见，这个函数具有性质 •• 当 m，n € 
N 且 m > n 时， 




2° 根据这个性质，自然地引导出定义 


a 0 := 1, a— n ^ 当 n e N ， 


这样做了之后，函数#的定义就被推广到整数集 Z 上了，并且当 m，n e Z 时，有 


a m • a n = a m+n . 


3。 我们在实数理论中已经看到，当 a >0 且 neN 时， 存在着 a 的唯一的 n 次 
算术根，即存在一数 x >0, 使得# = a •这个 x 记成 x = ai . 如果我们希望保留指 

数的加法规则 • 

a = a 1 = ( a « ) n = .= a 士 + …十女 

的话，这种记法是合适的. 

根据同样的原因，对于 n € N 及 m € Z ， 令 

a 予：= ( a 女 ) m 和 a - " := ( o " ) -1 

是自然的.如果对 fc € Z 有就可认为已对 reQ 定义了 a r . 

4。 当0 < a :,0 < 2/时，用归纳法可验证，当 n € N 时， 


(x<y)<=>x n < y 1 


因此，可以推知 


(x = p) <=>x n = y n . 

5°现在可以证明有理指数的运算规则，其中包括 

a 辑 = an 当 /b € Z 时， 

mi m 2 ^1 1 m 2 

a n i • a ” = a n i n2 • 

◄ 实际上， a 铣 > 0 且 > 0. 其次，由于 

( a^f ) nfc = ({a^) mk ) nk = (a^) mknk 
=((a 古 ) nfc ) mfc =a mfc 


(an) nk = ， ((a^) n r k =a mk , 
所以，根据4。，得到了要证的第一个等式 • 




类似地 
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. a ^)mn 2 = ( a #)mn 2 • ( a 奇 ) mn 2 

=((a 六 ) ni ) mina • ((a^) na ) mani 




及 



) nin2 = (( a ^) nitl2 ) 


爪 i Ti2+rri2Tii 


所以第二个等式也证明了. ► 

这样，我们对 r e Q 定义了 V 而且，对于任何 r e Q 有 V > 0及对于任何 
n ，2 € Q 有 

a ri • a ra = a ri+ra . 

6°由4°推出，当 n ， r 2 € Q 时， 


( r x < r 2 ) ^ ( a ri < a ra ). 

◄因为 （1 < a ) O (1 < ai ) 对一切 neN 成立,这由 4° 立刻可以推出来，因此， 
仍由4。推知，当 n,m € N 时， ( a *)- = > 1. 所以，当1 < ci 时，对于使 r > 0的 

reQ 得到 a 7 * > 1. 

而当 n < r 2 时，据5°就得到 

a ri = a ri - a ra - r, > a ri • 1 = a ri . ► 


7° 设 r 0 € Q , 则有 

lim a r = a r °. 

Q3r-—r 0 

◄ 可以验证，当 Q 3 p — 0 时， # — 1. 因为，当 bl < $ B 寸，由 6° 能得到 

a - " < a p < a 去 . 


我们知道，当 n — oo 时 ， d — 1( 及 a -士 — 1) • 这时，用标准的证法即可验证, 
对 e > 0,存在5 > 0,使得当 | p | 彡 (5 时，有 

1—e<a p <l-fe. 

可取丄 作为5,使1 一 e < a _* 且 d < 1 + e . 

或在来证明基本命题. 




对于 s > 0,选择 (5 使得当 | p | < (5 时 


1 - £ a ^ r ° < a p < l + ea _ ro . 

今若 |r — rol < <5,则 

a ro (l - ea - ro ) < a r = a r ° • a r ~ r ° < a r °(l + ea ^ 0 ), 


或 


a r ° - e < a r < a r ° + e . ► 


这样，在 Q t 定义了具有以下性质的函数 /: 


a 1 = a > 1; 
a r, - a ra = a ri+ra ; 
当 n < r 2 时， a n < a r2 ; 
当 Q B r \ 7*2 时， — a ' 


现在我们用以下方法，把这个函数开拓到整个数轴上去. 

8。设 x € R，s = sup a r ，i = inf a r ， 显然 s，i € R ， 因为当 n < x < 厂 2 时， 

QBr<x Q^r>x 

有 < a r2 . 

我们要证明，实际上有 s = i (这时我们就用 P 表示这个数) • 

◄据 s 与 i 之定义，当 n < x < r 2 日才，有 


a ri ^ 5 ^ i < a ra . 


因此，0彡名一 s - « ri = a ri ( a r2 _ n — 1) < 5 ( a ra - ri - 1). 但当 Q B p 0 

时 aP — 1 ，所以对于任何6 > 0,能求得 (5 > 0 ,使得当0 < r 2 - n < (5 时，有 
a r,-n . 1 < e / s . 这时，我们得到 0 < i - s < e ，再由 e >0 的任意性，得知 i = s . ► 

令 a x := s = i . 

9。今证 a z = lim a r . 

QBr-*x 

4 从8。看到，对 e > 0,存在 r ' < x , 使得 s -€ < a r， < 5 = a 1 , 又存在 r " 使 
a - = i < a r#/ < i + e ， 因为，当 〆 < r < r 〃时，必有 〆 < a r < 〆 、所以，对于开区 
间 ] r >〃[ 中的 reQ , 也必定有 

a x - e < a r < a x -h 6. ^ 


现在来讨论这样构造出来的 K 上的函数 P 的性质 • 

10。设： TU2 € R ，当 a > 1 时 ， （xi < 勿）冷 （ a Xl < a X2 ). 
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◄ 在开区间 ] xi , x 2 [ _ t , 存在两个有理数 n <『 2 .既然 Xi < r x < r 2 < x 2 ) 那么， 
据8°中给出的 f 的定义及函数/在 Q 上的性质，就得到 

a Xl < a ri < a ra < a X2 . ► 

11。对任何 xi , x 2 6 - a 12 = 成立. 

◄ 根据乘积的绝对误差的估值及性质 9°, 可以断定，对于任何 e > 0，必能找到 
(5' > 0,使得当 ㈨ 一 n | <夂|以一 r 2 | < V 时， 

a Xl . a X2 - J < a ri - a ra < a 11 - a X2 + 

如果需要，把 *5' 再缩小到 （5,(5 < 使得当 In - nl < S } \ x 2 - r 2 \ < S , 从而 
1 ( X1 + X2 ) — （n + r 2 )| < 2(5 时， 


a r 1+ r 3 一 • < a x 1+ * 2 a r 1+ r 2 + 聲 

但是，当 n ， r 2 eQBi , a r » . a ra = a r * +r3 , 因此 

a 11 • a xa - e < a x,+X2 < a Xl • + e 


由 e 的任意性，推知 


a Xl . a X3 = a Xl+Xa . ► 


12° l\m a x = a * 。(注意，“: r — x 0 ” 是 “ IR 9 x — 吻”的简 id 法) 
◄ 首先验证 lim a x = 1. 对 e > 0求得 n € N , 使得 

x -*0 

l — e < a - " < < 1 4- e. 

这时，由10°，当 W ^时将有 

1 — e < a - " < a x < a« < 1 + e ， 


即验证了 lim = 1. 

现在 £? > 0,使得当 |x — a ; 0 | < (5 时， \ a x ~ x o - i | < ea -^, 就得到 

a ^0 _ e < a x = a xo ( a x - o：o 一 1) < a *。+ e . 

即证明了 lim a z = a x °. ► 

13。 iS ? &数的值集是一切正实数之集 R + . 

4令 2/o € R +. 如果 a > l , 我们知道，存在 n € N ， 使得 a_ n < y 0 < a n . 因此， 
A - { x € Rla * < yo } 与 B = {xe K|yo < a x } 
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这两个集合都不空.但是，由于（当 a 〉1 Bt )( x ! < x 2 ) ^ < a ^, 那么，对于 

xi e A,x 2 € B,xi,x 2 GK , 就必定有 a < rr 2 . 因此，对于集合 A,B 应用完备公理, 
就得到一数: ro , 使对于任何 a :: € 4及 X 2 € J 5, 有 xi ^ xo ^ 今证 a *。 = yo . 

假如 a 1 。 < y 0 , 那么，由于当 n — oo 时， W+i — V 。，应有数 n e N 使 
a^+i < yo . 这就得到 ( x 0 + ^) € >1 . 但这与已经证明的 rr 0 分割4与 B 的性质 

不相容.所以 a 1 。 < yo 之假定不能成立.同样可证不等式 yo < #°也不可能成立. 
因此根据实数的性质，必然 a 1 。 = 2/0. ► 

14。我们一直都假定了 a > 1,但是，以上所作的一切论述，对于0 < a < 1的情 
形可照样进行.在这种条件下，如果 r > 0,则有0 < ^ < L 由此，在6°中，以及最 
后在10。中，现在得到的 应是： 当0 < a < 1时 ， （a < x 2 ) 冷> a ^). 

因此，对 a > 0 ，d / 1，我们建立了在实数集上定义的指数函数 x h 它具有 
以下的 性质： 

1) a 1 = a ; 

2) a Xl - a X2 = a Xl+Z2 ; 

3) 当 x -> z 0 时， a * -♦ a 10 ; 

4) 若 a > 1，则 （ a * 1 < a X7 ) <=► (xi < x 2 ), 

若 0 < a < 1，贝 1 J ( a Xl > a X2 ) <=> (xi < X2 ); 

5) 函数 a : m f 的值集是一切正实数之集 

R+ = {y ^ R l° < y}- 

定义 7 映射 x — f 叫做以 a 为底的指數函數.当 (I = e 时，这个经常遇到的 
函数 x ^ e x 常记作 exp a :. 与此相关，函数 x ^ a x 有时也记作 exp Q x . 

b ) 对数函数.由指数函数的性质知映射 ex Pa : R — R + 是双射，所以它有反 
函数. 

定义8 exp a : R — R + 的逆映射叫做以 a (0 < a，a 一 1) 为底的对數函数，记作 

log a : R + — R . 

定义9以 a = e 为底的对数函数，或对数，叫做自然对数，并记作 In ： K + - K - 

可用另一种方法引人对数，从它能清楚地看出对数这个述语的来由.这另一种 
方法，甚至更自然、更明显，我们将在建立了微积分初步之后，再来叙述它 • 

根据定义，对数函数是指数函数的反函数，于是 


Vx € R(log a (a x ) = x ) 9 
Vy€R + (a ,0 *^ = t/). 




由这个定义及指数函数的性质得到，对数在自己的定义域 R + 中有如下 性质： 

1 ’） log a a = 1 ; 

2， ) !og a (yi - V2) = log a yi + log a 2/2 ； 

3’） 当 R + 3 2 / — 2/o € R + 时， log a y — log a y 0 ; 

4') a > 1 时， ( log a y x < log a y 2 ) ^ (yi < y 2 )\ 

0 < a < 1 时， ( log a t/i > log a y 2 ) <=> ( y \ < ^ 2 )； 

50 函数 log a ： R + - R 的值集为整个实数集 R . 

◄ 由指数函数之性质 1 ) 与对数之定义即得 10 . 

由指数函数之性质 2 ) 得到 2 ') 实际上，设 a = log a2 / 1 , x 2 = \ og a y 2 . 于是 yi = 
o > Xl > V2 = a * 2 , 而且，由 2 )， 得 2/i * 2/2 = a Xl - a 12 = a Xl + * 3 , 因此， log a ( 2/i . 2 / 2 ) = X \ + x 2 . 
类似地，从指数函数的性质 4)， 可导出对数函数的性质 4'). 

显然 5) =► 纪). 

还有 3') 待证明. 

据对数的性质 2/ ) 

loga2 /- log a yo = log a ( 5 )， 

v 2 / o / 

所以不等式 

-e < loga y - loga yo <€ 

与 

log a ( a _e ) = - e < log a ( 5 ) <e = log a ( a e ) 

等价.据对数的性质40,后者又与 


a~ e < — < a e 
Vo 

a e <^- < a - £ 
Vo 


(当 a > l 时） 

(当 0 < a < 1 时) 


等价. 


不论是哪种情形，亦即不论 


还是 


都得到 


yoa~ e <y < yoa e (对 a > 1) 


yoa e <y < y 0 a ~ £ (对 0 < a < 1) 


一 e < log a y - log a y 0 < e . 


lim log a y = log a y 0 - ► 

y-*Vo€R+ 


这就证明了 
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在亨 9 中画出了函数 eMO ' lnAlog ^ eloga : 等的图像，而在图10中画出 
了 G ) ’( 01 产， 10 心-1工， 10 8().1怎的 图像. 

还有一个经常用到的对数性质，即 
对任何6 > 0及任何 a € R , 以下等式 成立： 

&) \og a (b a ) = a\og a b. 

◄ 1° 当 a = n e N 时，等式成立，因为由对数性质20，用归纳法可得 

*og Q (yi. Vn ) = log Q 2/1 + • • • + log a y n ， 


于是 

^og a {b n ) = log a b + • • • + log a b = n\og a b. 

2° log^)- 1 = - log a 6, 因为，如果令 /? = log a 6 , 那么 

b = a^,b~ l = <1 _/? 且 1(^(6 广 1 = 一 /?. 

3 。 由 1 。和 2 。就知道对于 a € Z 等式 10^(6°) = olog a fc 成立 . 

4 。 当 n € Z 时 , log a (W) = i log a b. 

实际上 n 

log a 6 = log Q (ft") n = nlog a (6i). 

5° 对任何有理数 a = - € Q, 现在可验证命题正确 . 实际上， 

n 

— log a 6 = m log a 6n = log a (6n) m = log a (6^). 



图 9 
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图10 


6。既已对于任何有理数 r e Q 证明了等式 


log a b r = r log a 6， 

令 r 沿着 Q 趋近于 a ， 据指数函数的性质 3)， 与对数函数的性质30,就得知当 r 足 
够接近于 a 时， V 就接近于俨，于是 log Q b r 就接近于 log a 6 Q . 这就是 

lim log a b r = log a 6 a . 


但 log a 6 r = r log a 6, 所以 

log a b Q = lim log a b r = lim r log a b = a log a b . ► 

Q5r-*a Q3r—*c» 

我们约定 Va € R (1 Q = 1). 

由已证明的这些对数性质，又可得到以下的结论:对于任何 a ，/? € R 及 a > 0, 
下面等式 成立： 

6) ( a Q ) 0 = a afS . 

◄当 a = 1时，由于对任何 a 都有 l a = 1，等式显然成立. 

当 a 一 1时，则有 

log a (( o Q ) /3 ) = /31 og a ( a Q ) = 0 - a log a a = a • /? = \ og a ( a Q0 ) y 再由对数性质 4’)， 就 
得= a Q/3 . ► 

c ) 幂函数.我们已对任何 x >0 及任何 a € R 定义了 #(读做 x 的 a 次幂). 
定义10定义在正数集 R + 上的函数 x ^ 叫做幂函数，称 a 为幂指数. 
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幂函数显然是指数函数与对数函数的复合，确切地说就是 





在图11中，对一些幂指数画出了 2/ = 的 
图像. 

3. 函数极限的一般定义（对基的极限） 

在第二段中，对于定义在去心邻域中的 
函数，我们证明了一些极限性质.不难看出，在这 
些证明中，除了那里引进的去心邻域的性质 &) 
和 B 2 )， 实际上不再需要别的什么，因此，有理由 
引进以下数学对象. 


a. 基的定义与主要例子 

定义 11由集合 X 的某些子集 BCX 组成的集族 S 称为集合 X 中的基，假 
如它满足两个 条件： 

BO VBeB(B^0 )； 

B 2 ) € BVB 2 € B3Be B{B cB x n B 2 ). 

换句话说，族 0 的元素不是空集，并且任二元素之交都含有族的某个元素 • 

现在把分析中最常用的基列表如下： 


基的表示法 

表示法的名称 

由什么集合(元素） 
组成的基 

基中的元素的定义与 
表示法 

x —* **) a 

i 趋于 a 

点 a e R 的去心邻 
域组成的基 

U(a) := {x 6 R|a — 

<5i < x < a+(52Ai / a} 
其中 <5i > 0,^2 > 0. 

X oo 

2：趋于无穷 

由无穷的邻域组成 
的基 

U{oo) := {x € R\S < 
|x|}, 其中 <5 € R. 

*a ， a：€ 丑或丑9 
x-*a^ix-*a€E 

x 沿集合 E 趋于 a 

点 a 在集合 E 中 
的去心邻域组成的 
基 •） 

U E (o) ：=EH U(a) 

♦oo ， x€£ 或五 9 

x—*oo^i,x—*oo£E 

x 沿集合趋于无穷 

在集合 E 中的 
无穷的邻域组成的 
甚 

Ue ( oo ) := EnU(oo) 


*) 假定 a 是五 的极限点. 

**) 假定集合丑无界. 

如果 £；=纪= {x € > a}(E = E ~ = {x e R|x < a}), 那么，就把 

a y x £ E 写成 x —► a-f 0 (x — ♦ a — 0) 并说 x 从右 趋于 a, 或从大值方面趋于 
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a (相应地说从左或从 小值方 面趋于 a ). 当 a = 0时，就把 z — 0 + 0( a : — 0 - 0) 缩 
写成 x — 4-0 (x —► 一 0). 

我们还用 E ^ x a 0 (E 3 x — a — 0) 代替 a : — a，x € 丑 fl E^(x — a，x € 
EnE -\ 它表示 X 沿集合五趋于 fl ， 但总是大于（小于 )(1. 

如果 

E = = {x e R|c < x ) (E = = {x € R\x < c }), 

就把 x oo y x e E 写成 x — + oo(x —♦ - oo ) 并说 re 趋于正无穷 （x 趋于负无穷). 

用 £ 3 a ： — + oo(E 3 x —► - oo ) 这种写法代替 x oo y x e E (1 E^(x — oo , x € 
EnE :). 

当 E = N 时，(如果不会发生误解）我们就把 x — oo ， a : G N 写成 n — oo , 在数 
列极限的理论中，我们已经采用了这种记法. 

注意，上面举出的所有基，都有一个共同特点，即基中的任何两个元素之交，还 
是这个基的一个元素，而不只是包含着基的某个元素.当我们讨论的函数不是在数轴 
上给出的时候,将会遇到其他的基①. 

还要注意，这里所用的术语“基”，是数学中叫做“滤子基”的简述，下面所引 
人的对基的极限，对于分析来说，是现代法国数学家嘉当 ( Cartan ) 所创立的滤子极 
限的最重要的部分 ®. 

b. 关于基的极限 

定义12设/ : X — R 是集合 X 上的 函数； S 是 X 中的一 个基. 如果对于 
点4 € R 的任何邻域 V { A \ 存在着基5中的元素 B e 艮使 B 的像 f ( B ) 包含在 
V ( A ) 4 1 ,就说乂是函数 f ： X^R 关于基 S 的极限. 


如果4是函数 f : X -^ R 关于基 S 的极限，则记 

lim f ( x ) = A . 

用逻辑符号把关于基的极限定义写出来，就是 


(lim f ( x ) = A ) := W ( A )3 B e C V ( A )). 


因为我们现在讨论数值函数，所以把这个基本定义写成下列形式是有用 处的： 

( li ^ i /( x ) = i 4) := Ve > 03 B € Six E B (\ f ( x ) — A \ < e ). 

①例如，平面上含有给定点的开圆（不包含圆周)的族是一个基.基中的二元素之交不一定是圆， 
但它总是包含着这个族里的某个圆. 

⑦关于详细情况,请参看 Bourbaki . —般拓 扑学. 





在这个说法里，把任意邻域 V ( A ), 换成了关于4点对称的邻域卜邻域).对于 
实函数这两种定义的等价性，前面已经说过，是由在一点的任何邻域中都含有该点 
的一个对称邻域这样一个事实推出（请作出完整的证明). 

我们已经给出了函数关于基的极限的普遍的定义.上面又讨论了分析中最常用 
到的基的例子.在具体问题中，可能出现这些基中的某一种，必须善于解读一般定义 
在具体问题中的具体含义，并具体地写出它的基. 

例如， 

( lim 。/(工） = 4) ： = Ve > 0 3<5 > 0 Vx e]a - <5,a[ (|/(x) - A \ < e ), 

( lim f{x) = a) : = Ve > 0 3(5 G R Vx < <5 (|/(x) — < e). 

\x—♦ —oo / 

在讨论基的例子时，我们特别引人了无穷的邻域这一 概念. 如果利用这一概念， 
那么，根据极限的一般定义，作如下约定是合理的： 

( 吃 /⑷= oo) := VV(oo) 3B € B (f(B) C V{oo)) 

同样地，也可写成 

flim f(x) = oo^ : = Ve > 0 彐 B Vx G B (e < \f(x)\) y 
=+oo) : = Ve € R 彐 5 € 6 V:r £ B (e < /(x ))， 

^lim/(x) = -oo) : = Ve € 1R 彐 B € S Vx € B (/(x) < e). 

通常， e 总是指小的铯，但上面的定义中显然并非如此.例如，按我们的约定，可 

以写 / 、 

(lim f(x) = -ooj := Ve € R 彐 <5 € R Vrr > <5 (f(x) < e). 

建议读者自己把关于有限（数）极限及无限极限情况下的各种基的极限定义写 

出来 

在第2段中，我们对于特殊基 EBx -^ a 已经证明了一些有关极限的定理；为 
了能够承认这些定理在普遍情况下也已得到证明，就需在任何基下，给出最终为常 
数，最终有界与无穷小等的相应的定义 • 

定义 13 称函数 f :X 一 R 对基 S 最终为 常数，如果存在一数 AeR, 及基 S 
中的元素使得在 B 的任何点 a : 处， /( x ) = A 

定义 14 称函数 f : X — R 对基 6 有界，或对基 B 最终有界， 如果存在一数 
c > 0, 及基中的元素 B eB , 在每一点 x € B 处， |/(x)| < c. 

定义 15 称函数 f ：X -^R 对基 B 为无穷小， 如果 lim/(x) = 0. 
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给出了这些定义，并观察到“有关极限定理的证明只需要基的性质仏）与 B 2 )” 
这个事实，就可认为在第2段中所建立的所有极限性质关于任意的基全都是正确的. 

特别地，我们现在已能谈论当 ： T — 00,或 a : — -0 C 或 rc — + OC 时函数的极限 
了. 

除此之外，对于不是在数集上定义的函数，也提供了应用极限理论的可能性，以 
后将会看到，这一点特别重要.例如，曲线长就是在某一曲线类上定义的一个数值函 
数.如果对于折线知道了这个函数，那么，我们再利用极限过渡就能定义更复杂的曲 
线的长，例如圆周的长. 

目前，我们从所做的这些考察和引入的与之相关的基概念所得到的主要好处在 
于，不必再对每种具体形式的极限过程，用现在的术语说，就是对每个具体的基，去 
一一验证和形式地证明有关极限的定理了. 

为了完全掌握关于任意基的极限概念，我们将在普遍形式下证明进一步的函数 
极限性质. 

4. 函数极限的存在问题 

a. 柯西准则在叙述柯西准则之前，先给出一个很有用的定义. 

定义16称 

o ;(/; E ) := sup |/( xi ) - f { x 2 )\ 

为函数 f •• X — R 在集合 ECX 上的 振幅. 这是在一切可能的点对 xi , x 2 6 E 
上，函数值之差的模的上确界 • 

例 

11. a »( x 2 ; [―1, 2]) = 4. 

12. u { x ; [-1,2]) = 3. 

13. — 1，2[) = 3. 

14. a ;( sgnx ; [—1,2]) = 2. 

15. o ;( sgnrr ; [0,2]) = 1. 

16. a ;( sgnx ; ]0,2[) = 0. 

定理4 ( 函数极限存在的柯西 准则） 设 X 为一集， S 为 X 中的基 • 

函数/ : X — R 关于基有极限，当且仅当对任何數 e > 0,存在着 BeB , 使得 
函數在 S 上的振幅小于己 

这样， 

3 lim f ( x ) 分 Ve > 03^6 
B 



• 116 . 


第三章极限 


◄ 必要性.如果 lim /( x ) = Ae % 那么，对 e > 0，选出基 S 之元素 B ， 使得在 
任何 a : € S 处， |/( x ) - i 4| < e /3. 但这时对任何 x liX 2 € B ^ 

\ f ( xx )- f ( x 2 )\ < |/( xi ) — + |/( x 2 ) - A |<|. 

所以 ， u ;(/; B )< e . 

充分性.现在证准则的主要部分,亦即，如果对于任何 e > 0,存在基 S 的元索 
B 、 使得 u ;(/ ; B ) < 那么，函数有极限. 

顺次取 l,i ••• ，-, ••- 做为 e , 对它们取基 B 中的一列元素, 
2 n 

，…使得 Uj ( f ； B n ) < -,n € N . 由于氏 _ 0, 可在每个万 n 中取一个点 Xn , 
则序列/0^),/(0： 2 )，…， /! k ) …是基本列.事实上，从而借助于辅助 
点 a : € B n nB m ， 就得到 |/( Xn )—/( x m )K \/M - f { x )\ + \ f { x ) - f ( x m )\ < ^ + 

Tl Tit 

根据对数列已经证明了的柯西准则， {/ n ㈦， n € N } 有一极限克在上边的不等式中 
令 m — 00,推出 |/( x n ) - 由此，并注意到 ( j (/; B n ) < -1 就得到了欲证的 

TI ^ 

结论： 如果 n > AT = + 1,则在任意点 x € Sn 有 |/( x )— 川< e • ► 

注后边将看到，上边这个证明对于在任何所谓完备空间 F 中取值的函数也是 
有效的，我们现在首先感兴趣的是 Y = R 的情形，这时，珂如愿地使用在序列情形 
证明柯西准则充分性时的那些想法. 

◄设 ms = inf ^/( x ), Mb = sup /( x ), 并注意，对基 S 的任何兀都成立 

m Bl ^ ^ M Bl nB 7 < 据完备性公理，可以找到^ AeR 分离数集 

{ m fi } 和 { Mb }, 其中 B S •由于 o ;(/ ; B ) = M B - m Bl 可以断言，只要4/; S ) < A 
就在每个点 xeB 蚊 \ f ( x ) - < e . ► 

例 17 我们来证明，当 X = N 且 B 是基 n — oo，n € N 时，这个函数极限存在 
性的一般柯西准则，与前面讨论过的数列极限存在性的柯西准则 一致. 

实际上，基 n — oo,n 6 N 的元素是 

B = N nt /( oo ) == { n € N|N < n }, 

它是由大于某数 NeR 的所有自然数 neN 组成的集合，可以认为 TV G N 而不失 
普遍性.关系 o ;(/， B)<e 在现在的情况，就是 Vm , n 2 > W 有 \ f { n x ) - /( n 2 )| < e . 

因此，“对于任何 e 〉0,存在基 S 的元素 BeB , 使函数/ : N — R 在 S 上的振 
幅小于 e ” 这个条件，等价于条件 “{/( n )} 是基本数 列”. 




b . 复 合函数的极限 


定理5 (有关复合函数极限的定理）设 Y 是一个集合，氏^是7的一 个基； p : 
Y -^ R 是关于基 S y 有极限的一个映射. 

设X是一个集合， B x 先 X 的一个基，并且/ : X — y 是 X 到 F 中的那样的 
一个映射，对于基 Sy 中的任何元素 By e Svs 存在着 Sx 的元素 B X GB X ， 使得 
像 f ( Bx ) 包含 在办中 • 

在这些条件下，映射/与 g 的复合 ffof:X — R 有定义, 关于基 S x 有极限， 


\un{gof)(x) = \ung{y). 

◄ 复合函数分 o/ : X -R 有定义，因为 f(X) C V•设 \hn g (y) = A, 我们来 
证 Hm(^ o f)(x) = A .对于>1点的给定邻域 V{A), 取基 Sy 的元素 By €知，使得 
g(By) C V(A). 据题设存在基的元索办 C Sx , 使得 f(B x ) C By. 这时 

(gof)(B x ) = g(f(B x )) c 9 ( By ) c V(A\ 

这样，我们就证明了， >1 是函数 (gof) ： X^R 关于基知的极限 .► 


例 18 lim 


sin 7 x 


sin 7 x 


如果令咖）= ^ ， /(x) = 7rr ， 那么 (g o f)(x) =—. 在我们的情况 ， Y = 
R\0，X = R. 因为 

因此，为了应用定理，必须验证，不论取基2/ — 0的哪个元，必能找到基 a: — 0的元 
索，使它在映射/⑻= 7a: 下的像，含于事先取定的、基2/ — 0的那个元中. 

基2/ — 0的元素是点0 € R 的去心邻域 U Y ( 0 ). 基 x — 0的元素，也是0 e R 
点的去心邻域 t>x(0) .令 

☆y(0) = {y € R\a < x < 0 y x ^0} 

(这里 a，/? € R ，且 a < 0，/?〉 0) 是 y 的一个去心零邻域.如果取 

〜⑼ = {x€R|y <x< y,X^0}, 

那么，X中的这个去心邻域就已具备了性质 

f ( U X m = 心⑼ C 心⑼. 

定理的条件已被满足，所以，可以断定 

lim sm7x = lim sin, = 1 
x — 0 lx i /—*0 y 



例 19 函数 g ( y ) = |sgn y |， 如在例 3 所见，有极限 lim |sgn y | = 1. 

y —*0 

函数 2 ； = /⑷ =X sin -, 当 X / 0 时有定义，它也有极限 lim x sin - = 0( 参看 

X x-*0 X 

例 1) 

然而函数 （g O f)(x) = |sgn sin ^ | 当 x — 0 时没有极限. 

实际上，在点 x = 0的任何去心邻域中都有函数 sini 的零点.因此，函数 

x 

sgn (x sini )| 既能取得值0,又能取得值1，根据柯西准则，当 x — 0时不可能有 
及限 • 

这是否与定理相矛盾呢？ 

如我们在上例中所做的那样，请检査一下，定理的条件是否满足. 

例 20 证明 



Y = N,By 是基 n — oo，n e N ; 

X = R + = {^ € K|x > 0 },Bx 是基 z — + oc ; 
f : X — Y 是映射 a : 丄 [ x ]， 

这里 M 是数 a : 的整数部分（即不超过 x 的最大整 数}. 

这时，对于基 n — oo，n € N 中任何元素 By = {n € N\n > N}, 显然，存在着基 
x — + 00 的元素 S x = {x € R\x > AT + 1}，使得它在映射 rr — [ x ] 下的-含于 By 中. 

函数 p(n)=(l + i) ， Pi(n)=(l+ U ，分 2 ( n ) = ( 1 + ^) ，我们知道， 

它们关于基 n - oo , n ^ N 都有极限 e . 

根据复合函数极限的定理,可以断定函数 

/ 1 V : 1 

(夕。 /) ⑷ = (1 + R ) ， 

(ffio/)(x)=(l + |^ n -)", 

(仍 。/) ⑷=(1 +码） 

关于基 x — + OC 也有极限 e . 

现在，只要注意当 a : > 0时，有 

卜忐 ) w <Kr<Kr ， 



并且当 ： r — foe 时，两端之项都趋于 e , 所以，根据极限的性质（定理 3) 即得 

lim ( 1 H - — ) = e . 
x—+oo V x / 

现在，我们来用复合函数极限定理证明 + = e . 我们把证明记作 

一列等式 1 °° X 


lim ( l - i --) 1 = lim (l + ? -^ T ) ( °= lim (l - y )' 
x—-oo \ x ) (-t)-*-cx> \ (—t) / t-*+oo \ t / 

= t ^ooi l + 占 )、 tiToo i 1 + 占 ) * 1 • t lToo ( 1 + rb) 

=lim + lim (l + i) U = e. 

«-*+oo \ t 一 1 / ti-^+oo V uj 

这—列等式，考虑到引用了代换 tx = « - 1及 t = - rr , 归根结蒂，它是依 
据复合函数极喂定理得到的.实际上，只是当我们达到了已证得其存在性的极限 
(1 + 时，定理才肯定了前一个极限也存在而且等于它.于是在这两个极 

的那^极限也存在.这样经有限步，我们就到达了原来的 极限. 这是复合函数 
极限定理应用程式在极限计算中的一个相当典型的例子. 

于是，我们得到了 

lim (l + i )* = e = lim (l + i )*. 

x—*—oo \ X / *—*+oo \ X / 

由此推 Hr^l + 9 = e . 

实际上，设给定了 f >0. 

由 = e ’ 知存在一’使得当…时’ 

|( l 4)、 h . 

由，存在使得当 c 2< x 时， 

|( i + 9 H <e ， 


于是，当 | x | > c = max {| ci |, | c 2 |} 时，就得到 


巧 H) =e . 


这就是验证了 




例 21 


lim(l = e 

M 做代换 : r = 1/ f 之后，就变成了上例中的极限了. ► 

例22当 (? > 1 时 ， lim 4 =°* 

x-*+oo q x 

< 已知当 (/ >1 时 n itg = o ( 见 §1 例 11). 

现在，像例20那样!由函数 [ x )( x 的整数部分）定义的映射/ •• R + — N 当 
作辅助映射. 

利用不等式 f 1 f , 

1 \A . ^ , W + i 

并注意到，根据复合函数极限定理，当 x — oo 时，两端的极限都是零，推知 

lim — = 0. ► 

*—*+oo q x 

例23 ， 

lim ^=0. 

*-♦+00 x 

◄设 a > 1.令《 = log a X ,则得 z =敁根据指数函数与对数函数的性质（注 
意 a n 之无界性 ， n € N ), 有 （ a : — + oo ) — + 00 ). 利用复合函数极限定理与例 
22的结果，得到 

lim log〆 = lim = 0 
x-*+oo x e-*+oo a 1 

如果 0 < a < 1，则令一 t = log a x，x = a " f . 这时 （x -♦ + 00 ) o (f — + 00 )， 又因 
为 1 /a > 1, 所以仍然得到 


lim l 2 i ^ = 


lim ^ 
: —+00 x 


t-lToc 云 


= - lim 


A - AA 暴麗 A 


t =°- 


c. 单调函数的极限现在讨论一类特殊但非常有用的数值函数——单调函数. 
定义17定义在数集 ECR 上的函数/ : E — R , 叫做在£上递增的，如果 

Vxi , x 2 € E(xi < x 2 => f { xi ) < /( x 2 ))； 

在芯上不降的，如果 

Vxi , X2 € E(Xi < X2 => f { xi ) ^ /( x 2 ))； 


在 E 上不增的，如果 


Vxi,x 2 € E(xi < X 2 => f(xi) ^ f(x 2 ))\ 




在 E 上递降的，如果 
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Vxi , x 2 e E(xi < x 2 => f ( xi ) > /( x 2 )). 

上面这几种函数都叫做在集合五上的单调函数. 

假定数（或符号 一 oo ，+ oo)i = inf £；或 s = sup E 是 E 的极限点，且/ : E — R 
是 E 上的单调函数.则以下定理成立. 

定理6 (单调函数极限存在的准则） 集合 E 上的不降函数/ : 五 — R ，当 
x ^ s . xeE 时有极限的充要条件是它上 有界； 当 ： r — i，x G £时有极限的充要条 
件是它下有界. 

4我们对极限 K Hm a /( x ) 来证明这一定理. 

如果这极限存在，数对基 Ebx ^ s 是最终有 界的. 

由于/在五上不降，可推知/有上界.实际上还能断定对于任何 o : e EJ ( x )^ 
e U ^/( x ). 这一点将在后文中 看到. 

在转而证明，在/上有界的条件下,极限 Jim /⑷ 存在. 

既然/上有界，那么/在集合五上所取的值有上确界.设 Z = SU P /(0：)， 今 

x£E 

证 lim /(: r ) = 对 e > 0,根据集合的上确界的定义，存在点卻€五，使得 

E3x—*a 

A - e < f { x 0 ) ^ A . 因为 f 在 E 上不降，所以当 a : 0 < x € E 时，>1 — e .< /(xK A 
但集合 { a : € E \ x 0 < x } 显然是基 x — s,x G £ 的元素（因为 s = sup 五). 于是 
lim f ( x ) = A 得证. 

对于极限 lim /( x ), 可完全类似地论证.这时， 

E3x-*i 


d . 函数的渐近行为的比较先用例子来说明 • 

设 7 T (： C ) 是不超过给定实数0：的素数的个数 • 有那种可能性，对于任意固定的 Z 
求出 TrOc ) 的值（尽管要花费过多的精力)，但我们没有能力马上回答像函数 当 

x ^+ oo 时的行为怎样，或素数分布的渐近规律如何这样的问题.从欧几里得时代 
起，人们就已经知道，当 X — +00 时 ， 7T( ： r) — +00. 但是， 7T(Z) 大体上像那样 
增长的结论，直到19世纪才由切比雪夫①证明. 

当产生需要描述函数在某一点附近（或在无穷远处）的行为的问题时，通常函 
数本身在该点并没有定义，这时常说，对函数在这个点的邻域中的漸近性或渐近行 
为感兴趣. 

①切比雪夫 （ n . Jl. Me6LimeB)(1821-1894) ——伟大的俄国数学家与力学家，俄罗斯大数学学 
派的奠基人. 
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函数的渐近行为，通常是用另一个较简单的或研究得比较透彻的函数来刻画，它 

在所讨论的点的邻域内，以较小的相对误差再现了所研究的函数 的值、 

例如，当0： — + OC 时， 7 T ⑷的行为尤如当 : T — 0时，函数^的行为尤 

In x x 

如常数函数 1. 显然，当谈及函数 x 2 + rr + sin - 在 x — oo 时的行为，我们会说，它 

1 x 

基本上像函数 ： r 2 , 而当 x — 0时，却如 sin ^. 

现在，我们给出函数渐近行为的一些€本概念的确切定义.这些概念，在分析学 
习的初期我们就将系统地应用. 

定义18如果函数的某种性质，或函数间的某种关系，在基 S 的某个元索 B G 
B 上成立，就说这种性质或关系对 这个基 S 最终被满足. 

到现在为止，我们正是在这个意义下理解对已知基最终为常数函数，或最终有 
界函数这些概念的.我们还将在这个意义下谈论，例如，函数 f 、9、 h 最终满足关系 
f ( x )^ g ( x ) h ( x ). 这些函数甚至连原来的定义域也可能不同，但是，如果我们所关心 
的只是它们对基 S 的渐近行为，那么，对我们来说，重要的只是它们都在 B 的某个 
元素上有定义就行了. 

定义19我们说，对 于基 B ， 函數/与函数 P 比 较是无穷小， 并记作 /写 〆 P ) 或 
对于 B 、 卜 0 ( g ), 如果关系 /(： r ) = a ( x )- g ( x ) 对基 S 最终被满足，其中 a (: r ) 是对基 
B 为无穷小 函数. 

例 24当 x — 0时: r 2 = o ( ar ), 因为 x 2 = x - x . 

例25当 x — oo 时 ， x = o ( x 2 ), 因为最终 : r _ 0 ，x = ^ * x 2 . 

由这些例子，可得出这样的结论：即指出/ = o ( p ) 是在什么基之下成立这件事 
是完全必要的. 

记号/ = 0 ( w 的读法是“/等于小 即”. 

由定义推知，在 〆 ： r ) 三1这个特殊情况下，记法/ $ 0(1) 所表示的恰好是对于 
基 BJ 为无穷小. 

定义20如果/言 0(9) 且函数 P 本身对基 s 为无穷小，就说 对于基 S , /是比 
g 更高阶的无穷小. 

例26当 rr — oo 时 0 T 2 = $是比 a :— 1 = ^更高阶的无 穷小. 

定义21关于给定的基趋于无穷的函数叫做 对于所给基的无穷大函数， 或简述 
为对于所给基是无穷大. 

定义 22如果/与夕对于基0都是无穷大，并且/言 0( 夕），就说对于基 S ， 分是 
比/更高阶的无穷大. 




例 27 当 ; r — 0 时 ， I ~>00，当0： — 0时—一00, 且当 x — 0 时，臺= 0 (―) • 
所以，当 a : — 0时$是比 | 更高阶的无穷大. 

同时，当 : r — oo 时， rr 2 是比 a : 更高阶的无穷大. 

不要以为在选用 : r " 描述函数的渐近行为后，就能用某个数 n —— x 的幂—— 
去刻画一切无穷大或无穷小. 

例 28我们来证明，当 a > 1 不论对哪个 n €厶都有 

T n 

lim — = 0, 

x—*+oo CL X 

即当 a : — + oo 时， x n = o ( a x ). 

◄当 n < 0 时，结论显然成立.设 n € N . 令 g = W ， 则 g > 1，且$ =(吾)， 

于是 n n 

lim = lim ( = lim . lira = 0. 

x-*+oo a x x-*-foo \ q x / x-*+oo q x *-*+oo q x 

- - - - ^ 

n 个 

这里利用了归纳法原理，乘积极限的定理以及例 22 的结果 .► 

因此，如果 a > 1,对于任何 n e Z , 则当 : r — -f oo , x n = o ( a x ). 

例 29 现在把上例推广，证明当 a > 1时，对于任何 a€K 

lim ■— = 0, 

*—+oo a x 

即当 a ： — + oo 时, a: Q = o ( a x ). 


^ 实际上，取数 n e N 使得 n > h 这时，当 rr > 1 时得到 

x a x n 
0 < — < — . 
a x a x 

依据极限性质及前例之结果，即可推得 ^=0. ► 

例30证明当 ( x > l 时，对任何 a € R ， 



即当 x — 0且 x G R — 时， a 一含= o { x Q ). 

◄令 x = ^据复合函数极限定理，并利用上例之结果，就得到 

v 



t^oo 


t ^_ 

a # 






例 31 证明当 a >0时， 


lixn 心=0, 

z—+oo X Q 

即对于任何正幕指数 a , 当 x — +oo B 寸， log a x = o { x Q ). 

4如果 a > 1,就令 x = 心' 这时，根据指数函数与对数函数的性质，复合函数 
极限定理，以及例29之结果，求得 

lim 心 = Ihn lim 1 = 0. 

x-^+oo x Q *-^+oo a 1 t —♦+(» 

如果 0 < a 七1，则 i 〉1，作代换 x = a - 啦 后得到 

a 

(_l\ 

lim ^° ga — = lim —— = —— lim -~-j = 0. ► 
z-*+oo x a t—+oo a -t a t-*+oo / i \ 

\ a ) 

例 32 再证明对于任何 a >0, 

x Q log a x = 0 ( 1 )， 当 x —* 0 ,x E R +. 

◄ 只要证当 a > 0 时 lim x a log a x = 0. 设 a : == ^，应用复合函数极限定理 


及前例之结果，得到 


l0g a © 


lim x Q log a x = lim - - - = - lim —— = 0. ► 

R +3 X—o & ° e—+oo t a t—+oo t Q 

定义 23 我们约定，把两个函数 /j 对于基 S 最终满足关系 /( a ) = 0( x ) g ( x ) 
记作/ ^ 0 ( 9 ) 或对于基 BJ = 0&), (读 作对于 B ,/ 等于大 Op ), 其中的 /?( a :) 是关 
于 S 最&有界的函数. 

特别地，记号/ = 0(1) 表示对于基函数/最终 有界. 

B 


例33当 a : — oo 时，(^ + sinx ) re = 0( x ). 


定义24如果/ $ O ⑷且分^ 0(/)，就说对于基 B ， 函数 f 与 g 是同阶的， 
并记作：对于基少 

例34当 a : — oo 时，函数 （2+ sina :) a : 与 2 ：是同阶的，但当 x -♦ oo 时， ( l + sinx ) a : 
与 x 不同阶. 
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条件： /与0对于基 S 同阶,显然等 价于： 存在数 ci > 0, C2 > 0及基 S 之元素 
B , 使得在 B 上，关系式 

ci\g(x)\^\f(x)\^c 2 \9(x)\ 

或 

爿 /(x)K 1 咖 ) K ^\f(x)\ 

C 2 Ci 

成立 • 

定义25如果函数 f 与 g 对于基 S 最终满足关系 /( a :) = ^ gix ), 其中 
lip 7(4 = 1，就说对于基函數/渐近于函数仏或者简称为/与 P 等价. 

我们把 f 与 g 的这种关系记成或对于基 卜 g . 

我们用“等价”这个词是合适的，^为 


(/;/)， 

U ^9) => (9^ /)» 

(/ ^ ^) A / i ) =► (/ ^ h ). 

实际上，关系/ ^ /是显然的，这时 7 ( x ) 三 1. 此外，如果 lim 7 ( x ) = l , 那么， 

，点=1’齡 ) = ☆/ ⑷. 

这里只需说明，为什么可以认为 7(4 / 0. 如果在元素历€ S 上/⑷= 7( WP (岣成 
立，而在元素 氏 € S 上 • < |7(^)1 < \ 成立,那么，就能在 B 中取元素 B C BinB 2l 
使以上两关系都成立，在月之外，为了方便，可认为处处 7(4 三 1. 这样一来，确实 
(f 〜 9) => (9 〜 f ). 

最后，如果在 Bi € B ± f ( x ) = 71( 工) P ⑷，而在忍 2 € S 上夕⑻= I2 ( x ) h ( x ), 
那么取 B C 历 n € S ， 则在 B 上以上二关系同时成立，所以在 S 上 /( x ) = 
7 i ⑷72⑷ "⑷ .但 


lim 7 i ( x )72(^) = Hm 7 i ( a ：) - 1^172(工）= 


这样就验证了 S - h . 

指出以下的事实是有好处的 •• 因为1#7⑷=1与 7( x ) = 1 + a (: c ) 等价，其中 
lima ( x ) = 0,所以对于基 B , / ^ 夕与 f ( x ) = g { x ) + a ( x ) g ( x ) = g ( x ) + o ( g ( x )) 等价. 
6 我们看到，若函数夕⑷与/⑷对于基 S 等价，则借助函数 P ⑷去逼近函数 
/( x ) 时,其相对误差 | a ( x )| = | ’ ( . X — 严扭 |是对于 S 的无穷小. 

我们来讨论几个例题. 




例 35 当 : r — oo 时， x 2 + a : = (1 + D rr 2 〜: r 2 ， 

此二函数之差的绝对值 工 

1( 工 2 + x ) - x 2 | = \ x \ 

趋于无穷.当 a : 2 + x 用与之等价的: r 2 代替时,相对误差^ = +当 x — oo 时，趋 
于零. 

例36在本段开头曾谈到著名的素数分布的渐近规律.现在我们已能写出它的 
精确表达式了 •. 

°°时 • 

例37因为 lixn — = 1,所以当 re — 0时 ， sinx - X ,这又可以写成等式 

x -^0 X 

sinx = x 4- o ( x ) 当 x — 0的 形式. 

例38证明当 a : — 0时， ln(l + x ) — x . 

M lim 比 - (1 — = lim ln(l + x ) 含 =In Qim(l + x ) 含 ) =In e = 1. 

在第一个等式中用了 log a ( b a ) = alog a 6, 在第二个等式中用了 = log a 6 

t—^O 

= log a ( limt ) . ► 

于是，当 z — 0 时， ln(l + x ) = x + o { x ). 

例 39 证明当 x — 0 时， e : = 1 + z + o ( x ). 

，鹄 ¥ 叫或 

在上式中，我们作了代换 X == 111(1+0，# — 1 = <，并利用了当 rr — 0时， 
e - - 6° = 1 ? 以及当 a :# 0时， e * # 1. 这样，根据复合极限定理及上例之结果，即得 
欲证. ► 

于是，当 a : — 0时， e 25 - 1 〜 x . 


例40证明当 X — 0 时， （ l+a：)a = l + aa: + oOr ). 

• (l+x) a -l .. e QlD ^ 1+x) -1 aln(l-fx) 
^ I^Io x — *-^o aln(l +x) x 


!. e * — 1 ln(l -f x ) 

= a lim - - lim - = a. 

t—o t o x 

在计算时，假定了 a # 0,做了代换 aln(l + x) = 并利用了前两例之 结果. 
如果 a = 0时，结论是显然的 .► 

于是，当 a; — 0时， （1 +a：) Q - 1 〜 ax. 

当计算极限时，有时要用到下面的简单 命题. 




命题 3 设/ ^ /，那么， limf ( x ) g ( x ) = lim /( x ) p ( x ), 如果这两个极限至少有一 
个存在. 6 B 

◄ 实际上，既然/⑷= 7⑷/⑷且 lim 7( x ) = 1,就有， 

lira f ( x ) g ( x ) = \ im ^( x ) f ( x ) g ( x ) 

= \ imy ( x ) hmf ( x ) g ( x ) = \\ mf ( x ) g ( x ). ► 

例 41 

” In cos x 1 ” In cos 2 x 1 ln(l — sm 2 x ) 

1 - sin 2 x 1 x 2 1 

在这里，我们利用了：当 a — 0时 ln(l + a ) 〜 a ; 当 a : — 0 时 sin a : 〜 : r ; 当 

冷 — 0 时〜^ ,以及当 x — 0时， sin 2 x ^ x 2 . 
sinp (5 

我们证明了，在求单项式极限时，对于已知基相互等价函数可彼此替代.但这条 
规则不能应用于求函数的和或差. 

例 42当 x — ► + oo 时， Vx 2 + x 〜 X ，但是， 


lim (\/ x 2 + x — x ) ^ lira (x — x ) = 0. 


实际上， 


/.... ■ 

lim (\/ x 2 + x — x ) = lim / ； - - = lim 

c-*oo x-*+oo y / x 2 + a ： + X x-*(X 


X 


我们还应注意关于记号 0( ),0() 在分析中广泛用到的几个变换 规则. 


命题4对于给定的基，有 

a ) o { f ) + o { f ) = o (/); 

b ) o (/) 也是 0(/); 

c ) o(/) + 0(/) = 0(/); 

d ) O ⑺ + 0(/) = 0(/); 

e ) 如果 ^( x ) / 0,那么 


o(/(x)) 



并且 


Q ( f ( x )) _ n ( f ( x )\ 

分(工） ""^ 9 (^) > 





这些关系式，一方面可当作计算公式，另一方面，即将看到，它们本身就包含了以下 
的渐近公式，这些渐近公式是例 37-40 中所得公式的 推广： 

e I = l-f + + + 0( x n +1 ), 当 x — 0 

cosx = 1 — - a : 2 + … + ^||- x 2fc + 0( x 2 fc +2 ), 当 x — 0 

sinx = Ix-i,3 + ... + + 0( x 糾) ，当 a :— 。 

ln(l + x ) = x —备 x 2 + ••• + ( ~ 1 ^-- x w + 0( x n+l ), 当 x — 0 

( 1+rcr = 1 ^- + ^ilx 2 + … + + 外 n +1 )， 

1 ! l \ n ! 

当 a ; — 0. 

这些公式通常是求初等函数极限的最有效的工具.同时指出一个有用的事 实：当 
x — 0时， 

0( x m+1 ) = x m+1 • 0(1) = x • x m • 0(1) = x m • o ( l ) = o ( x m ). 


最后，作为应用这些公式的示范，讨论几个例子. 

例 43 

x-sinx x - (z - & + 0(x”) 

1^0^— = i^o -^- 


= ^o{h^° {x2) ) = h- 


例 44 lim 



+ x 3 


由此得到 


\fr^~ cos i = fi^ +0 (i)^ x 


因此，所求之极限等于 


例45 


(士 + o ( 去 )X 


(4)丁 


= x limexp { x [ ln(l + i ) - l ] } 

= lim exp | x 2 In _ x | 

=Jim exp { x 2 [^- 2 ^ 2 + 0 (^)]- x } 

=! e OQ 卜 —*• 


练习 

1. a) 试证，定义在 R 上且满足要求 


/(I) = a,a > 0,a / 0, 
f ( x \) - f ( x 2 ) = /(xi +x 2 ), 

当 x — a：o 时， /(x) ― ► f ( x 0 ) 

的函数存在且唯一. 
b) 试证，在 R + 上定义且满足条件 

/⑷=1， 

/(xi) + /(x 2 ) = f(xi - x 2 ), 

当 xo € R+ 且 R + B x —* xo 0^, f ( x ) —♦ /(io) 的函数存在且唯一 • 

提示再次研究例10中所讨论的指数函数与对数函数的结构. 

2. a) 试构造双方单值对应 v? : R R+ 满足：对任何 x ， yeR 成立 w(a: + y) = ^ p ( x ) - ^ p ( y) y 
亦即，原像（在 R 中）的加法运算对应像（在 R+ 中）的乘法运算.这样的映射的存在性 
表明，群 （R，+) 和 （R+，.） 作为代数对象是一样的，或者说,它们同构. 
b) 试证，群 （R，+) 与 （R\0 + ,.) 不同构. 


3. 求极限: 
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a ) 

b ) lim xi ; 

X — ♦+«> 

c ) lim 

x—0 X 

d ) lim -- 

*—o x 

4. 试证 

1 + 士 +- K 丄 = lnn + c + o ( l ), 当 n 一 oo . 

2 n 

这里 ‘ c 是常数 (c = 0.577 21... 叫做欧拉常 数). 

提示可用 

5. 试证 CO oo 

a ) 如果两个级数 £ an ， f ； 6 n 都是正项级数，且当 n — oo 时 a „〜 fe „， 则这两个级数同 

时收敛 f 同时 n " 

b ) 级数 g sin 4仅当 P > 1 时收致. 

n=l ^ 

0. 试证 ^ 

a ) 如果对于任何 n € N 有 a „ 彡 a n +i > 0,且^ a „ 收敛，则当 n — oo 时 a n = o 

b ) 如果 6 n = o 则必能做出一个收敛级数 ga ni 使得当 n — oo 时，= o ( a n )； 

c ) 如果正项级数 f > n 收敛，则以 An = J f ： a fc - Jf ： a k 为项的级数 £ ‘ 也 

n=l y fc = n-l V k=n n=2 

收敛，并且当 n — oo 时， a „ = o ( i 4 n )； 

d ) 如果正项级数 § an 不收敛，那么，以 An = 

n=l V fc=l 

也不收敛，并且当 n — OO 时，儿》= o ( an ). 

由 C ) 与 d ) 推知，没有任何收敛（发散）级数，能够做为用比较法对其他级数判断收敛（发散) 
的万能的标准级数. 

7. 试证 ㈤ 

a ) 级数 f ； In a n ,On >0^€^收敛，当且仅当数列 { n n = q …… a n } 有不为零的极 

n=l 

限； 。o 

b ) 级数 g In(l + 如） 绝对收敛，当且仅当级数 g an 绝对收敛，其中 | cin | < 1. 

n=l n=l 

提示参看问题 5 a ). 

8. 设数列 n n = n e fc 有有限的异于零的极限 n , 就说无穷乘积 e * 收敛,且记= n . 

fc=i fc=i fc=i 

试证 oo 

a ) 如果无穷乘积 fl e n 收敛，则当 n — oo 时， e „ — 1; 

n=l 

b ) 如果 Vn € N ( e n > 0), 那么，无穷乘积 fl 〜收敛，当且仅当£ In e n 收敛； 





C ) 如果 e n = l + On , 并且所有 On 同号，那么，无穷乘积 n(l + a n ) 收敛，当且仅当级数 

n=l 

§ an 收敛. 

n=l 

9. 试求 

a ) fj(l + x ”； 

n=l 

b) n cos 磊， 并证明韦达①公式 

n=l ^ 



c) 函数 /( x ), 如果 

/⑼=1， 

/(2x) = cos 2 x - /(x), 

当: F — 0 时， /⑷― /(())• 


提示 x = 2.^. 

10. 试证 ^ 

a) 如果 1 ^- = 1+/?„(打=1，2，".），并且级数£久绝对收敛，则3 lim h 

t>n + l n =l 00 

b) 如果 i = l + £+a n (n = l，2, …），并且级数 Ta n 绝对收敛， 则〜 

® n+l n n=l 

n —» oo; 

c) 如果级数 g 知满足 i = 1 + £ + On, 且级数 £ 如绝对收敛，则级数 

n=l On+1 n n =l 

P >1 时绝对收敛，而当 P < 1 时发散（级數絶对收敛性的高斯检验法）. 

11. 试证，对任何正项序列 {a n } 必有 


6 R ； 


nsrfi 

i-*oo \ 


+ On+1 


> e ， 


且这一估值是最好的. 


①韦达 ( Veite)(154O-1603) ——法国数学家，现代代数符号体系的创始人之一. 




第四章连续函数 


§1. 基本定义和例子 

1. 函数在一点处的连续性设/是定义在点 d € R 的某个邻域中的实值函数. 
直观地说，函数/ 在点 a 处 连续， 是指它的值 /(X) 随着自变量 rr 趋近点 a 而 
趋近于函数在该点 a 处的值 /( a ). 

现在我们把函数在一点连续概念的这种描述精确化. 


定义0称函数/在点 a 处 连续， 如果对于函数在点 a 处的值 /( a ) 的任何一 
个邻域 V (/( a )) f 都存在点 a 的这样一个邻域 17( a ), 它在映射/下的像含在 V (/( a )) 
中. 


我们引人这个定义的形式逻辑写法及其在分析学中常用的两个变形： 

(/ 在点 a 连续):= ( VV (/( a )) 3 U ( a ) (/( t /( a )) C V (/ ⑷ )))， 

Ve > 0 3 U ( a ) Vx € ⑷ (|/( x ) — /( a )| < e ), 

Ve > 0 3<5 > 0 Vx € R (|x — a | < <5 =» |/( x ) — /( a )| < e ). 

对于实值函数，这几种表述是等价的，这是由于（正像已经不止一次地指出过的 
那样）点的任何一个邻域都包含该点的某个对称邻域. 

臂如说，如果对于点 /( a ) 的任意一个 e 邻域 V e ( f ( a )) 都可以选出点 a . 的一个 
邻域 l /( a ), 使得 


C /( a )(|/( x ) - /( a )| < e ) 即/剛 ） C V £ ( f ( a )) 
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的话，那么，对于任意一个邻域 V (/( a )), 同样可以选出点 a 的相应邻域来.实际上, 
只要先取 V c (/( a )) C V (/( a )), 然后再根据 V £ ( f { a )) 来找 U { a ). 于是 


/( C/ ⑷） C V e { f { a )) C V ( f ( a )). 


这样一来，如果函数在点 a 依上述第二种定义是连续的，则它依原始的定义亦 
在此点连续.反过来是明显的.因此前两种表述的等价性已经得到了验证. 

进一步的验证留给读者来做. 

为了把注意力集中于函数在一点处的连续性这一基本概念，起初我们简单地假 
定了函数/在点 a 的整个邻域上有定义.现在来考察一般的情形. 

设/ : — R 是定义在某个集合 ECR 上的实值函数，而 a 是函数定义域中的 

一*点. 

定义1称函数 f •• E — R 在点 a G E 连续，如果对于函数在 a 点所取的值 
/( a ) 的任意邻域 V (/( a )), 存在点 a 在集 E 中的一个邻域 〜⑷ ①，它的像 f ( U E ( a )) 
含在 V (/( ci )) 中. 

于是 


U •• E — Rga€ £；连续）:= (W(/(g)) (f(U E (a)) C V(/ ⑷ ))). 

当然，定义 1 也可以用前面见到的那样的 e - 6形式 写出. 在需要做数值估计的 
情况，这种形式的定义常常是有用的，甚至是必需的. 

我们写出定义1的这些变形 •• 

(f : E — R 在 a € £连续）：= (Ve > 0 ⑷ Vx € U E (a) (|/⑻- /(a)| < e)). 

或者 

(f : E — R 在 a € e 连续）： =(Ve > 0 3(5 > 0 Vx € E (Iz — a| < <5 今 |/(x )-/( a)| < e )). 
现在我们来详细地讨论函数在一点处连续的概念. 

1。 如果 a 是集£的孤立点,也就是说不是五的极限点，那么，存在 a 点的一个 
邻域 [/( a), 其中除了 a 点本身外不含有芯的别 的点. 在这种情况下， U E ( a ) = a, 因 
此不管邻域 V(/(a)) 如何，恒有 f ( U E ( a )) = /(a) C V(/ ⑷). 于是，函数在定义域的 
任何孤立点处显然都是连续的.但这是一种蜕化的情形. 

2。 因此，连续这一概念的有实际内容的情形是 a € S 且 a 是 E 的极限点的情 
形.从定义1看到 

(/:£；-> IR 在 E 的极限点 a €五处连续）分 (^lim /(x) = /(a)). 

w £ ； 3x—♦a 

①注意， U E { a ) = EnU ( a ). 



◄ 事实上，如果 a 是五 的极限点，则点 a 的空心邻域心⑷= U E ( a)\a 的基 
E 3 x — a 有定义. 

若 f 在 a 连续，那么，对于邻域 V (/ ⑷)，找一个邻域心⑷使 f ( U E ( a )) C 
以/⑷)，同时就有 f ( U E ( a )) C V (/ ⑷)，于是根据极限的定义 ， Jim /⑷= /( a ). 

反之，如果知道 lim /⑷=/⑷，则对于邻域 K (/( a )), 存在空心邻域&⑷ 

E3x-*a 

使 f ( U E ( a )) C V (/( a )). 但由于 /( a ) € V (/( a )), 所以 f ( U E ( a )) C V (/( a )). 根据定义 
l , 这就意味着函数/在点 a e 尺连续. ► 

3。由于关系式 lim f ( x ) = /( a ) 可以改写成 

E3x—*a 



我们现在得到这样一个有用的 结论： 在一点连续的函数或运算，并且仅仅是这样的函 
数或运算，可以同极限运算交换次序.这就表明，在数 a 上完成运算/所得到的数 
/( a ), 可以依任意精确度借助于在贵 a 的具有相应精确度的近似值工上完成运算/ 
来逼近. 

4。如果注意到，当 a € 芯时 ，点 a 的诸邻域 U E ( a ) 构成一个基氏(这与 a 是集 
合的极限点还是孤立点无关),那么我们就会看到，函数在点 a 处连续的定义1,与数 
/( a ) ——函数在点 d 处的值——是函数/关于这个基的极限的定义是一样的，即 

(/••£； — R 在 a € E 连续）分 ( Hm /( x ) = /( a )). 

• 5。但我们发现，如果 ㉟ /⑷存在，那么，由于对于任意的％⑷ mae U E ( a )、 
于是这个极限非等于 /(«) ¥可. 

这样一来，函数/ •• E — R 在点 a € E 处连续等价于函数关于点 a 在 E 中的 
诸邻域（但不是空心邻域） U E (a) 的基有极限. 

于是 

(f •• E — R^Eae E 连续）勞 (3 Hm /( a :)). 

6。根据极限存在的柯西准则，现在可以说，函数在点 aeE 连续当且仅当对于 
任意的 e > 0,存在点 a 在五 中的邻域 U E ( a ), 使在 U E ( a ) 上函数的振幅 a ;(/， U E ( a )) 
小于 e . 

定义2错 w (/， a ) = lim a ;(/， t /| ⑷ )( 其中 C / i ⑷是点 a 在集中的 6 邻域) 

5—*0+0 

叫做函数 f:E — IR 在点 aeE 的振幅 • 

符号 a ;(/， X ) 已被使用，它表示函数在集 A ： 上的 振幅. 但是我们永远也不考虑 
函数在一个点所成的集上的振幅（这个 振幅辱 然等于零)；因此，符号 w (/; a )， 其中 a 
是一个点，永远表示我们刚刚用定义 2 引人士函数在一点处的振幅这样一个概念. 
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函数在子集合上的振幅不超过它在集合上的振幅，因此， u ;(/， t /|；( a )) 是 (5 的非 
增函数.由于它是非负的，那么，或者它当 (5 — 0 + 0时有有限的极限，或者对于任 
意的6 > 0, a ;(/, t / i ( a )) = + oo . 在后一种情 形时， 自然认为 cv ( f ， a ) = + oo . 

7。使用在6。中叙述的定义2,现在可以做这样的 概括： 函数在一点处连续当且 
仅当它在这点处的振幅等于零.写作： 

(f : E 一 R 在 a € 五连续)分 (a ； (/ ， a) = 0). 

定义3称函数 f:E^R 在集合 E 上连续， 如果它在集合 E 的每点都连续 • 

我们约定把一切在集合 E 上连续的实函数的集合记作 C ( E ; R ) 或简记为 C ( E ). 
我们已经讨论了连续函数的槪念，现在我们来考察一些 例子. 

例1如果/ : — R 是常值函数，则/ € C(E). 这个论断是明显的，因为 

f(E) = c € Vic), 不管 c € R 的邻域 V ( c ) 怎样它都成立. 


例2函数 f ( x ) = a : 在 IR 上 连续. 

实际上，对于任意的点 : To e R , 只要 |x - x 0 | < <5 = e , 就有 1/(4 一 /( x 0 )| = 
\x - xo | < e . 

例 3 函数 f ( x ) = sina : 在 R 上 连续. 

事实上，对于任意的点吻€ R ， 只要 |x - x 0 | < ^ = e , 我们就得到 



我们使用了在第三章§2第 2 段 d 款例 9 b ) 中证明了的不等式 | sinx |^| x |. 


例4函数 /Or) = cosa: 在 R 上连续 • 

实际上，像上例中一样，对于任意的点 e R ， 只要 \ x - x 0 \<S = e , 我们就有 

…X Xo X - Xo 

|cosx - cosxol = —2sin —-— sm —-— 

X — X() I 

彡 2 sin — - — ^ |x — xo| < e . 

例 5 函数 /(x) = #在 R 上连续 • 

实际上，根据指数函数的性质 3) (见第三章§ 2 第 2 段 d 款例 10 a ))， 在任意点 
x 0 € R 处，有 


现在我们知道，这等价于函数#在点 aro 连续. 

例6函数 /( a :) = log a a : 在定义域 R + = {xe R|x > 0} 的任意点吻€ R + 处 
连续. 

事实上，根据对数函数的性质 3) (见第三章§2第2段 d 款例 10 b ))， 在任意点 
xo € R + 处，有 

lim log a x = log a x 0 , 

这等价于函数 log Q X 在点: To 处连续. 

我们顺便对任给的 e > 0 来求点吻的这样的邻域 U R + ( xo ), 使得在任意的点 
X e Ur t ( xo ) 处有 

I loga X — log a x 0 | < e . 

这个不等式等价于关系式 

-e < lo ^ — < e . 

X 。 

为确定起见，设 a > 1; 那么最后的关系式等价于条件 

xoa~ e < x < Xoa e . 

区间 ] x 0 a ^ y x 0 a e [ 就是点吻的待求的邻域.有益的是注意到这个邻域不但依赖 
于《 e ， 而且也依赖于点 xo 本身.这一点在例1〜4中不曾出现. 

例7任何数列 /: N - R 都是在自然数集 N 上连续的函数，因为集 N 的每个 
点都是它的孤立点. 

2. 间断点为了更好地掌握连续这个概念，我们要弄清楚函数在它的不连续的 
点的邻域里会是怎样的. 

定义4如果函数/ : — R 在集五的某点不连续，则此点叫做函数/的间 

断点. 

只要做出“函数/ :五 — R 在点 a € 连续”这一命题的否定，我们就得到 a 

是函数/的间断点的定义的下列 写法： 

(ae £；是函数/的间断点）:= (3 F (/( a )) V % ⑷⑷ ( f ( x ) i V ( f ( a )))). 

换言之 ， a € 是函数 f : E 的间断点，如果函数在点 a 的值 /( a ) 有 
这样一个邻域 K (/( a )), 使得对点 a 在集合 E 中的任何一个邻域 t / s ( a ), 都存在点 
U E ( a ), 它的像/⑷不含在 V (/ ⑷）中. 

这个定义的 e - (5 形 式是： 


3 e > 0 V <5 > 0 3 a : € 五 （|x — a | < <5八 \ f ( x ) - /( a )| > e ). 



我们来看几个例子. 
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例8函数 /( a :) = sgnx 在异于零的任意点 aeR 的一个邻域内为常数，从而它 
在这个邻域内连续.而在零的任何邻域内，它的振幅都等于2,因此, a ;( sgn ，0) = 2.这 
就表示0是函数 sgnx 的间断点.我们还看出，函数在点0处有左极限 o sgno ; = 
-1及右极限 lim sgna : = l ， 但是，这两个极限彼此不等，并且它们都 数在点 0 

x~*0+0 • 

处的值 sgnO = 0不等.这直接证实了 0是函数的间断点. 

例9函数 f ( x ) = | sgnx | 当 a : — 0时有极限 lini | sgna :| = 1,但是 /(0)= 
| sgnO | = 0,因此 

/( x ) ^ /(0)， 

于是0是函数的间断点. 

但是我们会发现,在所给的情况下，只要改变函数在点0处的值,并令它等于1， 
我们就得到一个在点0处连续的函数，也就是说，我们排除了间断. 

定义5如果函数的间断点 aeE 是这样的：存在一个在点 a 连续 
的函数/ :五 — R 使得 f\ E \a = / U \ a , 那么 a 叫做函数 f : E ^ R 的 可去间断点. 

这样一来，可去间断点的特 征是： 极限/⑷=乂存在，但是>1 / /⑷，从 

EBx—^a 

而，只要置 


hx) 




/(X) ， ^xeE.x^a, 
A , 当 a : = a ， 


我们就得到一个在点 a 连续的函数 


例10函数 / Or ) = 


—f sin ^， 当 x / 0, 

=[0,工当 x = 0 


在点 0 间断.并且当 : r — 0时，它没有 


极限，这是因为在第三章§2第1段例5中曾经证明了极限 lijnsin - 不存在.函数 

sini 的图像画在图12 中. 
x 

例8、9和10阐明了下面的术语. 

定义6点(1€ 丑叫 做函数 /•• 五 — R 的第一类间断点，如果极限 


lim f { x ) =: /(a -0), lim /( x ) =： /(a + 0) 

E^x^d—0 E^x — ►tt+O 

都存在①，但它们之中至少有一个与函数在点 a 的值 / ⑷不同. 

①如果 a 是间断点，那么， a 是集£的极 限点. 不过可能有这样的情况，即集£在点 a 的某个 
邻域中的所有的点都在点 a 的同一侧，在这种情况下只考虑定义中所述的极限当中的一个. 





图 12 


定义7如果 a e 五是函数 f : E -^ R 的间断点，并且在这点处定义6所述的 
两个极限至少有一个不存在，那么 a 叫做第二类间断点. 

这样一来，任何一个间断点，不是第一类间断点就是第二类间断点. 

再举两个经典的例子. 


例11函数 

叫做狄利克雷①函数. 



1，若 x € Q ， 

0,若 ： r € R\Q 


这个函数在所有的点都间断，并且，显然它的一切间断点都是第二类的，因为在 
任何区间上都既有有理数也有无理数. 


例12黎曼②函数 



若 a := 兰(三是既约分数）， 
0，若 z € R \ Q . 


我们指岀，对于无论怎样的点 a € R 和它的有界邻域 U ( a ) 以及无论怎样的数 
7 V € N ， 在 U ( a ) 中仅有有限个有理数€ Z，n e N ， 使得 n <见 

因此，只要缩小邻域，就可以认为#于其中的一切有理数（若 a € Q 的话，可能 
除去数 a ) 的分母都比 N 大. 这样一来，在任意点 rr € ⑷处， \ n ( x )\ < - i . 

这样我们就证明了，在任意点 a € R 处 


lira n ( x ) = 0. 

x—a 

①狄利克雷 （ P . G . Dirichlet )(1805-1859) ——德国大分析家、数学家，在高斯 （ C . Gauss ) 逝世 
后 (1855) 任哥廷根大学额内教授职. 

⑦黎曼 （ G . F . Rie m ann )(1826-1866) ——卓越的德国数学家，他的主要著作莫定了整个现代几 
何和现代分析领域的基础. 
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这表明，黎曼函数在任意无理点处都连续.在其他点处，即在点 X e Q ， 函数间 
断，且所有这些点都是第一类间断点. 


§2. 连续函数的性质 

1. 局部性质 函数的那样一些性质叫做 局部的 ，它们是由函数在其定义域中点 
的任意小邻域中的性状确定的. 

因此，局部性质本身刻画的是当函数的自变量趋于所考察的点时，函数在某种 
极限关系中的性状. 

我们将指出连续函数的基本的局部性质. 

定理 1设 /:E — R 是在点连续的函数，那么下列论断成立： 

1 。 函数/在点 a 的某个邻域 U E { o ) 中有界 ■ 

2 。 若 /( a ) 一 0,则在点 a 的某个邻城 U E ( a ) 中函数的所有的值与 /( a ) 同时为 
正或同时为负. 

3。 若函数 p : U E ( a ) — R 在点 a 的某个邻城中定义且和 f 一样在点 a 

处连续，那么函数 

a) (/4-<7 )(x) := /(x) + p(x), 

b ) (f ' 9 )( x ) : = /( x ) •分 ( x )， 

C ) 0 O ( x ):= ^ l ( 在的条件下） 

在点 a 的某个邻域中定义且在点 a 连续. 

4。 若函数 g:Y -^ R 在点 beY 连续，而函数/: £ — V 有/⑷= 6且/在点 
a 连续，那么，复合函数 [ gof ) 在 E 上定义且在点 a 连续 • 

◄ 为证定理只需想到（见§1)，函数/或9在定义域的某点 a 连续等价于此函 
数关于点 a 的邻域基氏的极限存在且等于函数在该点 a 处的值： 


Hm f ( x ) = /( a ), 


hmg ( x ) = 9 ( a ). 


于是，定理 1 的论断 1。、2。、3。 直接从函数在一点连续的定义和函数极限的相 


应性质 推出. " 、 

只是需要说明，比式^确实在点 a 的某个邻域⑷中有定义.这是因为 

QyX) 

按条件 Wa ) / 0且根据定理的论断2。，存在一个邻域 U E { a ), 在它的任意一点都有 
g ( x ) / 0,即在 & E ( a ) 中有定义. 

定理1 断4。是关于复合函数的极限的定理的推论.根据关于复合函数的 


极限的定理 


l ^ n(p o f )( x ) = \ img ( y ) = g ( b ) = g { f { a )) =( 分。 /)(«)» 
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这等价于 （P o /) 在点 a 连续. 

不过，要使用关于复合函数的极限的定理，必须验证对于基氏的任何一个元 
Uy ( b ) 都存在基氏的这样的元 U E ( a ), 使得 f ( U E ( a )) C Uy ( b ). 事实上，若 U Y ( b ) = 
yn U ( b ), 则按函数 f : E — Y 在点 a 连续的定义，对于邻域 [/(!>) = [/(/( a )), 存在 
点 a 在集芯 中的邻域 U E ( a ), 使得 f ( U E ( a )) C U ( f ( a )). 由于/是从映到 V 中 
的，那么， f { U E ( a )) crnt /(/( a )) = U Y ( b ) y 于是我们证实了使用关于复合函数的极 
限的定理的合理性. ► 

例1代数多项式 P ( x ) = a 0 x n + aix n ~ 1 + ••• + 〜 是在 R 上连续的函数. 

实际上，从定理1的3。按归纳法可以推出有限个在某点连续的函数的和和积 
都是在这点连续的函数•在§1的例1和例2中我们已经验证了常数函数及函数 
f ( x ) = a : 在 R 上连续.那么函数 •果 也在 R 上连续，因此多项式 

POr ) 在 R 上 连续. 

例 2有理函数 R ( x )^ ^——多项式的比,在它有定义即 Q ( x ) ^ 0的地方 
处处连续.这是从例1和定理1的论断3°推出的 • 

例3有限个连续函数的复合，在自己的定义域的任何一点都是连 续的. 这是从 
定理1的论断4。用归纳法推出的.特别地，例如函数在 R 上除去它 
没有定义的那些点即点 |(2 fc + l ), fc € Z , 之外是处处连 续的. 

2. 连续函数的整体性质用描述性的语言来说，与函数的整个定义域有关的性 
质叫做函数 的整体性质. 

定理2 (波尔察诺-柯西中间值定理） 若函数在闭区间上连续，在它的两端点取 
异号的值，則在区间上有一点使函数在该点的值为零 • 

用逻辑符号此定理有如下写法①： 

(/ e C [ a }b ]) A (/( a ) - f { b ) < 0) (3 c € [ a , 6]/( c ) = 0). 

^ 把区间 [ a ，6] 平分成两半.若在分点处函数不等于零，则平分所得的两个区间 
中有一个，在它的两端函数取异号的值.现在像处理原来的区间 [ a , &] —样地处理这 
个区间，即把它平分成两半，并且进一步继续这个过程 • 

那么，我们或者在某一步得到一个点 c € [ ci , 礼使得 /( c ) == 0,或者得到一个闭 
区间套 { l n }, 这些区间的长趋 于零. 在后一种情况下，根据关于闭区间套的引理，存 
在唯一的一个点 c e [ a ，6]， 它是所有这些闭区间的公 共点. 按闭区间套的结构，存在 

①我们记得，符号 C ( E ) 表示一切在集 E 上连续的函数的集合.在 F = [ a ，6] 的情形下，常代替 
C{[a,b\) 而简写 C [ o , b j . 
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由诸区间/„的端点组成的两个数列 { z ' J 和{<}，使得 f { x f n ) < 0，/( x ；0 > 0， 

根据极限的性质和连续的定义，我们得到 

lim /«) = /(c) ^ 0, lim /(X’ 乂 ）= /(c) > 0. 

n—oo n—♦oo 

于是 /( c ) = 0. ► 

定理 2 的注 1°定理的证明提供了一个求方程 / Or ) = 0在这样的闭区间上的 
根的最简单的 算法， 在这个闭区间的两端连续函数/ 取异 号的值 • 

2。 于是定理2断定，函数在连续变化过程中，不可能一直不取零值且从正值变 
到负值或从负值变到正值. 

3。 应该审慎地对待2°中那样的文字表述，因为这种表述中所含的意思常常比 
要表达的更多.例如，我们来考察在区间[0,1】上等于-1并在区间[ 2 , 3] 上等于1的 
函数. 显然，这个函数在自己的定义域上连续且取不同符号的值，但处处不为零.这 
个注解表明，定理2所表达的连续函数的性质实际上产生于函数定义域的某种性质 
(以后会弄明白，这种性质是：这个集合应该是连通的). 

定理2的推论若函数 P 在区间上连续且在区间的点 a 和6取值 p ( a ) = 力和 
ip ( b ) = B , 则对于介于4和 J 5 之间的任意数 C \ 存在介于 a 和6之间的点 c ， 使得 
^(c) = C. 

4以 a ， 6为端点的闭区间/含在我们的区间中，因此函数 /( x ) = Wa :) - C 在 J 
上有定义、连续且由于 

f ( a )- f ( b ) = ( A - C )( B - C )<0. 

根据定理2,在 a 和之间有点 c 使 

/(c) = ( p ( c ) - C = 0. ► 

定理3 (魏 尔斯特拉斯 最大值 定理）在闭区间上连续的函数在此区间上有界. 
同时，在区间上存在使函数取得最大值的点，也存在使函数取得最小值 的点. 

◄设/ : — R 是闭区间£； = [ a , fe 】 上的连续函数.根据连续函数的局部 
性质（见定理1)，对于任意的点 x e E ， 存在这样的邻域 U ( x ), 使得在集 U E ( x ) = 
Enf /( x ) 上函数有界.对于一切点 x € E 所构造的这样的邻域 U ( x ) 的全体组成 
闭区间 [ a ， 61的开覆盖，根据有限覆盖引理可以从这个开覆盖中取出有限个开区间 
[/( A ) 、…、 U ( x n ), 它们覆盖闭区间 [ a ，6 j . 由于在集 EHU { x k ) = U E ( x k ) 上函数 
有界，即彡/⑷彡 Mfc , 其中 m fc 、 A 4 G R 且 z € U E { x k ), 那么，在任意点 
x € E = ja ， 处，有 


in{mi, ••- ，爪 fc } 彡 fix) < max{Mi,-** ， M fc }. 
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函数在闭区间& 6】上的有界性被证实了. 

现设 M = sup /( x ). 假定在任意点 a : € E ( f ( x ) < M ). 那么 ，五 上的连续函 

x£E 

数 M - /( o :) 尽管（根据 M 的定义）可以任意接近于零却处处不为零.于是函数 
M 1 1 /(x) 一方面根据连续函数的局部性质是在五上连续的，而另一方面却是在 E 

上无界 k 这与已经证明了的闭区间上连续函数的有界性矛盾. 

于是存在点 ZAf € [ d ，6 j ， 使 f ( x M ) = M . 

类似地，只要考虑 m = in ( E f ( x ) 和辅助函数 / ⑷丄:爪 就可以证明存在点€ 
( a , 6], 在这点处 f { x m ) = m . ► 

我们注意到，例如 fi ( x ) = x , f 2 ( x ) = - 都在开区间五=]0,1[连续，但 A 在五 
上既无最大值亦无最小值，而函数/ 2 在 E X 1 无界. 因此,定理2所说的连续函数的 
性质也和定义域的某种性质有关，这种性质 就是： 从由集合的点的邻域构成的它的 
覆盖中可以取出有限覆盖.以后我们称这样的集合为紧集. 

在转人下一个定理之前我们给出 

定义1函数/ : — R 叫做是在集 ECR 上一致连续的，如果对于任意的数 

e > O y 存在数5 > 0,使得对于任意满足 \ x ^ x 2 \< S 的 点叼、 叼€丑, |/( xi )-/( a : 2 )| < 
e 成立. 

简言之 

(J : E — R —致连续）:= 

= (Ve > 0彐 (5 > 0 Vxi € 五 Vx 2 € 五 （jxi - x 2 \ < 6 |/( xi ) - /( x 2 )| < e )). 

我们来讨论一致连续函数的概念 • 

1。 若函数在集上一致连续，则它在集的任意点处连续.实际上，只要在所述定义 
中置 Xi = a : 和: r 2 = a ， 我们就见到函数 / :£ — R 在点 aeE 连续的定义已满足 • 

2。 一般说来函数的连续性并不蕴含一致连续性. 

例4我们已不止一次地遇到的开区间]0,1[= 芯 上的函数 /( x ) = sin 1是连续 
的.但是，在点0于集 E 的任何邻域之中，函数既取值 -1 也取值1，因此^当 e < 2 
时，它已不满足条件 1/( x 0 - f ( x 2 )\ < e . 

因此，写出函数不一致连续的性质的明显形式是有 益的： 

(f : E — R 不是一致连续的）:= 

= (9 e > 0 V 5 > 0 3 x \ G E 3 x 2 € E (|xi 一 巧 | < <5 八 \ f { xi ) — /(工2)1 > 0). 

所考察的例子显示了函数在集合上的连续性和一致连续性这二者之间的明显差 
异.为了表明在一致连续的定义中是什么地方引起了这个差异的，我们给出表示函 
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数厂芯 — R 在集五 上连续的详细的 写法： 

(f •• E — R 在 E 上连续 ）:= 0 /a e E Ve > 0 36 > 0 ^/x e E 
(\ x - a \< S ^\ f ( x )- f ( a )\< e )). 

这样一来，这里的 (5 是按点 aeEme 来选择的.因此对于固定的 e 它可能 
随着点的改变而改变，这正像在例1中所考察的函数 sini 的情形下所发生的那样， 
或者也如在函数的整个定义域中来考察 k > g a ： r 或 f 的情％那样. 

而在一致连续的情况下，保证可以只按 e > 0来选择&使得在一切点 a €五处， 
从当 a ; e £；满足 |x _ a | < 5必定得到 |/( x ) - /( a )| < e . 

例 5若函数 f : E -^ R 在固定点 x 0 6 R 的任意邻域内都无界，则它不是一致 
连续函数. 

实际上，那时对于任意的 <5 > 0,在抑的邻域内找得到点 m 、 x 2 € 尽管 
\ x \ - x 2 \ < 6 ,都有 |/( xi ) - f ( x 2 )\ > 1. 

在集 R \0 上考察函数 / Or ) = 1情况就是这样.在这种情况下，抑= 0. 

对于定义在正数集上且在点 xo = 0 的邻域内无界的函数 log a x ， 情况也是这样. 

例6在 R 上连续的函数 /( a ：) = x 2 , 在 R 上不是一致连续. 

事实上，在点4 = y / nTl . X ^ = W 处有 

/( x ’ n ) = n + l , f ( x ^) = n , 

其中 n € N ， 因此 f ( x f n ) - /( x ^) = 1. 然而 

- v ^) = n lim ^ n+ ~-^ =0. 

因此，对于任意的 5 > 0,存在点、<，使得 K - <1 < <5,同时 /«) - /«) = I - 
例 7在 R 上连续且有界的函数 /( x ) = sinx 2 在 R 上不一致连续，因为在点 
x' n = 々 (n + 1) 、< = 处有 

其中 n € N , 同时 

在对于函数一致连续的概念及连续与一致连续的对比做了这些讨论之后，我们 
现在就可以认识到下述定理的价值. 

定理4 (康 托尔海涅关于一致连续的定理） 在闭区间上连续的函数在此区间上 
一致连续. 




§2. 连续函数的性质 


◄设/ : E — R 是给定的 函数； 五= [ a ,&] 且/ € C{E). 由于/在任意点 xeE 
处连续，所以（见§1第1段6。）对于 e > 0可以找到 a : 点的这样的邻域…⑷，使 
得函数/在集合 U s E (x) = EnU s (x) 上的振幅 a ;(/, U s E (x)) 小于 q 此处集⑷是 
函数的定义域中那些在 U\x) 中的点所成的集合.对于每点 xeE 都构造具有这种 
性质的邻域.这里量5可以随着点的改变而改变，因此用符号 U s ^( x ) 表示所构造 
的邻域更正确些，虽然比较累赘.不过，由于整个符号都由点 x 决定，可以约定使用 
下列简化的 记法： 

U(x) = V S{x \x) fP V(x) = I/P(*)(:)• 

诸开区间 V{x) y xeE y 其全体构成闭区间 E = [ a ,6] 的覆盖，从这个覆盖中，按 
有限覆盖引理可以取出有限覆盖 V ( Xl ) r - , V ( a : n ) .设 


<5 = min | …， ^( x n )|. 


我们来证明，对于任意的点 W € £,只要 K 一2："| < (5 就成立 1/( x 0 - < e . 

实际上，由于开区间组 K ( xO ,... , V ( x „) 獲盖 E ， 必存在这个组的一个区间 V ( xi ) ^ 
有点 〆 ，即 I ? - < i (5( xi ). 但在这种情况下， 

\x n — x*| ^ |x ; — x n \ 4- \x f — Xj| < <5 4- -6(xi) 

^ ^6(xi) + ^6(xi) = S{xi). 

因此， rr ' 、 x " € U ^ ixi ) = ED U 6 ^\ xi \ 从而 |/(?) - < a ;(/, U S J Xi \ xi )) < 

6 . ► 

前面所举的例子表明，康托尔定理实质上依赖于函数的定义域的某种性质•从 
证明见到，正像在定理3中一样，这种性 质是： 从集 E 的任何由它的点的邻域所成 
的覆盖中都可以取出有限覆盖. 

现在，当定理4已证明之后，重新回到上面已分析过的连续但不一致连续的函 
数的例子是有益的，将能弄清楚,譬如函数 sinx 2 是如何依照康托尔定理在实轴的每 
个闭区间上都一致连续而在 R 上却不一致连续.此事之原因与连续函数一般说来不 
必一致连续的原因完全类似.这一次我们让读者自己弄清楚这个问题. 

现在我们转向本节的最后一个定理——关于反函数的定理.我们面临的问题 
是弄清楚，在怎样的条件下在闭区间上连续的实值函数有反函数，以及在什么情况 
下这个反函数连续. 

命题1 闭区间 E = [ a ,6 j 到 R 中的连续映射/: 五 — R 是单射的充要条件是 
函数 / 在闭区间 [a,6] 上严格 单调. 

◄ 若函数/在任意的集合 ECR 中是增的或减的，则映射 f ： E -^ R 显然是 
单射：在集芯 的不同的点处函数取不同的值. 
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所以，命题1的最本质的内容在于说，任何闭区间的连续单射/ : R 都 

是严格单调的函数. 

假设不是这样，我们就找得到区间 [ a , 6] 的三个点 a < x 2 < x 3 , 使 /( x 2 ) 不在 
f(Xl) fP /( x 3 ) 之间.在这种情况下，或者 /( X3 ) 在/⑹和 f(x 2 ) 之间，或者 f( Xl ) 
在 / Or 2 ) 和 /( x 3 ) 之间.为确定起见，设所述两种可能情形的后一种情形发生.按条 
件函数/在闭区间 [ x 2 , x 3 ] 上连续，因此（见定理2的推论）在这个区间上存在点< 
使 /( x ；) = f( Xl ). 这样一来 ，: n < <且 /(X,) = /( xi ), 这与映射的单射性质不相容. 
/( ❽）在 /( A ) 和 /( x 2 ) 之间的情形可类似地分析. ► 


命题2每个定义在数集 X CR 上的严格单调函數 f : X 都有反函数 

/- 1 : y -^ R , 它定义在函數/的值的集合 y = f ( x ) 上且在 y 上具有与函数/在 
集久上相同的单调性. 

4映射/ : X — y = /( X ) 是满射，即是郓集合 y ±的映射，为确定起见设 
/: X — y 在 X 上增.在这种情况下 


Vxi € X Vx 2 6 X(xi < x 2 <=> /( xi ) < /( x 2 )). ⑴ 

这样一来,映射 / .• x — y 在不同的点取不同的值，即它是 单射. 结果， f'X — 
Y 是满单射，即/是 X 到 K 的双方单值映射.这就是说，当2/ == /(甸时，$ = f ' Hy ) 
这一公式给出的逆映射 r i ： Y -^ x 有定义 • 

把映射/― 1 : Y ^ X 的定义和关系式 （1) 相对照，我们得到关系式 

^yieY Vy 2 €y (r\yi) < r\y2) <=>yi< 2/2), ⑺ 

它表明函数 /- 1 在其定义域上是 增的. 

— Y 在 X 上减的情形显然可类似地分析. ► 

由已证明的命题2可见，如果想知道实值函数的反函数的连续性，研究单调函 
数连续的条件是有用的. 

命题3在集迟 cR 上单调的函数/:五 — R 只可能有第一类间 断点. 

◄ 为确定起见，设/是不减函数.假设 a e 是/的间 断点. 由于 a 不能是 F 
的孤立点，所以 (X 至少是集 

E ~ = {xe E\x < a} 和以 = {x € E|a < x} 

之中一个的极限点.由于/是不减函数，所以对任意点 x € 都有/⑷< /( a ), 于 
是/在上的限制 /| Ea - 是不减的有上界的函数.那么，存在极限 

lim ( f \ E -){ x ) = lim f ( x ) = f ( a -0). 

E~Bx-*a a 一 a-0 



类似地可以证明存在极限 


§2. 连续函数的性质 


=/ ( a + 0 )， 

£3 x —* a +0 

如果 a 是集的极限点的话. 

当/是非增函数时，可以重述所进行的证明，也可以转而考虑函数 -/ 而把问 
题归结到已经考虑过的情形 .► 

推论1若点 a 是单调函数 — R 的间断点，则极限 

^a-0 /(l) = /(O ~ 0)l ^a + 0 /(X) = /(a + 0) 

之中至少有一个是确 定的； 如果/是非减的（或者非增的）那么不等式 

/(a - OK /( a)</(a + 0)( 或者 /(a — 0) 彡 /( a ) ^ /(a + 0)) 

之中至少有一个成立严格的不等号；在这个严格的不等式所确定的开区间中不含有 
函数 的值； 对应于单调函数的不同的间断点的这种开区间彼此不相交. 

◄ 实际上，若 a 是间断点，则它是集五的极限点且根据命题3它是第一类间断 
点.因此，基 

E B x a — 0 和 E 3 x —* a 0 

中至少有一个是有定义的且沿着这个基（当两个基都有定义时，则分别沿着每个基） 
函数/有极限.为确定起见，设/是非减函数.由于 a 是间断点，那么，不等式 
/(a - 0) < /( a ) < /(o + 0) 中至少有一个实际上是严格的不 等式. 由于当 : c € E 且 
x < a 时， 

f ( x ) ^ lim f { x ) = /( a -0), 

E 3 x -* a -0 

而类似地当 a : € E 且 a < re 时 ， /(a + OK /( x ), 所以，由严格不等式 /( a -0) < /⑷ 
或 /( a ) < /(a + 0) 确定的开区间实际上不含有函数的值.设 a : 、 a 2 是函数的两个不 
同的间断点，并设 A < a 2 , 那么由于函数/不减，我们有 

/(ai - 0) < /(ai) < /(ai + 0) < /(勿 一 0)< /( 处 ）< f(a 2 + 0). 

由此推岀，相应于不同的间断点的那些不含函数值的开区间是不相交的. ► 
推论2单调函数的间断点的集合至多可数. 

◄ 根据推论1，我们把单调函数的每个间断点和一个这样的开区间联系起来，这 
个开区间是由函数在间断点处的值和函数当自变量从右边或左边趋于间断点时的一 
个极限来确定的.这些开区间不相交.但在直线上不相交的开区间的集合不可能比 
可数集大.事实上，在这些开区间的每个当中可取一个有理点，那时，开区间的集合 
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就与全体有理数所成的可数集 Q 的子集同势.这就是说，它本身至多可数.单调函 
数的间断点的集合按结构是与这个开区间的集合同势的，因此和它一样是至多可数 
集. ► 

命题 4 (单调函数的连续性准则） 在闭区间五=[( I ，6】上的单调函数 
在 E 上连续当且仅当它的值的集合 /( E ) 本身是一个以 /( fl ) 和/⑻为端点①的闭 
区间. 

◄若/是连续的单调函数，则根据/的单调性，函数在闭区间 >， 6] 中所取的一 
切值都介于它在区间的端点所取的值 /( a ) 和/(6)之间.根据函数的连续性，它必定 
也取到一切介于 /( a ) 和 /(&) 之间的中间值.这样一来，在闭区间 [ a ，6] 上单调且连 
续的函数的值的集合实际上是以 /( a ) 和/(6)为端点的闭区间 • 

现在我们来证明逆命题.设/是在闭区间 la ，6] 上单调的 函数. 若它在某点 
c €[ a ,6] 处间断,则据命题3的推论1，开区间 

]/( c -0),/( c )[, ]/( c),/(c + 0)[ 

中的一个是确有定义的，且它不含有我们的函数的值，但据函数的单调性，这个开区 
间是包含在以/⑷和/(6)为端点的闭区间之 中的. 因此，若在闭区间 [ a ,6] 上单调 
的函数具有哪怕只是一个间断点，则以 /( a ) , f ( b ) 为端点的闭区间就不能整个地含 
在函数的值域之中. ► 

定理 5 (关于反函数） 集 X C R 上严格单调的函数/ : X — R 有反函数 
广 1 : y — R ， 它定义在函數/的值的集合 y = f ( X ) x . 函数广 1 : y — R 是单调 
的，而且它在 y 上的单调形式和函数厂 X — R 在集 X 上的单调形式相同 • 

此外，若 X 是闭区间 [ a ,6], 且函教在此集上连续，則集 y = f ( X ) 是以 /( a ) 和 
f ( b ) 为端点的闭区间，且函數 /—hF — R 在集 K 上连续. 

◄ 定理中关于当 A * = [ a ，& l 且/连续时 , y = /( X )是以/⑷、/⑻为端点的闭 
区间的结论，从上面已证的命题 4 推出.剩下的是验证 r l : Y ^ R 是连续函数•但 
是广 1 在^上单调， y 是闭区间，且 r l ( Y ) = X = [ a ^ b ] 也是闭 区间. 根据命题 4 
我们断定函数/― 1 在以/⑷、/(6)为端点的闭区间^上连续 .► 

例8函数 y = /⑷= sinz 在闭区间上递增且 连续. 这就意味着，这 
个函数在闭区间[-|,|]上的限制具有反函数 x = fD ， 记为 x = arcsin y ， 它 
定义在闭区间 [sin (- , sin |] = [-1，1]上，由-吾递增到|，且在这个闭区间上 
连续. 

①这里，若/是非减的，则/⑷< /⑻;若/是非增的，则/(6) < /⑷. 
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例9类似地，函数 y = cosa : 在闭区间 [0, tt ] 上的限制是递减连续函数.根据 
定理5它有反函数，记为 : r = arccosy , 这个函数定义在闭区间 [-1,1] ±,且在这个 
区间上由值 7 T 递减到值 0. 

例10函数 y = tgx 在开区间：\：=]一吾，吾[上的限制是由 一 OO 向 +00 递增 
的连续函数，根据定理5的第一部分，它有定义在整个数轴 r = R 上的反函数，记 
为 z ^ arctgy ， 且在由它自己的值所成的开区间 ]~^\[ 的范围内递增.为了证明 
函数 rr = arctg y 在它的定义域的任意一点 y 。 处连_，叙们取点 a ：。 = arctgyo 和开 
区间卜 H [内包含点抑的闭区间 [ xo - e , x 0 + e ]. 如果 

x 0 -e = arctg ( y 0 - 6 \) 


以及 


x 0 + e = arctg ( 2 / 0 + 知）， 



那么，根据函数 x = arctg 2 /的递增性质可以断定，当 2 / € R 使得 yo - S \ <y < yo + h 
时，将有 

xq — e < arctg y < xq - he . 


于是当 -(5 i < y - yo < 知时， 


larctgy-arctgyol < e, 

而当 \y-Vol<S = min{S u S 2 } 当然更有此式 成立. 这就验证 r 函数 a： = arctg 2/ 

在点2/0 € R 处的连 续性. 

例11通过类似于上例中所进行的讨论,我们可以明白，由于函数 y = ctgrr 在 
开区间] 0， tt 1 上的限制是由+ 00 递减到- oo 的连续函数，所以它有反函数，记为 
x = arcctgy, 此函数定义在全数轴 R 上，在由它自己的值所成的开区间 ]0,tt[ 的范 
围内从 7 T 到0递减，且在 R 上连续. 

注在作互反函数 y = / Or ) 和 :r = r l { y ) 的图像时，注意到以下事实是有益 
的： 平面上在同一个坐标系中（这个坐标系中只标出第一和第二坐标轴，而不标 a : 轴 
或2/轴）坐标为 （ x ，/( o 0) = (X,!/) 和 ( yj - l ( y )) = ( y , x ) 的两点关于第一象限的平 
分线是对称的. 

因此,互反函数在同一个坐标系中的图像关于这条平分线是对称的 • 


练习 

1 . 证明 

a ) 若 / € C(A ) 且 B C A ， 則 /|s € C(B). 
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b ) 若函数 / :迅 U £ 2 — R 使 f\ Ei e C ( E t )( i = 1,2)，则并不总有 / e C { E Y \J e 2 ). 

c ) 黎曼函数尺和它在有理数集上的限制尺 |q —样，在集 Q 的每点，除零外，都间断，并且 
所有的间断点都是可去间断点（见§1例 12). 

2. 证明，若函数/ € C [ a y b ] t 则函数 

m ( x ) = min f ( t ), M ( x ) = max /( x ) 

a < e^z a < t <* 

也在闭区间 [ a ， fe ] 上连续. 

3. a ) 证明，开区间上的单调函数的反函数在自己的定义域上连续. 

b ) 构造一个具有可数个间断点的单调函数. 

c ) 证明，若函数/ :久 — y 和 r 1 : y — A •互反（这里久、 y 都是 R 的子集）且/在 
A X 0 e x 连续，那么，由此还不能推出函数/- 1 在点1/0 == f ( xo ) e Y 连续. 

4. 证明 

a ) 若/ € C [ a y b ] 且 p € C [ a ， 礼同时/⑷〈夕⑷且/(6)〉 g ( b ) y 那么，存在点 c e M ]， 
在这点处 /( c ) = g { c ). 

b ) 任何闭区间到自身的连续映射/ : [0, 1] — [0, lj 都有不动点，即点 x € [0, 1) 使/(岣= 
x . 

C ) 若从闭区间到 ft 身的连续映射/和 P 是可交换的，即= 则它们有共同的不 

动点. 

d ) 连续映射/ : R — R 可以没有不动点. 

e ) 连续映射/ :】0, 1 H 0,1( 可以没有不动点. 

f ) 若映射/ : [0, 1】 — 【0，1]连续，/⑼= 0，/(1) = 1且在[0, 1] 上 （/ 。 /)( x ) 三 X ，则 
f ( x ) = x . 

5. 证明任意一个在闭区间上连续的函数的值的集合也是闭区间. 

6. 证明 

a ) 若映射/ : [0,1) — [0, 11连续，/(0) = 0、/⑴=1且对于某个 n € N ， 在[0, 1] 上成立 
} n ( x ) := ( / o>y o / )( x ) 三 X ，则 f ( x ) = x . 

b ) 若函数/ : [0, if [0,1] 连续旦单调不减，则对于任意的 ： r € [0，1]，或者 x 是不动点， 
或者 f n ( x ) 趋于不动点，这两种可能至少有一种实现（这里 / n = / o ... o / 是/的 n 
次迭代). 

7•设/ :【0, 1] — R 是连续函数，/(0) = /⑴.证明 

a ) 对于任意的 neN , 存在两端点在这个函数的图像上且长度等于；^的水平线段. 

b ) 若数 f 不是形如^的数，则存在所说的那样的函数，在它的图像上已不能内接上长为^ 

的水平线段. n 

8. 以下述方式对于5 >0定义的函数 w (<5)， 叫做函数的连续模： 

cj ( S ) = sup |/(： El ) — /( X 2)|. 

I*l-*2l< 4 
*1 ,*2€E 

这里，上确界取遍集五的相互距离小于5的一切可能的 点对. 
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证明 

a ) 连续模是非减的非负的函数，有极限① 


o ;(+0) = ^ lim ^ u ;((5). 

b ) 对于任意的 e > 0,存在 <5 > 0,使得对于任意的点 X !, X 2 G 关系式匕 - x 2 | < <5 
殖含 1/(X1) - f ( x 2 )\ < u ;(+0) + e . 

c ) 若 E 是闭区间、开区间或半开区间，则对于函数 f ： E ^ R 的连续模成立着关系式 

+ 厶2)彡 u ；(<5 l ) + u ^2). 

d ) 在全直线上考察的函数 rr 和 sinx 2 的连续模分别是在区域 <5 > 0中的函数 u >( S ) = J 和 
常数函数 u ;(<5) = 2. 

e ) 函数/在集上一致连续当且仅当 u ;(+0) = 0. 

9.设/和 g 是定义在同一个集合 X 上的有界函数 .M 

△ = sup |/⑻一 g ( x )\ 

*ex 

称为有界函数/和 p 之间的 距离； 它表示在给定的集 A •上，一个函数近似于另一个函数的 
好坏程度如何.设 X 是闭区间 [ a ,6). 证明，如果 f.g € C [ a ,6], 那么， 3 x 0 G [ a , 6]，使 
△ = \ f ( xo ) - 9( x 0 ) l 而对于任意的有界函数，此亊一般说来并不成立. 

10. 设八( 0 ：)是 n 阶多项式.我们用多项式来逼近有界函数/ : [ a , 6] — R . 设 

A ( P n )= sup \ f ( x ) - Pn ( x )\ 以及 En ( f ) = mfA ( P n ), 

x €( o ,6] Pn 

其中下确界取遍一切可能的 n 阶多项式.如果 △(&) = En ( f ), 则多项式 Pn 叫做函数/ 
的最佳逼近多项式. 

证明 

a ) 存在零阶最佳逼近多项式 P 0 ( x ) 三 oo . 

b ) 当& 是固定的多项式时，在形如 APn ( x ) 的多项式 Qx ( x ) 中间，存在多项式 Qx 0 ( x ) 
使得 

A ( Qa 0 ) = mjnA ( Q A ). 

c ) 如果 n 阶最佳逼近多项式存在，则 n + 1阶最佳逼近多项式也存在. 

d ) 对于任意的在闭区间上有界的函数和任意的 n = 0，1，2，"* ， n 阶 M 佳逼近多项式总 
存在. 

11. 证明 

a ) 奇数阶实系数多项式至少有一个实根. 

b ) 若 是 n 阶多项式，则函数 sgn P n ( x ) 最多有 n 个间断点. 


①因此连续模通常对5彡0来考察,认为 u ;(0)= a ；(+0). 
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c ) 若在闭区间 [ a , 6] 上有 n + 2个点 x 0 < xi < < x n + i 使得量 

sgnl (/( au )_ POci )) (-1)勺 

对于 t = 0， l，...，n + l 为常数，则 E n ( f ) ^ (而） - 尸„(而)|.这是德拉瓦 

莱-布森①定理. En ( f ) 的定义见题 9. n 

12. a ) 证明对于任意的 n € N , 闭区间 [-1,1] 上定义的函数 

T n ( x ) = cos(n arccos x ) 

是 n 阶代数多项式(切比雪夫多项式). 

b ) 求出多项式 7\、 r 2 、: r 3 、 r 4 的明显的代数表达式并画出它们的图像. 

C ) 求出多项式 T n ( x ) 在闭区间 I - 1 ， 11 上的根以及 fi | r n ( x )| 在闭区间上达到 最大值 的点. 

d ) 证明在 a :” 项的系数为1的一切 n 阶多项式当中，多项式 T n ( x ) 是唯一的与零偏差最 
小的多项式，即 

E 40) = max | T n ( x )| 

( E n ( f ) 的定 义见题 9 ). 

13. 设 /€ CM 1. 

a ) 证明，若对 T n 阶多项式 Pn ( x ) 存在 n + 2 个点 a : 0 < a <…< x n + i , 使得 

f ( Xi )- Pn ( Xi ) = (- iyA ( Pn )- Q y 

其中 

A ( Pn ) = ^ rnax ^ \ f ( x ) - Pn ( x)l 

而 a 是等于 1 或一 1 的常数（这 n + 2 个点叫做切比雪夫交错点)，那么， Pn ( x ) 同时也 
是函数/的唯一的 n 阶最佳逼近多项式（见题 9). 

b ) 证明切比霄夫 定理: n 阶多项式 P n ( x ) 是函数/ € C [ aM 的《佳逼近多项式当且仅当在 
闭区间 [ a , 6] 上存在至少 n + 2 个切比雪夫交错点. 

c ) 证明对于间断函数上面的命题一般说来是不成立的. 

d ) 求出在闭区间 1-1,2] 上函数 M 的零阶和一阶最佳逼近多项式. 

14. 在§2我们讨论过连续函数的局部 性质. 本题把局部性质这个概念精确化. 

我们认为两个函数/和 P 是在点 a € R 处等价的，如果存在该点的一个邻域 f /( a )， 使 
Vx € C /( d ) 有 /( x ) = ^( x ). 两个函数间的这种关系显然是反身的，对称的和传递的，即确实 
是等价关系. 

在点 a 处彼此等价的函数所成的族叫做在该点 a 处的函 教芽. 如果只考察连续函数，那 
么说的就是在点 a 处连续函数芽. 

函数的局部性质就是指函數芽的性质 • 

①德拉瓦莱-布森 ( Ch.-lde la Vail 知 Poussin ) (1866-1962) ——比利时数学家和力学家，著有一 
本很好的分析教程. 
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a ) 对同一点处的数值函数芽定义算术运算. 

b ) 证明，在连续函数芽上的算术运算不越出这类芽的范围. 

c ) 顾及到 a 款和6款，证明连续函数芽构成一个环——连续函数芽的环. 

d ) 称环的子环 J 为环尺的理想，若环 / C 的任意元与子环/的元的积都在 J 中，试求 
点 a 处连续函数芽的环的理想. 

15. 环的理想叫做极 大的， 如果，除自身以外，它不含在任何更大的理想之中.在闭区间上连续函 
数的集合 q a , fe | 关于数值函数的通常的加法和乘法运算构成一个环，叫连续函数环，求这个 
环的极大理想. 
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§1. 可微函数 

1. 问题和引言假设我们要根据牛顿@定律来解决二体开普勒®问题，就是说 
要弄清一个天体 m (行星）相对于另一个天体 M (恒星）的运动.在运动平面内取以 
M 为原点的笛卡儿坐标系（图 13). 那么， m 在时刻 i 的位 S 可以用点 m 在这个坐 
标系中的数值坐标 (x(t) iy (t)) 来表示.我们要求函数 x(t ) , y(t). 
m 相对于 M 的运动是受牛顿的两个著名的定律支 配的： 

一个是把力向锗和由它引起的加速度向 M 通过正比例系数 m ——物体的惯性 
质世③一联系起来的一般运动定律 

ma = F; (1) 


另一个是万有引力定律，它使我们能按公式 


F = G 


mM 

kF* 


求出物体 m 和 M 相互间的引力，其中 r 是以力所作用的物体为起点，以另一个物 
体为终点的向 ft ， M 是向 M r 的长度或者说是 m 和 Af 之间的距离 • 

① 牛顿 (Newton) (1642 — 1727)= 英国物理学家、力学家、天文学家和数学家，最伟大的学者. 
他阐述了经典力学的基本定律，发现了万有引力定律 ,( 与莱布尼茨同时）奠定了微积分学的基础. 
他同时代的人髙度评价了他的贡献.在他的坟碑上 刻着：《这里 安葬的只是牛顿的遗体》. 

② 开普勒 (Kepler) (1571 — 1630) ―著名的德国天文学家，发现了行星运动定律（开普勒定律). 

③ 我们用物体本身的记号表示质摄，这并不引起误会.我们还注意到，如果 m 《 M ， 则可以认 
为坐标系是惯性系. 
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知道了质量 m 、 Af , 按照公式 （2) 不难通过物体 m 在时刻£的坐标 x ( t ) , y ( t ) 
表出方程式⑴的右端，这已用到了所考察的运动的全部特征. 

现在，要想得到关于包含在方程 （1) 中的 x ( t ). y ( t ) 的关系式，就必须学会通过 
函数 x ( t ) , y ( t ) 来表示出方程式 （1) 的左端. 

加速度是对于速度 t ; ⑷的变化的刻画，简单而确切地说，就是速度变化的 速度； 
因此，为了解决我们的问题，首先必须学会通过物体运动的矢径 r (£) = Or ⑴，?/⑹来 
计算物体在时刻《的速度 v ( t ). 

于是，我们就要定义并学会计算物体由运动定律 （1) 决 
定的瞬时速度. 

测最 —— 这就是与标准尺度进行比较.在我们的情况 
下，用来确定运动的瞬时速度的标准尺度是什么呢？ 

最简单的运动形式是自由物体完全按惯性运动的形式. 

这是一种这样的运动，在相同的时间间隔中，物体在空间发 
生（作为向 M 的）相等的位移.这就是所谓的匀速（直线）运 
动.如果点作勻速运动, r (0) 和 r ( l ) 分别是它在时刻 t = 0 
和^ = 1相对于惯性坐标系的矢径，那么在任意时刻都有 

r ⑴ - r(0) = v • t ， 

其中 v = r ( l ) 一 r(0). 于是，位移 r ⑷ - r ⑼在最简单的情况下是时间 的线性函数, 
在这种情况下，在单位时间内的位移向最 v 起着位移 r(t) - r(0) 和时间《之间的比 
例因子的作用.这个向 M 就叫做匀速运动的速度.至于运动是直线的这一结论，可以 
从它的轨迹的参数 方程： 

r(t) = r ⑼ + v • t 

是直线方程看出来（见解析几何教程). 

于是我们知道了由公式 （3) 给出的匀速直线运动的速度根据惯性定律，如果 
物体不受外力，它就做匀速直线运动.这就意味着，如果在时刻〖取消 M 对物体 m 
的作用，那么后者将以某个确定的速度匀速地继续自己的运动.于是，自然认为正是 
这个速度是我们的物体在时刻《的（瞬时）速度 • 

不过，如果没有下面我们立即就来讨论的最重要的情况的话，瞬时速度的这种 
定义就会只是纯粹的抽象，给不出计算这个量的任何办法. 

当滞留在我们已进人的这个（从逻辑上说好像是有“漏洞”的）范围内时，写下 
运动方程（1)，跟着就解释瞬时速度和加速度是什么，那么，我们毕竟会发现，在这些 
概念的最一般的表达形式下，从方程式 （1) 还是可以作出如下有启发性的论断•如 
果力不存在，即 F 三0,那么，加速度也等于#.但若速度的变化速度 d ⑷等 
于零，则显然速度 t ； ⑷大概不随时间 变化. 于是我们得到惯性定律，按此定律，自由 
物体实际上在空间中以不随时间变化的速度运动. 



⑶ 
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从方程 （1) 还看出，数 M 上有界的力只可能产生数 M 上有界的加速度.但若在时 
间间隔丨0，《1内，某个 M P ⑷的变化速度的绝对值不超过某个常数 c ， 则按我们的表 
达方式，量 P 在时间《内的改变 \ P ( t ) - P (0)| 不超过心《，也就是说，在这种情况 
下，在小的时间间隔中 M 只做小的改变（在任何情况下函数 P ⑷都是连续的).这就 
意味着，实际的力学系统在小的时间间隔中它的参量只做小的改变. 

特别地，物体 m 的速度 v ⑴在接近时刻 to 的一切时刻 t 都应该是接近于我 
们企图确定的值 v ( to ) 但在这样的情况下，运动本身在时刻 to 的小的邻域内应 
该与以速度 v ( to ) 所作的匀速运动差别不大，并且我们离开 M 越近，这个差别就应 
越小. 

如果我们通过天文望远镜拍摄下天体 m 的轨迹的话，那么，依赖于望远镜的性 
能，我们所得大致 如下： 



图14 

照片 C 上显示的一段轨迹相应于一段相当小的时间间隔，以致于在这段时间中 
已难于把真正的轨迹同直线区别开来，因为这段轨迹确实像是直线，而运动就像是匀 
速直线似的.顺便说一下，由这一考察，可以断定，解决了瞬时速度的定义问题（速 
度是向 M ), 我们就同时解决/曲线（在上述情况下的曲线就是运动轨迹）的切线的 
定义和求法这样一个纯几何的问题. 

于是我们发现,在我们的问题中，当〖接近时，应有 t ;(«) « v ( tol 即当 t k 
时， V ⑴— v{t 0 ), 也就是当 t — « 0 时，”⑷= v(to) + 0(1). 此时还应有 

r ⑴一 r(to) « v(t 0 )(t - to) 


当《接近 to 时成立，更精确地说，当《 — 化时，位置的改变量 r ( t ) - r ( t 0 ) 等价于 

v (亡 0)(( _ 亡0)，或 

r ⑷- r(to) = v(^o)(i - to) 4- o(v(to)(t — ^ o )), ⑷ 

其中 o ( v ( t 0 )(t - to )) 是修正向 M ， 它的值当《 — 时比向 M v ( t 0 )(t - to ) 的值趋于 
零更快.这里，自然应该对于 V (« 0 ) = 0的情形作出 说明. 为了不把这种情形从一般 



的考察中排除出去，宜于指出 


|v(«o)(t - <o)l = K^o)||^- ^op. 

这样一来，如果 | v ( e 0 )| / 0,那么，董 | v ( t 0 )(t - to )| 与 |t - to | 同阶，从而 o ( v ( to){t - 
io )) = o(t ― to )- 这就是说，代替⑷可以写关系式 


r ⑴- r ( t 0 ) = v ( t 0 )(t - t 0 ) + o(t - to ), ⑹ 

这个式子是不排除 v ( t 0 ) = 0的情形的. 

这样一来，从关于速度的最一般的然而也许是含糊的表述我们过渡到了速度应 
该满足的关系式 （5). 但是量 V (< 0 ) 从 （5) 式单值 求出： 




因此,无论是基本关系式 （5) 本身还是与它等价的关系式（6)，现在都可取作物体 m 
在时刻的瞬时速度 v ( t 0 ) 的定义. 

我们不打算现在就对向 M 值函数的极限问题做详细讨论，而只限于把这个问题 
归结为已经详细考察过的实值函数的极限的情形.因为向量 r ⑷- r ( t 0 ) 有坐标 
( x ⑷一 x ( t 0 ) } y ( t ) - y (^ o )), 所以 

r ⑴一 r(t 0 ) = / x { t ) - x ( t 0 ) y { t ) - y { t 0 )\ 

t — t 。 V t — to ’ t — to / 

这就意味着,如果认为向*间的接近是指的它们的坐标相接近的话，则 （6) 中的极限 
应该理 解为： 



而 （5) 中的吣- M ) 应该理解作一个这样的依赖于 f 的向量，它使得当 t — 纪时向 
量趋于零（即按坐标趋于零). 

最后我们发现，若 v ( t 0 ) ^ 0,则方程 


r ( t ) - r ( t 0 ) = v ( t 0 )(t - t 0 ) 


⑺ 


给出一条直线，根据上述情况，这条直线应该当作是轨迹在点 ( x ( t 0 ) Mto )) 处的 
切线. 

于是， 由线性关系式 （7) 给出的匀速直线运动的速度就是确定运动速度的标准 
尺度.标准的运动方程 （7) 适合于所研究的运动，因为它是关系式 （5) 的要求的.使 
(5) 成立的值 v ( t 0 ) 可以通过极限过程 （6) 求出，叫做 时刻紿 时运动的速度， 在经典 

①这里 |t - M 是数《 - to 的模， -" H 是向量 t ； 的模即长度. 
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力学中研究的用定律 （1) 描述的运动，应该允许与这样的标准尺度来比较，即应该允 
许做 （5) 中所述的线性近似. 

如果？ '⑷= ( x ( t ), y { t )) 是动点 m 在时刻《的矢径，冲）= ( i ⑷ ，彡⑹ = v ( t ) 是 
r ( t ) 在时刻《的变化速度向置，而冲）=⑻ t )， j /( t )) = a ⑷是 v ( t ) 在时刻 t 的变化 
速度向 M 即加速度，那么方程式 （1) 可以写成 

mr{t) — F(t). 

由此，对于在引力场中的运动，我们得到方程 （1) 的坐标形式 

|x(«) = -GM [x2(i) ^ w]3/2) (8) 

| y ( i ) = - GM [x2(t) ^ 2w]3/2 . 

这就是我们原来的问题的精确的数学写法.因为我们知道怎样由 r («) 求以及 
r ( t ), 所以我们现在已经面临着这样一个问题,有什么函数对 ( x ( t ) Mt )) 能给出物体 
m 绕 M 的运动吗？为此，必须求出 x { t ), y { t ) 并检验关系式 （8) 是否 成立. 方程组 
(8) 是所谓微分方程组的一个例子.暂时我们只会验算某一组函数是不是方程组的 
解.怎样求解，或者更正确些说，怎样研究微分方程的解的性质，这些问题在分析学 
的一个专门的分支——微分方程论中研究，此刻我们已能明白，这是一个非常重要 
的学科. 

求向贵变化速度的运算，如已表明的，归结为求某些数值函数 —— 向量的坐标 
的变化速度.因此，必须首先学会在最简单的实自变 M 的实值函数的情况下自如地 
完成这种运算.我们现在就来做这件事. 

2. 在一点处可微的函数我们从两个预备性的定义开始，稍后再将它们做某种 
程度的精确化. 

定义 h 定义在集 ECR 上的函数叫做在五的极限点 a € E 处可 
微，如果存在一个关于自变 M 的增量 x - a 的线性函数使得函数的增最 
/⑷- /⑷表成 

f ( x ) — /( a ) = A(x 一 a ) + o ( a : — a )， 当 x a , x e E . (9) 

换句话说，函数在点 a 处可微是指它的值在所研究的点的邻域内的变化近似是 
线性的，这种近似的误差同点 a 的变化最 x - a 相比是无穷小 #• 

定义0 2 (9) 中的线性函数- a ) 叫做函数/在点 a 的微分. 

函数在一点的微分是单值确定的，因为从 （9) 推出 






因此，函数可微等价于在相应的点处它有导数存在. 

如果把这些定义同第一段中所述内容相比照，则可断定，导数刻画函数在所考 
察的点处的变化速度，而微分则提供了函数在所考察的点的邻域内的最佳线性近似. 

如果函数/ : E — R 在集 E 的不同的点处可微，那么当从一点移到另一点时， 
在 （9) 中无论是量4还是函数 o(:r - a ) 都可能改变（在 （11) 中我们已经清楚地觉 
察到了这一事实).这种状况确实应该在可微函数的定义中指出，我们现在就给出这 
一基本定义的完整写法. 

定义2定义在集 ECR 上的函数 f ： E^R 叫做 在集五 的极限点 x €丑处 

是可微的，如果 _ 

f(x + / i ) - f ( x ) = A { x)h -f q ( x ; / i ), (12) 

其中 /i — A ( x)h 是关于 / i 的线性函数，而 a (: r ; / O 当 * — 0, a : + 五时，等于 o ( h ). 

量 

Ax (/ i ) : = (x + / i ) — x = ft , 

和 

A /( x ; h ) := f(x + /i) - /(X )， 

分别叫做 自变量的增量和函数 （相应于自变量的这个增量） 的增量. 

它们常常用（其实并不完全合理）自己作为&的函数的记号 Ax 和 Af ( x ) 表示. 
这样一来，说函数在一点处可微，指的是它在这点处的增量作为自变童增量九 
的函数近似于一个线性函数，其误差与自变量增 M 的比当 h ^ O 时是无穷小贵. 

定义3定义2中关于 h 的线性函数 /I — A ( x)h 叫做函数/ •• E — R 在点 
xeE 处的微分，并用符号 d / Or ) 或 Df ( x ) 来表示. 





于是， df ( x ){ h ) = A ( x ) h . 
从定义2、 3, 我们有 


A /( x ; h ) - df ( x )( h ) = a ( x ; h ), 

并且当 /i — 0 ，x + / ieE 时， a ( x ; h ) = o ( h ), 就是说，由自变量的增量引起的函 
数增量与线性函数 df ( x ) 在同一个 ft 处的值之间的差是关于/ I 的髙于一阶的无穷 
小量 ■ 

由于这个缘故，我们说 ，微分是函数增量的线性 （主 要）部分 • 

从关系式 （12) 和定义1可以推出， 

Mx ) = f '( x ) = lim ’(工 + ^~ /⑷ ， 

*+h,*€E 

因此微分可以写成 

df ( x )( h ) = f \ x ) h . (13) 

特别地，如果 /( x ) 三 x ， 则显然/'( X ) s 1且 

dx { h ) = 1 • h = h , 

因此有时也说，“自变设的微分就是它的增 M ”. 

注意到这个等式，从 （13) 得到 

df ( x )( h ) = /'( xJdxCft ), (14) 



(15) 

(16) 


即函数学 (函数 df(x) 和 ( ix 的比）是常数并且等于 f\x). 由于这个缘故，人们 

/7 

常常根据莱布尼茨的办法，用记号 ^ 来标记导数.这种记法与后来拉格朗曰① 
提出的记号 r ( x ) 均为人们所使用. 

在力学中，除了上述记号外，还用记号以纟）来表示函数 #(«) 关于时间 t 的导数 
(读作 v 点 o . 

①拉格朗日 ( Lagrange ) (1736—1813) ——著名的法国数学家和力学家. 
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3. 切线； 导数和微分的几何意义设/ •.五 — R 是定义在集 ECR 上的函数, 
而吻是集五的一个固定的极限点.我们希望挑选一个常数 00, 使得它比别的任何 
常数都能更好地刻画函数在点利的邻域内的性态.精确地说,我们希望差 /( x)-co 
当 x — 抑， a : €五时，与任何非零常数相比都是无穷小 M ， 即 

f ( x ) =co + o ( l ) 当 X -* X 0 ,x £ E. (17) 

这个关系式等价于 

eJ ^ o /(X) = C ° - 

特别地，如果函数在点 0:() 处连续，则 

lim f(x) = f{x 0 ) y 

EBx-*x 0 

于是当然有 CO = /( xo ). 

现在我们要求选择一个函数 CO + Cl Or - : r 0 ), 使 

f(x) = Co + Ci(x — xo ) + o(x — xo) 当 x —» xo , x ^ E, (18) 

显然，这是前述问题的推广，因为可以把公式 （18) 改写成 

f(x) = Co + o((x — Xo)°) 当 X Xo,X e E. 

让 0 ； — a : 0 ， a : € £, 从 （18) 式直接推出 cq = lim /( x ), 若函数在这点连续，则 

EBx-*xo 

CO = /(^ o )- 

如果 Co 找到了，那么从（泛）推出 

/⑷一 C 0 

ci = lim - • 

EBx—*xo X — Xo 

而一般说来，假如我们找到了一个多项式 

P n (^0 ； x) —Co-\- Ci(x - Xo) + • • * + Cn(x - X。)' 

使得 

f ( x ) = co -f c\(x - xo ) + ••• + Cn(x — xo) n + o((x — xo ) n ) 当工 xq^x e E. (19) 
那么，我们就可以顺次完全单值地求出 


cn = lim 

v /(x) - Co 

/ ⑷， C 1 - 、〜， 


/I 1 v 

f{x) 一 [Co + … + Cn-l{x - Xo) n_1 ] 

Cji 一 uni 
EBx—x 

o (X - X 0 ) n 
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如果上述所有极限都存在 的话； 而在相反的情况下，条件 （19) 不成立，从而问题 
无解 • 

如果函数/在点: TO 连续，那么，如已指出的，从 （18) 推出 C0 = f ( xo ), 从而我 
们得到关系式 

f ( x ) — /(X 。） = C\(x — Xo) + o(x — Xo ) 当 X — Xo,X G 


这与函数 /( o ：) 在点: TO 可微的条件等价. 


由此求得 


c 1= lim /⑷ - fe l = f ， (X0) . 
EBx—»xo X — Xq 


这样一来就证明了 


命题1 在集 ECR 的极限点 x 0 处连续的函数/: E — R 使线性近似式 （18) 
成立的充分必要条件是它在这个点处可微. 


函数 

tp ( x ) = co + c\(x - xo ) (20) 

当 co = /( xo ) 且 Cl = /'( xo ) 时，是满足关系式 （18) 的唯一的形如（ 2 0)的函数. 

于是函数 

< p ( x ) = /( Xo ) + / , (x 0 )(x - Xo ) (21) 

依下述意义给出了函数/在点吻的邻域中的最佳线性近似：对于任何其他形如（ 2 0) 
的函数 < p ( x ), 当 a : — x 0 ,x € E 时， f ( x ) - ( p ( x ) ^ o(x - Xo ). 

函数 （ 21) 的图像是过点 （： r 0 ， /(:r 0 ))、 斜率为 f ( x 0 ) 的直线 

y - f ( xo ) = / ； ( a ： o)(x - xo ). (22) 

由于直线 （ 22 ) 提供了函数 y = / Or ) 的图像在点 ( x 0 ,/( x 0 )) 的邻域内的最佳可 
能的线性近似,那么，自然会接受. 

定义4如果函数定义在集 ECR 且在点 x 0 £ E 处可微，那么，方 
程 （ 22 ) 给出的直线就叫做这个函数的图像在点 ( xoJ ( x 0 )) 处的切线 • 

图15解释了至此我们已经引人的与函数在一点处的可微性相关的所有基本概 
念： 自变量的增量和与它相应的函数增量及微分的值；在图上画出了函数的图像、图 
像在点代= ( x 0 ,/( xo )) 处的切线以及用以进行比较的任意的一条过几和函数图像 
上某点 P ^ Po 的直线（通常叫做割 线). 

定义4的拓广是 

定义5如果映射 f : E — R，g : E — IR 都在集 BCR 的极限点 x 0 € B 处连 
续且当 z — x 0 、 z € E 时 / Or ) - g ( a :) = o (( a : - x 0 ) n ), 那么就说/和 P 在点: r 0 处 
n 阶相切（或 者更确切地说 不低于 n 阶相 切). 
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当 n = 1时，说/和 p 在点: r 0 处彼此相切. 

按照定义5,映射 （21) 在点 x 0 处与在该点可微的映射 f : E ^ R 相切 • 

现在也可以说,关系式 （19) 中的多项式 P ( xo ] x ) = co+ci(x—xo)+* - •+ c n ( a : - a ： o) n 
与函数/不低于 n 阶相切. 

可以把数 /I = a ; -吻，即自变量的增 M , 看作是一个从: ro 到 rr =卻+ ft 的位移 
的向量.把这样的向姑的全体记作 ® TR ( xo ) 或者 TR X0 . 类似地，用 TR ( 2 / 0 ) 或 7 TR V0 
来表示从点2/0沿 y 轴的位移向 M 的全体（见图 15). 那么，从微分的定义看出，由微 
分 /I — f f { x 0 )h = df ( x 0 )( h ) 给出的映射 


df ( xo ) : TR ( xo ) TR ( f ( x 0 )) (23) 

与可微函数的增量所给出的映射 

h f ( x 0 + / i ) — f ( x 0 ) = A /( x 0 ;/ i ) (24) 


是相切的. 

我们指出（见图 15), 如果说映射 （24) 是函数2/ = /( X )的图像的纵坐标当自变 
量从点:变到点 xo + / i 时的增 tt 的话,则微分 （23) 给出了函数图像的切线的纵坐 
标在自变量的同一增量 ft 之下的增 M . 

4. 坐标系的作用人们对切线的解析的定义4可能产生某种莫明的不满•我 
们将尽力说清是什么东西令人不满.不过我们先从更加侧重几何的角度指出曲线在 
它的一点作处的切线的结构（见图 15). 

①这与通用的记号 T I ( ^或 T I () ( r 7^ 有不同. 
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取曲线的异于 Po 的任意的点 R 由两点 P 0 、 决定的直线，已经指出过，叫做 
曲线的割线.现在让点 P 沿着曲线趋于点 Po , 如果这时割线趋于某个极限位置，那 
么割线的这个极限位置就是曲线在点作处的切线. 

切线的这种全凭直观的定义，此刻对于我们来说是不能接受的，因为我们不知 
道曲线是什么，不知道什么叫做“点沿着曲线趋于另一点”，最后，我们也不知道应该 
怎样理解“割线的极限位置”. 

我们此刻不想把这些概念精确化，而是集中注意关于切线的这两种定义之间的 
基本差别.第二个定义是纯几何的，它与坐标系的选取没有关系.而在第一种情形时， 
我们考察的曲线都是可微函数在某个坐标系中图像，定义的切线都是这种形式的曲 
线的切线.自然可能发生这样的问题，当着在另一个坐标系中表出这条曲线时，相应 
的函数会不会变成不可微的，或者虽然可微，但新的计算的结果所得到的切线却是 
另一条直线. 

这个不变性问题，即与坐标系的无关性的问题，当一个概念是借助于某个坐标系 
引人的时候，总是要发生的. 

对于速度概念也同样有这个问题.速度的概念我们已在第1段中讨论过，并且 
顺便说一下，正像已经见到的，这个槪念包含了切线的概念 ■ 

点、向撤、直线等等在不同的坐标系中有不同的数量表示（点的坐标、向贵的坐 
标、直线的方程).不过，只要知道了联系两个坐标系的公式，就一定可以弄清楚两个 
同一类型的数字表示是不是同一个几何对象在不同的坐标系中的记法.直觉向我们 
暗示，第1段中所描述的定义速度的手续将产生同一个向 M ， 而与在其中进行计算 
的坐标系无关，到研究多元函数的时候，我们将详细地讨论类似的问题.而在下一节 
我们就来验证速度的定义关于不同的坐标系的不变性 • 

在着手考察具体的例子之前我们先总结一下. 

我们已经接触到对运动物体的瞬时速度进行数学描述这样一个问题. 

这个问题归结到对于给定的函数在所研究的点的邻域内用线性函数来近似的问 
题，从几何学上来说，归结到 切线的 概念. 描述实际力学系统的运动的函数，常假定 
是允许做这样的线性近似的 • 

这样就自然地从所有函数中分出了一类可微函数. 

函数在一点处的微分的概念是作为线性映射引人的，它的定义域是从所考察的 
点出发的位移的集合，它描述可微函数的增 M 在所考察的点的邻域内的性态，其误 
差与位移的大小相比是无穷小 M . 

微分 df ( x 0 )( h ) = f { x 0 )h 完全由函数/在点: c 0 的导数 /如 0 )决定，此数可以 


经极限过渡求得 




/( x ) - f { x 0 ) 


导数的物理意义是董 /( o :) 在时刻吻的变化 速度； 导数的几何意义是函数2/ = /化) 


的图像在点 ( x 0 J ( xo )) 处的 切线的斜率. 




5. 一些例子 

例 1 设 f(x) = sin re . 证明 f r (x ) = 


/ , , x 2 sin - - cos 

.. sin(x + / i ) - sinx ” 2 

lim -:- = lim - — 

h-to h /i—o h 


K ) 


=lim cos (x + ^). lim 


• h 


我们使用了关于乘积的极限的定理，函数 
系 siiU 〜《以及关于复合函数的极限的定理. 


的连续性，当 t — 0时的等价关 


例2证明 co^rr = — sinx . 


cos(x + /l) — COS X 

lim -:- = lim 

h-*o h h-*Q 


-2 sin sin 


= - Iimsin ( x + ^) 


h 

sin 5 

lim — = — sin x. 


例 3 证明，若 f(t) = f * cosu;t 则 f’(t) = — ro;sin u)t. 

rcosu(t + h) -rcoscut ~ 2sin (^2) SinLU (^2) 

◄ lim -:- = r lim --- 

h—o h h-*0 h 




sin (0 ；会） 

TIT ' 


=—ruf sin tut. 


例 4 若 f ( t ) = r sin cut W \ f ^ t ) = no cos tut . 

◄ 证明类似例 1 和例 3. ► 

例 5 质点 的瞬时速度和瞬时加速度. 设质点在平面上运动，并且，在固定的坐 
标系中它的运动规律是用时间的可微函数 

X = x[t) y y = y{t) 

来描述的，亦即用向 M r («) = ( x ( t ), y ( t )) 来描述.在本节第1段中我们已经弄清楚 
了点在时刻 i 的速度是向量 


v(t) = r(t) = (±(t),y(t)) f 
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其中 i ⑴、洲是函数 x(t) , y(t) 关于时间 < 的导数 • 

加速度 是向 M <«) 的变化速度，因此 

a ( t ) = v ( t ) = r ( t ) = ( x ( t ), y ( t )), 

其中 x ( t )， m 是函数 x ( t ), y ( t ) 关于 《 的导数,也叫函数 x ( t ) , y ( t ) 的第二阶导数. 

因此，根据问题的物理意义，描述质点运动的函数 x ( t ) , y ( t ) 应该既具有一阶， 
也具有二阶导数. 

特别地，我们来考察点沿着半径为 r 的圆周的匀速运动•设 u ; 是点的角速度，即 
点在单位时间内移过的圆周角的值. 

在笛卡儿坐标系中（根据函数 cosx . sinx 的定义）这个运动表示成 

r ( i ) = (r cos(cjt + a),r sin ( u)t + a )), 

而若 r (0) = ( r ,0) 则写成 

r ( t ) = (r cosc^^rsin u > t ). 

为了简化记法，将认为 r (0) = ( r ，0)， 这并不损害后面结果的一般性. 

那么，根据例3和例4的结果，有 

v ( i ) = r ( t ) = (-ru sin ut,ruj cos ivt ). 

不出所料，从内积的计算. 

( v ( t ) y r ( t )) = - r 2 cjsina;f cos cot + r 2 u ; cosa;f sinu ；^ = 0， 

得到，速度向量 v ⑷与矢径 r ⑴正交且与圆周的切线同一指向. 

其次，对于加速度有 

a ( t ) = v ( t ) = r ( t ) = (― ra ; 2 cos tut , - nu 2 sincjf ), 

即 a ( t ) = - u ) 2 r ( t ), 因此,加速度确实是指向中心的，因为它与向量 r ⑷反方向. 

| a ⑷ | = uJ 2 \ r ( t )\ = uj 2 r = … (:)丨 ■ = 

其中 v = | v (0|. 

从这个公式出发，我们来计算，例如，地球的低卫星的速度值.在这种情况下 r 
等于地球的半径，即 r » 6400公里，而 \ a ( t )\ =仏其中 p « 10米/秒 2 是地球表面 
自由落体的加速度. 

于是沪= \a(t)\r « 10米/秒 2 x 64 x 10 5 米= 64 x 10 6 (米/秒) 2 .从而 V « 8 x 10 3 
米/秒. 




例 6 抛物镜的光学 性质. 考察（图 16) 拋物线 y = ^ x 2 {p > 0), 并做它在点 
(^ o , yo ) = ( xo , ^ x l ) 处的切线 • 



或 

卜(… 0) 一 (” yo) = 0 ， （25) 


其中2/0 = ^0- 

从最后这个方程见到，向 M n = 与直线 （25) 正交.我们来证明向 M 

e v = (0,1) 和以= (- xo , | 一 yo ) 与 n 成相等的夹角•向 M e v 是轴 Oy 方向的单位 
向董，而 e/ 是从切点 (x 0 ,y 0 ) = (x 0 , ^xg) 指向拋物线的焦点 (0, 1 ) 的向池 于是 



( gy > n ) = 丄 

e y || n | |n 



这样就证明了，安放在拋物镜的焦点 (0,0 处的波源给出平行于镜轴 Oy 的光 
束，而镜子使平行于02/轴射来的光束会聚到焦点处（见图 16). 
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例7我们用此例来表明，切线只不过是函数图像在切点的邻域中的最佳线性 
近似，它全然不必像在圆周的情形时那样，或像在一般的凸曲线的情形时那样，与函 
数图像只有唯一的公共点（关于凸曲线将作专门论述 .） 

设函数 /( x ) 给定如下 

/ 工 2 sin 丄，若 x /0， 

f( x ) = \ x 

[ 0, 若: T = 0. 

这个函数的图像用粗线画在图17上. 


如果 

如果 z = 0. 


图17 

我们来求图像在点 (0,0) 处的切线.由于 


所以，切线的方程是 y - 0 = 0 (x — 0)，即 y = 0. 

于是，在我们的例中，切线与 Ox 轴重合，图像与切线在切点的任一邻域中都有 

无穷多个交点. 

根据函数/ : 五 —R 在点工 0 e 五 处可微的定义有 

f ( x ) - f ( xo ) = i 4( xo)(x - Xo ) + o(x - X 。)，当 a : — $ 0 , 0； € E . 

由于这个等式的右边当 x ^ xo . xeE 时趋于零，那么， 




lim f{x) = f(x 0 )y 

E 今 x—xq 
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因此，在一点处可微的函数必定在此点处连续. 

我们来证明反过来当然并不总是对的. 

例8设 /( x ) = | x |(® 18). 那么，在点= 0处 



lim 


/( x ) _ /( x 0 ) 


-o X — Xo 




lim lim M^= lim ^ = 1, 

x-*xo+0 X — Xq x-*0+0 X — 0 x-^0+0 X 


因此，在这点处，函数没有导数，也就是说它在这点处不可微. 



图 18 


例9我们将证 明：当 A — 0 时，有 

e x+h __ e x =e x h + 0 ⑽ 

因此，函数 exp ( x ) = e x 可微，而且 d exp ( x)h = exp ( x )/ i ， 即 de 1 = e x dx , 也就是 

de x 

说 exp ’ a : = exp x ， 即 = e *. 

， e x+h 一 e * = e x ( e h 一 1) = e x {h + o ( h )) = e x h + o ( h ). 

我们使用了第三章 §2 第 4 段例39中得到的 公式： 当 /i — 0时， e h -l = /i + 
o ( h ). ► 

例10当 /i — 0且 a >0 时， 

a x+h 一 a * = 0*(111 a ) h ^ o ( h ). 

于是 da 1 = a 1 In adx , 从而， = a 1 In a . 

M a x+h - a x = a x ( a h - 1) = a x ( e hlD a - 1) 

= a * (ft In a + o ( h \ na )) = a x (ln a)h - f - o ( h ) 当 h — 0. ► 
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例 11 In \ x -\- h \- ln | x | = -/i + 当 ft — 0 且 a : / 0. 于是 ， d ln | x | = - dx y 从 

oc 一 


而， 


d In|x 


x 


dx 


x 


◄ In |x + /i| — In |x| = In j 1 -f- — j. 

当 N < N 时， I 1 + _ = i + _，因此对于足够小的 / i 值有 


In |x + /i| 一 In |i| = In (1 + 会) = ■ o (~) = °(^) 


当 /i — 0. 此处我们用到了第三章 §2 第 4 段例38中所证明的公 式：当 

ln(l + t ) = t -\- o ( t ). ► 


0 时， 


0 U 2 k> ga k + - log a |x| =丄“啉 )， W — 0 、 x _ 0 、 0 < 以 i 时 . 


于是一 = 土血， 从而， ^ 


◄ 】 og a |rr + /i| — log a |x| = log a |l + 会 I = log a (1 + ~) 

= i ^ ln ( 1 + i ) = n ^( i +0 ( i )) = ^ /l+<J ( /l )- 

我们使用了对数的换底公式和考察例 11 时的一些想法 .► 


练习 


1. 证明 


a ) 椭圆 



在点 ( x 0 ,y 0 ) 处的切线方程是 



b) 由置于半轴为 a > 6 > 0的椭圆的两焦点 R = (- y /^ r ^ 1 0 ), F 2 = ( y / a 2 -^^) 之 
一处的光源发出的光线被椭圆镜会聚在另一焦点处. 


2. 写出数值的近似汁算公式 

a) sin (g + a) 当 a 值接近于 零时； 

b) sin(30° + 当的值接近于零时; 

c) cos ($ + q ) 当 a 值接近于 零时； 

d) cos(46° + o°) 当 a° 的值接近于零时. 


3. 盛着水的玻璃杯绕其轴以常角速度 a ; 旋转，设液体表面用通过旋转轴的平面来截所得的曲线 

的方程是 y = f { x ). 
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a) 证明 f '( x ) = —x, 其中 p 是自由落体的加速度(见例 5). 

b) 挑选满足 a ) 中所述条件的函数见例 6). 

c) 如果旋转的轴不与杯子的轴重合，那么，在 a) 中对函数所述的条件是否要改变？ 

4. 一个物体，可以把它看作是一个质点，在重力的作用下从一个光滑小山上滑下来山坡是可微 
函数 y = /(aO 的图像. 

a) 求物体在点 (x 0 ,2/o) 处的加速度向*的水平分童和竖直分量. 

b) 当 f { x ) = 且物体从很高的地方滑下来时，求抛物线 y = x 2 上使加速度的水平分 tt 

fit 大的点. 

5. 处处不可导的连续周期函数例子，置 

少 o(x) = 

并以周期1延拓这个函数到全数轴.延拓后的周期函数用仰 表示. 还设 

^n(x) = ^ifo(4 n x). 

函数外周期为 4-' 且除了点X = (A: G Z) 以外处处有导数，导数等于1或 -1 ■设 

oo 

/(^) = 52^n(x). 

n=l 

证明，函数/在 R 上有定义且连续，但处处没有导数•(这个例子厲于现代著名的荷兰数学 
家范德瓦尔登.没有导数的连续函数的 ft 初的例子是由波尔察诺 （1830 年）和魏尔斯特拉斯 
(I860 年）构造的 

§2. 微分的基本法则 

构作已知函数的微分，或等价地，求它的导数，叫做函数的微分运算①. 

1. 微分法和算术运算 

定理1若函数 f :X -^ R , g:X 都在点 xeX 处可微，则 

a) 它们的和在 a: 处可微，且 

(/ + 介⑻= (/，")⑻; 

b) 它们的积在: c 处可微，且 

(/ 鼻)= f\x)g{x) + f(x)g\x); 

①虽说求微分的问题和求导数的问题是数学等价的，可是导数和微分毕竞不是同一个事物，因 
此，例如说，在法国的数学语言中就有两个 术语： derivation ——“求导”，求导数（速度），以及 
differentiation “微分法”，求微分. 


{ X, 当 O^r 彡 
1-Z ， 当 ^ 1, 
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C ) 如果咖 ） / 0的话，它们的比在 x 处可微，且 




r(x)g(x) - f{x)g r (x) 
9 2 ( x ) 


◄ 我们用可微函数的定义和在第三章 §2 第 4 段建立的符号 0( ) 的性质来进 
行证明 • 

a) (/ + 9 )(x + h) — (/ + g){x) = (f{x + h) + g(x + h)) - (/(x) + p(x)) 

=(/(x + h)- f(x)) + (g(x + ft) - 9 (x)) 

= (f f (x)h^o(h))^(g f (x)h^o(h)) 

=(/’ ⑷(工))"+咖） 

= (尸 + ^)(x)/i + o(/i). 

b) (/ - g)(x + /i)-(/- 沒)⑻ =/(® + + 劬 一 /(*)p(®) 

= {f{x + /i) - f(x))g{x + /i) + f(x){g{x +/i)- 夕 (x)) 

= (f'(x)h + o(h))(g(x) + g'(x)h -f o(h)) + f{x)(g , {x)h + o(h)) 

= f\x)g(x)h + f{x)g , {x)h + o(h) 

= (f\x) 9 (x) + f(x)g\x))h + o(h). 

c) 由于在点 x€X 处可微的函数在该点连续,所以，注意到 Wa:) / 0,根据连续 
函数的性质，即可断言，对于足够小的/I值，同样有 P(x 4- /i) ^ 0. 在下面的演算中 
假定/I是足够 小的： 


(f) ㈣_(> = 驗-盟 


g(x)g(x + h) 


厂， g(x + h) g(x) 
(/(x + h)g(x) - f(x)g(x + h)) 


= + 1(/(^) + /'( x ) ft + o(h))g(x) - f{x){g(x) + g\x)h + o(/i))] 

=(^2^) + °( ! )) [(/’( x ) 夕 ( x ) - /( x )^ ， ( x )) /l + °( h )] 

我们用 到了： 由函数 g 在点 x 的连续性以及 〆 4 / 0 得出的 

9(x)g(x -i- h) — g 2 (x) ’ 


g{x)g{x + h) - g 2 (x) + 。⑴’ 

这里，当 ft —0 、x + / ieX 时， o ( l ) 是无穷小 M . ► 

推论1可微函数的线性组合的导数等于这些函数的导数的线性组合. 
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◄ 因为常值函数显然是可微的，且它的导数处处等于零，所以只要在定理1的 
结论 b ) 中认为 f 三 const =c 就有 ( cgY ( x ) = cg f ( x ). 

现在用定理1的结论 a )， 可得 

( ci / + c 2 gY ( x ) = ( ci / Y ( x ) + ( c 2 gY ( x ) = cif ( x ) 4 - c 2 g , ( x ). 

据此,用归纳法便可证实 

( Cl/l + …+ CnfnY ( x ) = Cif [( x ) + …+ Cnf ' n { x ). ► 

推论 2若函數 △ ，…， / n 皆在点 X 处可微，則 

(A …… fnY ( x ) = f [( x ) Mx ) • … • f n { x ) 

+ h { x ) f f 2 { x ) h ( x ) ••…焱⑷ + … 

+ /i(x) …… f n ^(x)fUx). 

4对于 n = l 结论是显然的. 

若命题对于某 n € N 成立，则根据定理1的结论 b )， 它对于 ( n + l )€ N 也成立. 
根据归纳法原理，断定所述公式对于任意的 neN 都成立 .► 

推论 3从导数和微分的相互关系推出，定理1也可写成微分形式.即： 

a ) d(f -f g )( x ) = df ( x ) + dg ( x )\ 

b ) d{f - g ){ x ) = g ( x ) df ( x ) + f ( x ) dg ( x ); 

c ) d (0( x ) = 咖 ) H 跡) ， 若咖 ）/ 0. 

我们来验证，例如 a ). 实际上， 

d(f + 9 )( x )( h ) = (/ + g )\ x)h = ( f f + g f )( x)h 

=(/’ ⑻ + 〆 ⑻)九 = /’⑻* + 9 ’( x ) h 

= df { x )( h ) + dg ( x ){ h ) = ( df ( x ) + dg ( x ))( h) y 

从而验证了 d (/ + p )(： r ) 和 df ( x ) + dg ( x ) 是一样的 • 

例 1 速度定义的不变性.现 在我们来验证§1第1段中定义的质点的瞬时速度 
向 M 不依赖于笛卡儿坐标系的选择.甚至对于任意一个仿射坐标系也能证实这一点 • 

设 （ x 1 ,：!： 2 ) 和 ( x 1 ,^) 是平面的同一个点在两个不同的坐标系中的坐标，这两个 
坐标系彼此之间的关系是 


x 1 = a \ x l + a \ x 2 + 6 1 , 
x 2 = a \ x l + a ^ x 2 + fe 2 . 


⑴ 







因为任一向最（在仿射空间中）都由一对点决定，而向景的坐标是它的终点和起 
点的坐标之差，所以，同一个向量在这两个坐标系中的坐标应以关系式 

公 1 = a l vl + (2) 

v 2 = alv 1 +aiv 2 " 

相联系. 

如果点的运动规律在一个坐标系中由函数 (x l (t) y x 2 (t)) 给出，那么，在另一个系 
中就由前面的关系式 （1) 相联系的函数 (x l (t),x 2 (t)) 来确定. 

将关系式 （1) 关于时间 < 求微分，按微分法则求出 

1 1 = ： a\x l ^a\x 2 y 

1 2 = afx 1 + al±\ 

这样一来，速度向董在第一个系中的坐标= ( x \ x ^) 和它在第二个系中 
的坐标原来是以关系式 （2) 相联系的,这就告诉我们,我们遇到的是同一个向量的两 
种不同的写法. 

例2设 / Or ) = tgrr . 我们证明，在 cos a : 〆 0处，即在函数 tg x = ^：的定 

COS X 

义域内处处有 f f (x) = 

在§1的例1和例2中曾证明， 


= cosx , 


=一 sinx , 


因此,从定理 1 的结论 C) 得到，当 COSX / 0 时，有 


心 =(sy ⑷ 


sinx cos ' 


+ sinx sinx 


例 3 当 sim / O 时，即在函数 ctgz 


的定义域中 


ctg 7 X = — 


实际上， 




sinx sinx 4- 


sin 2 x sin 2 x 

例 4 若 P ( x ) = Co + Cix + •. • + CnX n 是多项式，则 P ' ix ) = Cl - f - 2 c 2 x + • • • + 
nc n x n ~ l . 

实际上，由于 g 那么，根据推论2, nx - 1 从而由推论1推出结论. 
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定理2 (关于复合函数的微分） 如果函数/ : X — y C R 在点 a: € A ： 处可微， 
而函数 p : y — R 在点 y = /(x) G Y 处可微，那么，这两个函数的复合 gof : X — E 
在点 a; 处可微，并且复合函数的微分 


d ( gof )( x ): TR ( x )^ TR ( g ( f ( x ))) 


等于两个微分 

df ( x ) : TR(x) TR(y = /(x))， dg(y = f ( x )) : TR(y) — TR { g { y )) 

的复合 dg { y ) odf ( x ). 

4 函数 / 和 9 的可微性的条件表明 


f(x + h) - f ( x ) = f \ x)h + o(h), 当 fc - ♦ 0,x + ft G X, 
g{y + 0 - 9 { y ) = 9’(y) 亡 + o ⑷，当 t — 0, y +1 € K 

我们看到，在后一个等式中，可以认为函数在 f = 0也有定义，且有表达式 
0(0 = 7(以，其中 7(0) = 0,且当 t — 0, y+t € y 时，7⑻ — 0•令 /(x) = y， f ( x -¥ h ) = 
y + t . 因为函数/ 減 x 处可微，从而连续，我们断定，当/I — 0时以及《 — 0,若 
: r + /I € X ， 则 y + < € K 根据关于复合函数的极限的定理，现在有 

7(/(x + h) - f ( x )) = a { h ) — 0,当 /i — 0，z + /ie X 时， 

于是，若 t = /Or + A) - f{x), WJ 

o{t) = 7(/( 工 + ft) - /( 工 ))(/( 工 + *)- f( x )) 

= a ( h )( f \ x)h + o ( h )) = a { h ) J '( x)h + a ( h ) o { h ) 

= o ( h ) + o ( h ) = o(/i), 当 /i 0»x + h € X . 

还有 


(g o f)(x + h)-(go f)(x) = g(f(x + h)) - g(f(x)) 

= 9{y + 0 - 9{y) = + o(t) 

= 9\f(x))(f(x + /i) — /(x)) + o(f(x + h) - f(x)) 

=^ ； (/(x))(/ , (x)/i + o(h)) + o(f(x 十 h) - f{x)) 

=〆(/(:))(/»)+ 9\f(x)){o(h)) + o(f(x + ") — f(x)) 
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由于量 ^(/(x))(/'( ； r)/i) 显然可以理解为映射 h d/ # f ， (x)h 和映射 r g f (y)r 
的复合 h ^ g{y ^ x l g^f( x )). f^ x ) h 在平移 /i 上的值 {dg(f(x)) o df(x))(h). 因为我 
们已经确定 

o(f(x + A) - f(x)) = o(h) ， 当 k — 0，x + keX ， 

为完成定理的证明，只要再指出 > 和式 


gV(x))(o(h))+o(f(x + h)-f(x)) 


与 / i 相比，当 ft — 0 、:r + ft € J \： 时，是无穷 小量. 
这样就证明了 


(g o f)(x + h )- ( gof )( x ) 

=^(/( x ))/ , ( x)ft + 0 (/ 1 )， 当 /i — 0 、 x + /I e 义时. ► 

推论 4 可微实值函数的复合的导数 ( gofY ( x ) 等于这些函數在相应的点处的 
导数的乘积 〆 (/⑻）•尸⑻. 

导数的富有内容的莱布尼茨符号是通往该命题的简捷证明的好响导.按他的记 
法，如果 z = z ( y) } y = y ( x ) , 就有 

dz _ dz dy 
dx dy dx ’ 

如果不把记号 与或誓 看作是一个整体,而分别把它们看作是心与办的比或办 
ay ax 

与 drr 的比，那么这个等式就是十分自然 的了. 

由此产生的证明思想是，考虑差的比式 

Az _ Az Ay 
Ax _ Ay Ax ' 

然后让 Ax -0 取极限.这里发生的困难是，即使 Ax # 0, Ay 也可以是零（这多少 
也是无法回避的困难!） 

推论 5若有可微函數扒= M 工 ),… ，!M = fn ( Pn - l ) 的复合 (/ nO .-. o / O ^), 
则 

(/n 。 • • • 。 flY(^) = fn(yn~l)fn^l(yn-2) ./( ⑷. 

◄当 n = 1时结论是显然的. 

若命题对于某 n € N 成立，则从定理 2 推出，它对于 n + 1也成立，这就是说, 
根据归纳法原理可确认它对于任意的 n € N 成立 • ► 

例5证明，当时，在 x >0 的区域内有^ =⑽^- 1 ，即 d # = 
ax a 一 1 dx 、 且 （x + 办)。 — x Q = ax Q ^ l h o ( h ), 当 /i — 0 时. 





4 记# = 使用刚证的定理,并注意定理 lb ) 款和 §1 中例 9、 例 11 的那 

些结果. 

设 p (2/) = e v 及 y = f ( x ) = a In X ， 那么 x a = (go f )( x ) S . 

(9° /)’( 工） = g\y)f\^) 


例 6 可微函数模的对数的导数常常叫做对数导数. 

由于 F (:) = ln |/ ⑻ | = ( lno | | o /)( aO , 那么，根据§1中例11的结果， 


于是 


d ( ln 剛= 错办 =微 


例7由自变量的取值误差引起的可微函数的值的绝对误差和相对误差. 
若函数/在点 a : 处可微，则 


f(x + / i ) - f ( x ) = f \ x)h + a ( x \ h ) } 


其中，当 ft — 0 时, a ( x ; h ) = o ( h ). 

于是，如果在计算函数值/⑷时，自变 ft a : 的确定具有绝对误差/ I ，那么，由 
这个误差引起的函数值的绝对误差 |/(x + / i ) - /( x )|, 对于足够小的圮可以用在平 
移/ I 上的微分的值的模 \ df ( x )( h )\ = \ f \ x ) h \ 来 代替. 

此时，可把比值 

\ f \ x ) h \ _ \ df ( x )( h )\ 

17^)T' 1 /⑷ I 

或函数的对数导数与自变 tt 的绝对误差的值的乘积的模|^| N 算作相对误差. 

顺便指出，如果 /( a :) = hia :， 那么， dlnx = 誓.从而在确定对数值时的绝对误 
差等于在确定自变 撤值时 的相对误差.此事，例如 " 在对数尺上（以及在其他许多具有 
非均匀刻度比例的仪器上）得到了妙用.那就是说,我们想像数轴上零点右边的每个 
点都有自己的坐标2/，把它标记在点的上方，而在这点的下方标记数$ = 那么， 
y = In X . 同一个半轴被标上了一个均勻刻度 2 /和一个不均匀刻度 rr (这个不均匀 
刻度叫做 对数刻 度）.要想求出 Inx ， 应该把准线放在数: c 上并读出上面对应的数 y ， 
因为准线放置在某一点的准确性与对应于这个点的数$和2/无关，而放置准线的误 
差在均匀刻度中有某个值 △!/ (可能偏差的线段的长度)，那么，当按照数 z 来确定它 
的对数2/时，将大约有同一个绝对误差，而当按照数的对数来确定这个数时，将在一 
切刻度上大约都得到同一个相对误差. 
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例8我们来求函数 u ( x ) v ^ 的微分，其中 u (: r ) 和 t ; ⑼都是可微函数，并且 
u ( x ) > 0.记 u ( x ) v ^ = 并使用推论 5. 那么 

^^ =eW(X)lnU(l) (^( x ) lnu ( x ) + V ( x )^ M ) 

= u(x) v ^v , (x)\nu(x) + v(x)u(x) v ^ x ^ l u , {x). 


3. 反函数的微分法 


定理 3 (关于反函数的导数） 设函数/ •• X — K 和/― 1 : Y — X 互为反函 
数，且分别在点 rr 0 € X 和 /( x 0 ) = yo € K 处连续.如果函数/在点吻处可微且 
r ( x 0 ) / 0,那么，函数广 1 在点 y 0 也可微且 

( r l Y ( yo ) = ( f f ( x 0 ) r l . 

◄ 因为函数 / — y 和 — 互为反函数，所以，当 rr /吻，?/ = f ( x ) 

时,/⑷-/(抑）和 r l ( y )- r l ( yo ) 都不 为零. 从/在 x 0 的连续性和广 1 在？/ 0 的 
连续性还可以断定，当 : r — ：To x € X 时，有 2 / = f ( x ) — 2 / 0 , 2 / = /( x ) e y , 并且，若 
2 ：參抑，则 2 / = /( rr ) 一 yo . 现在使用关于复合函数的极限的定理和极限的算术性质， 
求出 


V * 


1(y) -K lim 

y — yo xbx -* 


X - x 0 


/(X) — f { x 0 ) 


— f { x ) - /( x 0 ) 一 f f ( xo ) ■ 


X — Xo 


这就证明，在点 j / o 处，函数 /- 1 : Y -^ X 有导数且 

(r 1 ) / (yo) = (/ , (xo))- 1 .^ 

注1如果我们预先知道函数/- 1 在点 yo 处可微的话，那么，从恒等式 （/ 一 1 o 
f )( x ) = rr , 根据关于复合函数的微分法的定理就可立即求出 （/ 一 7(2/0) • / , ( xo ) = l . 

注2条件 /' (: T 0 ) 一 0显然等价于：由微分 


df { xo ) : 7^( X 0) — TR ( y 0 ) 

实现的映射 /i ^ r ( x 0 ) h 具有由公式 t ^ CT(x 0 ))-V 确定的逆映射 


[d/Cxo)]" 1 : TR(y 0 ) — TR(x 0 ). 

这就是说，使用微分的术语，定理3的叙述中的第二句话可写成下面的 形式: 




§2. 微分的基本法则 


如果函数/在点： r 0 处可微且在这点处它的微分 d /( a : 0 ) : TR ( x 0 ) ^(卯）可 
逆，那么/的反函数在点如 = /( x 0 ) 处存在微分且此微分就是映射 d /( x 0 ) : 
TR ( x 0 ) TR ( yo ) 的逆映射 


df- l (yo) = [dfixoT 1 : TR(y 0 ) — TR(x 0 ). 

例 9 我们证明，当 M < 1 时， arcsin , 2 /= - 7 =!=. 

v l -y 2 

函数 sin : [-■，■] - [- 1 , 1 ] » arcsin : [- 1 , 1 ]-> [-|,|]互为反函数且连续 
(见第四章，§ 2 ,例 8 ). 如果 | x | < i ， 则 sin r x = cosx 一 0 ,且对于值 2 / = sinx 有 

M < 1. 

于是按定理 3 

卿 in ’ y = ^ = zL = \/ 1 丄 in 2; = 7^?' 

根式前面的符号是根据当 | x | < i 时 , cosx > 0 来选取的. 

例 10 像上例中那样进行讨论可以证明（注意第四章，§ 2 的例 9 ) 

arccos’y =-> 1 ,当 | j /| < 1 时. 

v l - y 2 


实际上 


arccos’y = 


cos ’ 


根式前面的符号是根据当 0 < 
例 11 arctg 7 y = 

实际上 


n x \/1 — cos 2 x \/1 — y 2 

时 ， sin a : > 0 来选取的. 




2 /€ R. 


arctg , y = 


tg 7 


cos 2 x = 


1 + tg 2 x 1 + y 2 • 


例 12 arcctg 7 y = 一 丄 - + 〆 
实际上 


> y 


arcctg , y = 


ctg 7 


=—sin x = 


+ ctg 2 x 1 + 2 / 
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例 13 我们已经知道（见§ 1 中的例 10 和例 12 )，函数 y = /( x ) = f 和 a : = 
f 一 Hy ) = log a x 有导数 /’( a ;) = a x ln a 和 (/~ 1 ) , ( y ) = 

我们来验证这符合定理 3 : 

(厂 1),(?/) = 7^ = 丄=丄， 

/’( x ) = / r = / 1 1 rT = ylna = a T ln a . 

(/ ■ 1 ) , ( 2 /) ( 2/ln a)- 1 

例 14 双曲、反双曲函数以及它们的导数. 

函数 


shx= _ (e ^e^), 

ch x = i ( e x + e ~ x ) 

分别叫做 x 的双 曲正弦和双曲余弦① • 

以后会明内，我们此刻纯形式地引入的这两个函数会像圆函数 sinrr 、 cosx 那样 
自然地出现在许多问题之中 • 

我们指出 


sh (— x ) = — sh X ， 
ch (— x ) = ch x , 

即，双曲正弦是奇函数，而双曲余弦是偶函数. 

此外，下列恒等式显然成立 

ch 2 x — sh 2 x = 1. 

函数 sh a : 和 ch a : 的图像画在图 19 上. 

从函数 y = shx 的定义和函数 e 31 的性质推出， sh x 是 
一个连续的严格增的双方单值地映 R 到 R 的函数.于是 
shx 有反函数，它定义在 R 上，连续并且严格单调增 • 
人们把此反函数记作 

arsh y 

(读作 y 的面积正弦@). 


①根据拉丁语 sinus hyperbolici , cosinus hyperbolici . 

⑦全称是 area sinus hyperbolici ; 此处为什么用面积 ( area ) 而不像在圆函数时那样用弧 ( arcus ), 
以后再作解释. 



这个函数容易通过已知的函数表示出来.关于 X 解方程 


I ( e -- e -) = 2/ , 

依次求得 

e x = y -¥ \/l + 2 / 2 

( e x 〉0,因此 笋 y - x / TTF ) 和 

x = ln(y + \ J \ + j / 2 ). 

于是 

arsh y = ln ( 2 / + \Jl + y 2 ), 2 / € K . 

类似地，利用函数 2 / = chx 在区间 

R - = {x G R|x 彡 0}， R + = { a : E R |0 ^ x } 

上的单调性，可以建立函数 arch - j / 和 arch + l / , 它们对 y 彡1定义，分别是函数 ch x 
在 R _ 和 IR + 上的限制的反函数. 

它们由下面的公式给出 


arch_y = ln(y - y / y 2 - 1), 
arch+y = ln(y + y / y 2 - 1). 


从所引的定义求得 


sh ^ = -( e * + e ~ x ) = ch x , 
ch’z = ^( e 1 - e _x ) = sh x , 


而根据关于反函数的导数的定理得到 


arsh ’ j / = 


1811 y sh^ ch x yj\ -f sh^x >/l + y 2 ’ 

心 = 去 = 丄 = -^^ = -7^，沒〉 

ch，+y = ^ = i^ = 7lfcT = ^T V>L 


archly = 


ch^x sh x y / oh 2 x — 1 


后三个关系式可以使用反双曲函数 arsh 2 /和 arch 2 /的明显表达式来验证. 


例如， 
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^ = ^T?( 1 + 57fb 2y ) 

1 y/lTy^ + y ^ 1 

y + y/l + y 2 y/l + 2 / 2 \/l + y 2 


类似于 tg:c 和 ctgx 可以考察函数 

shx ^ ch X 

in x = ——— 祁 cth x = ——, 
ch x sh x 

它们分别叫做双 曲正切和双曲 余切. 同样也可以考察它们的反函数面 积正切 

arth y = 5 ln T ~> M < h 
2 i _ y 


和面积 余切: 


arcth y = iln ^4, \ y \ > 1. 

2 2 / — 1 


我们略去那些导出这些公式的求解初等方程的过程. 
根据微分法则有 


th’x = 


cth’x = 


sh ; x ch x - sh xch^x __ ch xch x - sh xsh 
ch 2 x 一 ch 2 x 

cWx sh x — ch xsh 7 x _ sh xsh x — ch xch 
sh 2 x sh 2 x 


ch 2 x ' 
___ 1 _ 
sh 2 x 


根据关于反函数的导数的定理， 


飾 = ▲ = 士 = 必 

ch 2 x 

= = ^ |y| * 

arcth’y = = —^— = -sh 2 x 

cthy _ 


sh 2 x 


= ~cth2x^r = "^i , M>1 . 

这两个公式也可以通过直接对函数 arth y 和 arcth t / 的明显表达式求微分来验证. 

4. 基本初等函数的导数表现在我们录下在§1和§ 2 中算出的基本初等函数 
的导数（见表 5.1). 




. 微分的基本法则 


• 183 . 



5. 最简单的陇函数的微分法设 1/ = 1 /⑴和 a : = ⑷是定义在点纟 0 e R 的邻 
域 U ( t 0 ) 中的可微函数.假定函数 a ： = z ⑷有反函数 f = t(x), 定义在点: r 0 = x ( t 0 ) 
的邻域 V ( rr 0 ) 中.那么依赖于《的董 2 / = y ⑷也可以看作是依隐蔽形式依赖于 x 的 
函数，因为 y(0 = y ( t ( x )). 称它为隐函数.假定 x f ( t 0 ) ^ 0,我们来求这个函数关于 
x 在吻点处的导数.使用关于复合函数的微分的定理和关于反函数的微分的定理， 
得到 



dy { t { x )) 

dx 



dy { t ) 

dt t = t 0 = y [( to ) 
dx ( t ) _ x ' t ( to ) 

dt t = t 0 


(此处，使用了通用的记号 f ( x )\ x=X0 ：= f ( x 0 )). 




■ 184 • 


第五章微分学 


的行列式异于零. 


当然，作为假定，这个关系是可逆的，即矩阵 


设 a : = x ⑷和 i 是在这两个坐标系中所观察的点的运动规律_ 

如若知道了关系 a : = x ( t )， 从公式 （5) 就能求得 


而根据变换 （5) 的可逆性写下 


如若知道 i = 就可求出 


x ( t ) = ax ( t ) + f 3 t , 
t ( t ) = 7 x ( i ) + 6 t , 


⑹ 


x = ax + 班、 

t = + St, 


x [ i ) = Qx { t ) + ( it , 
t(t) = 7x(t) + SL 


⑺ 


⑻ 


从关系式 （6) 和 （8) 见到，对于给定的点存在着互逆的关系？=【⑴和纟= 


如果同一个量看作是不同的自变量的函数，那么，为了避免误解，在求微分时就 
需明确标明是对哪个变量求微分，我们正是这样做的. 

例15 速度的加法定律 如果在给定计时系统的每个时刻 t 都知道点在直线 
上选定的坐标系（数轴）中的坐标 a ：， 那么，点沿直线的运动就完全确 定了. 于是， 
数对 ( x y t ) 确定了点在时间推移过程中所处的空间位置.点的运动规律可写成函数 
X = x (<) 的 形式. 

假设我们希望用另一个坐标系 ( X , i ) 来描述同一个点的运动.例如,新的数轴相 
对于头一个数轴以速度- v 匀速运动（在这种情况下可以把速度向 M 等同于确定它 
的那个数).为简单起见，我们认为在两个坐标系中坐标 (0,0) 属于同一个点，或者精 
确地说，在时刻 f = 0, 点无 = 0 恰与时钟指示《 = 0 时的点 X = 0 重合 • 

那么，经典的伽利略变换 


t = t . 

就提供了联系描述在不同坐标系中观察同一个点的运动的坐标 （工，0 和 ( ij ) 的一 
种可能的方式. 

考 察更一般的线性关系 

x = ax-0t, ⑼ 

t = 7 X + St , 





现在来考察我们的点分别在坐标系和 ( x , i ) 中的速度 


== 知⑷和以0 = = 


之间的联系. 

使用隐函数的微分法则及公式（6)，有 


dx dx 0 

di d l 7 字+6 

dt dt 


V ( t ) - ⑷ + 0 (9) 

其中 < 和 f 是同一个时刻在坐标系 （ x ， t ) 和 ( x , f ) 中的 坐标. 这一点在使用公式 （9) 
的简略写法 

_ 

的情况永远都要注意. 

在伽利略变换 （4) 的情形，从 （10) 得到经典的速度加法定律 


V = V + v . 


( 11 ) 


由足够精确的试验确定了，在真空中，光总以确定的速度 c 传播而与发光物体的 
运动情形无关（这已经成为狭义相对论的一条公 设）. 这就表示，如果在时刻 t = i = 0 
在点 a ； = i = 0处突然闪光,那么，经过时间《在坐标系 ( x , i ) 中光达到的点的坐标 
x 2 = ( cf ) 2 , 而在坐标系 ( x , t ) 中这个事件将对应于时间 f 以及这个点的坐标元它 
满足护= ( d )\ 

这样一来，如果 P 一 A 2 = 0,那么，也有护_ = 0,反之亦然.根据某些补 
充的物理的理由，应该认为，一般地，如果 0 M ) 和 （ i , f ) 在以关系式 （5) 相联系的不 
同的坐标系中对应同一个事件的话，则 



条件 （12) 给出了变换 （5) 的系数 a 、(3 n 、5 的以下关 系式: 



(13) 
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由此容易推出，组 （14) 的通解可以按下列形式给出（数对（《,/?)、 (^6 ) 可以改变符 
号)： 

a = ch 7 = sh 0 = ship ^ S = chip, 

其中 p 是某个参数. 

于是， （13) 的通解有如下的形式 




chip csYup 
sh p chy ? 


从而，变换 （5) 可具体 写作: 


x = c\upx cshy ? t y 
t = - sh (/? x 4- ch (/j < 


(15) 


这就是洛伦 兹变换 • 

为了弄清楚怎样来确定自由参数 A 我们想起轴5是以速度- 1； 相对于轴 x 运 
动的，即这个轴的点 i = 0在系统 ( x ,<) 中观察具有速度 - t ；. 在 （15) 中置5 = 0就 
求出它在系统 ( x , t ) 中的运动 规律： 


= —cth(^> t. 


于是: 


thp = -• 
c 

把速度变换的一般规律 （10) 和洛伦兹变换 （15) 相对比，得到 


(16) 


V = 


chipV +cshp 
- sh ipV + ch v? 


考虑到 （16)， 得 


V = 


V 


vV 


1 + ^" 

公式 （17) 就是相对论的速度加法定律•当《 C 2 , 即当 
为由公式 （11) 表出的经典的速度加法定律. 


(17) 


时,它就转化 


倘若 c = 1， 则代替 （13) 我们应该有 


14) 


7 2 7l’a<5 2 
I II - 

2a 




注意到关系式 (16), 洛伦兹变换本身可以写成下面更自然的 形式: 


x = 


x -\-vt 


由此可见，当 M 《 c 时，即当 c — oo B 寸，它就变成经典的伽利略变换 （4). 


(18) 


6. 高 阶导数如果函数 f : E ^ R 在任何一点 xeE 都可微，那么，在集五上 
就产生了一个新的函数它在点 xeE 处的值等于函数/在这点处的导 
数 fix ). 

函数: E — R 本身可以在£；上有导数 （/T : E — R ,这个导数，相对于初始 
的函数/，叫做/的二阶导数，并以符号 


广⑷、 


<Pf(x) 


之一表示，而若想明确标出微分的变元，则在第一种情况下还写作 /^( x ). 

定义按照归纳法，如果/的 n - 1阶导数 /^-^( x ) 已定义，则 n 阶导数由 

公式 

/(，)=(严- 1 ))，⑷ 

来定义. 


对于 n 阶导数，使用记号 




c^Hx) 

dx n 


约定 f {0) ( x ) := f { x ). 

一 切在丑 上具有 n 阶连续导数的函数 f : E ^ R 的集合用记号 C ( n ) (五，表 
示，而当不致引起混淆时，用更简单的记号 C ( W (幻或 Cn ( E ， R ) 或 C n ( E ) 来表示. 
特别地,根据已做的约定，有/ ⑼ ⑷= f ( x ), C ^\ E ) = C ( E ). 

作为例子，先来看算出的几个函数的髙阶导数 


例/⑷尸⑷，⑻ •• 

16. a x a x In a a x In 2 a 

17. e x e x e x •- 

18. sinx cosx — sinx 

19. cosx — sinx 一 cosx 


/ (n) (^) 


' n ( x + n 吾） 

cos (x 




• 188 • 


第五章微分学 


20. (l + a:) a a(l+x) a — 1 a(a-l)(l + x) Q - 2 
x) a - n 

21. x a 一 1 a(a - l)x Q_2 … a(a - 1) 


a(a- 1).(a-n-f 1)(1 + 


22. log Q |x 


x 


x 


(一 1} n - 1(n 一 i )! 


(a — n + l)x Q 


_n 


lna~ in a , In a 

23. ln|x| x- { -x_ 2 … l)!x- n 


x 


n 


例 24 莱布尼茨公式 设 u (: r ) 和 t ; ⑷同在 集五上有直到 n 阶导数•那么，对 
于它们的乘积的 n 阶导数，成立着下述莱布尼茨 公式： 


— )( n ) = t C ^ u ( n - m ) v (m) . 


(19) 


莱布尼茨公式很像牛顿二项式公式而且真的和它有直接的联系 • 

◄当 n = 1时，公式 （19) 与已建立的乘积的微分法则一样. 

如果函数 u 、 t ; 有直到 n + 1阶导数，那么，在公式 （19) 对于阶数 n 成立的假定 
下，对它的左边和右边求微分之后得到 

—)(n+u = ^ C m w (n-m+l) t; (m) + ^ C^U (n " m) t； (m+1) 
m=0 m=0 

= ti (n+ 1 ) t; (0) + + 0 (w+1 - fc> v ㈨ + u ⑼ v (n+1) 

k=l 

= E C n + l ^ ( n +1 " fc V fc >. 


我们合并了函数 u 、 ”的导数的乘积的同类项，并且使用了公式+ ct 1 = 


0 +1 . 


这样一来，用归纳法确定了莱布尼茨公式的真确性. 
例25若 Pn ( x ) = Co + CiX + • • • + CnX n ，则 


/n(0) = Co 

P ；( x ) = Cl + 2 c 2 X + • • • + ncnxn - 1 且 /^0) = C 1? 

Pl[{x) = 2 c 2 + 3 x 2 c 3 x + ••• + n(n - l)CnX n - 2 且 C ⑼ = 2! c 2 ， 
P ^\ x ) = 3 x 2 c 3 + • • • + n(n — l)(n — 2) CnX n - 3 且 逆) ⑼ = 3! c 3 , 


= n(n - l)(n - 2) …… 2 cn 且尸巧⑼ = n ! Cn ， 

P ^ ix ) e 0 当 fc > n . 

于是，多项式可以写成这样 

Pn(x) = 00) ⑼ + 士巧 ”(0)x + ㈡ 2) (0)X 2 + …+ ^ n) (0)x n . 
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例26 利用莱布尼茨公式以及多项式的导数当求导的阶数髙于多项式的阶数 
时恒等于零这一事实，可以求出例如函数 / Or ) = z 2 sin a : 的 7 i 阶导数 ： 


/( n ) ( x ) = sin (n) x • x 2 + C ^ sin (n — ” x . 2 x + C ^ sin (n_2) x - 2 
= x 2 sin (a: + -f 2 nx sin (a: + (n - 1) 吾） 

+ [-n(n - 1) sin (x + 

= (x 2 - n(n - 1)) sin (x + n 吾 ) 一 2nxcos + n 吾 ) 


例 27 设 /( x ) = arctgx . 我们来求 /( n )(0 )(n = 0,1，2,…） 的值. 

由于 //(x) = 所以 Q +: 2 )广⑷ = i . 

对后一等式应用€布尼茨公式，就得递推公式 


(1 + x 2 )/ (n+1> ⑻ + 2 nx / ⑻⑻ + n(n - l )， (w — ”⑷= 0, 


由此即可逐次求出函数 / Or ) 的一切导数. 
置 x = 0,得到 


/(«+ 1 )( 0 ) = - n(n - l )/ ( n -”(0). 

当 n = 1时，有/ (2) (0) = 0,因此，总有 / (2m ) ⑼= 0. 对于任意的奇阶数有 

，( 2m + i \ 0 ) = 一 2 m (2 m - l )/ (2 m -1) (0)， 


又由于尸(0) = 1，得到 

产+1)(。) = (-1) 爪 (2 m )!. 

例28加速度. 如果 a : = ⑴是沿数轴运动的质点的坐标对时间的依赖关系, 
那么，= ±( t ) 是点的速度，而^ m 是点在时刻£的加速度. 

如果: r (0 = 〜 + /?，那么 i ⑴= a 而 i ⑷三0,也就是说在匀速运动中加速度等 
于零.很快我们就会验证，若函数的二阶导数等于零，则函数本身有 + 0 的形式 • 
这样一来，在匀速运动中并且仅在匀速运动中加速度等于零 • 

但当我们从两个坐标系中来观察在真空中依惯性运动的物体时，如果我们希望 
在每个坐标系中物体都做匀速直线运动，那就必须使得从一个惯性系到另一个系的 
变换公式是线性的.正是由于这个缘故，在例15中选择了线性的坐标变换公式 （5). 

例29最 简单的隐函数的二阶导數.设2/ = 2/⑴和工=工(<)都是二阶可微函 
数.假设函数 x = x ⑷有可微的反函数《 = «( x ), 从而可认为量 y («) 依隐避形式依 
赖于 X ，这是因为 y = 1/⑻= j /( t ( x )) •在 〆 ⑷/ 0的假定下我们来求二阶导数 
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竿=卟+1 〆 . 


按照在第5款中考察的那种函数的微分法则，有 


y， x = 


vi 

x， t 


因此 


y'L = ( 2 /；)； = ^ 




A 




A 


x Wu - ^tWt 
⑹ 3 


我们注意到，这里出现的每个函数，包括2/匕在内，它们的明显表达式都是依赖 
于6的.但是，对于具体的点 a :， 在把《用对应于这个 x 值的6 =办）的值代换后， 
就能求得 在点 x 的值. 

例如，若 y = e e ，rr = lnt ， 贝 1 J 


我们特意取了一个简单的例子，在这个例中可以通过 x 明显地表不出= e ' 
且在 y (0 = d 中代人 t P 之后，就可求得对 x 的明显的依赖关系 y = e c \ 对最 
后这个函数求微分，就可以检验上面所得结果的正确性. 

显然，依次应用公式 

必) = 


就可以求出任意阶的导数. 


X ; 


练习 

1. 设印),^,...，％是给定的实数.求出在固定的点抑 e R 有导数 

Pn k \^ o ) = ( A : = 0，1，." ， n ) 

的 n 阶多项式 Pn(x). 

2. 计算/'⑻，如果 

exp (4)，当…， 

0， 当 x = 0. 

: r 2 sin 丄，当 a: # 0， 

0， 当 a: = 0. 

c) 验证问题 a) 中的函数在 IR 上任意次可微，且 / (n) (0) = 0. 

d) 证明问题 b) 中的函数的导数在 R 上有定义，但不是 R 上的连续函数 


a ) f ( x ) = 


b) /⑷= 


、—> 

(y; 


/^i 


"J 

A 

ii 

te T - 
II 

,2/tlxi 
II 

/2/x 
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e ) 证明函数 

/( x ) = ( exp ( lhy ) ’当一 1 < 31 < L 
[ O , 当 lx | 彡 1 

在 1 R 上任意次可微. 

3. S /€ C 7(°°)( R ). 证明当 a : # 0时 

^ (i) = (-ir^r [-**- 1 / (^)]- 

4. 设 / 是在 R 上可微的函数.证明 

a ) 若/是偶函数，则 /' 是奇函数. 

b ) 若/是奇函数，则 /' 是偶函数. 

5. 证明 

a ) 函数/( X )在点 x 0 可微当且仅当 /( x )- f ( x 0 ) = ^( x )( x - x 0 ), 其中 ^ p ( x ) 是在 rr 0 连 
续的函数（并且在这种情况下 < p ( x 0 ) = f f ( x 0 )). 

b ) 若 /( x ) - f ( x 0 ) = ^( x)(x — o : 0 ) 且 p € C ( n - l ) ( U ( x 0 )h 其中 U ( x 0 ) 是点 x 0 的邻域， 
则函数 /(*) 在点 x 0 处有 n 阶导数/⑻(: 0 ). 

0. 举例说明，定理3中/- 1 在点2/ 0 连续的条件不是多余的. 

7. a ) 质量分别为 ttm 和 m 2 的两个物体，在仅有的相互吸引力作用下在空间运动.试利用牛 
顿定律 （§ 1的公式 （1) 和 （2)) 验证，在运动过程中，》 

E = + | m 2 V !) + (― G — =: K + U 

不变，这里 in 和仍是物体的速度， r 是两物体之间的 距离. 

b ) 给出贵 E = K + U 以及它的各个组成部分的物理 解积. 

c ) 将结果推广到 n 个物体运动的情形. 

§3. 微分学的基本定理 
1. 费马引理和罗尔定理 

定义 1 如果点 x 0 在集 E 中有一个邻域 U E ( x 0 ) 使得函数 f ： E ^ R 在任一点 
x ^ U E ( xo ) 处都满足 /( xK /(： r 0 ) (或者 /( x ) 彡 /( x 0 ))， 那么就称点 x 0 e 五 C R 为函 
数/的局 部极大 (或 极小)值点， 而称函数在这点处的值为它的局 部极大 (或 极小)值. 

定义 2 如果在任意点 : r e U E ( xo )\ x 0 = U E ( xo ) 处都成立严格的不等式 / Or ) < 
/( x 0 )(/( x ) > /( x 0 )), 那么点 x 0 eE 称为函数 f : E ^ R 的 严格局部极大 (小) 值点， 
而函数在这点处的值称为它的 严格局部极大 （小） 值. 

定义 3 局部极大值点和局部极小值点都叫做 局部极值点， 而函数在这种点处 
的值叫做函数 的局部 极值. 
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例1设 


/⑷=< 


rr 2 , 若一 1 < J ： < 2, 
4，若2 < X. 



(图 20) 对于这个函数， 
x = _1 是严格局部极大 值点； 
x = 0 是严格局部极小 值点； 
x = 2是局部极大值点； 

x 〉2是极值点，既是局部极大值点也是局部极小值点. 
因为在这里函数局部为常数. 


图 20 

例 2 设 f ( x ) = sin -在集合 E = R\0 上 • 

x 

点 re =(吾 + 2/ ctt )- 1 ,fc € Z 是 /Or) 的严格局部极大值点，而点 x = (—吾 + 
2/ ctt ) \ kGZMf ( x ) 的严格局部极小值点（见图 I 2 ). 


定义4涵数 f : E —* 的极值点 Xo C E 叫做内极值点，如果抑既是集 
E - = {x e E\x < xo } 的极限点也是集= {x € E\x > xo } 的极 限点. 


在例 2 中所有的极值点都是内极值点，而在例1中点 x = -1 不是内极值点 • 


引理1 (费马） 如果函數/ :五— R 在内极值点 x 0 €芯处可微，则它在这点处 
的导数等 于零： f \ x 0 ) = 0 . 

^根据函数在点 xo 处可微的定义 


f(xo -f ft) - f(xo) = f’(x 0 )h + a(x 0 ;h)h, 

其中，当 ft — O.xo + € 五时， a(x 0 ;h)^0. 

把这个关系式改写成 

f(xo + ") - f{x 0 ) = [/’ ( 工 o) + a(xo; h)]h. (1) 

由于 a : 0 是极值点，对于一切足够接近于零且使 x 0 + h 6 E 的 h 的值，等式‘⑴ 
的左边或者同时是非负的或者同时是非正的. 

倘若 f f ( x 0 ) ^ 0,那么，当 h 充分接近零时，量 /'( x 0 ) + a ( x 0; / i ) 与尸 ( x 0 ) 同号， 
这是因为当 h — 0、 x o + /ieE 时， a ( x 0; / i ) — 0. 

至于说/ I 本身的值，则它既可以是正的也可以是负的，因为吻是内极 值点. 
这样一来，如果 f ( x 0 ) ^ 0,我们就得到这样的情 形：当 / I 的符号变化时（如果 
h 足够接近于零)， （1) 式的右边要改变符号，同时 （1) 式的左边不能变号（如果 ft 足 
够接近于零).这个矛盾就完成了证明. ► 
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对费马引理的注1°费马引理给出了可微函数的内极值点的必要条件.对于非 
内极值点（像例1中的点 rc = -1),结论 f f ( x 0 ) = 0 一般说来是不成立的. 

2°引理在几何上是十分明显的，因为它断定在可微函数的极值点处，函数图像 
的切线是水平的（须知 f ( x 0 ) 是切线对 Or 轴的倾角的正切). 

3。引理在物理上表示，沿直线运动的物体，在开始返回时（极值!）的瞬时速度等 
于零. ‘ 

从刚才证明的引理和关于闭区间上连续函数的最大(小）值的定理,推出下面的 


命题 1 (罗 尔① 定理） 若函数/ : [ a ，6] — R 在闭区间 [ a ,6] 上连续，在开区间 
] a ,6[ 中可微，并且/⑷=/(6),則存在点$ G ] a , 6[,使得广⑹= 0. 

^因为函数/在闭区间 [ a ，6] 上连续，所以，存在点: r m 、 x M e [ a , b ], 在这两 
点函数分别取它在这个闭区间上的最小值和最大值.如果 f ( Xm ) = /( XM ), 那么函 
数在 [ a ， fcl 上是常数，而此时 fix ) = 0 y 故结论显然成立•若 f ( x m ) < 则因 

/( a ) = /(«>)，点和: r M 中必有一个落在开区间 ] a ，6 [中，我们把它记为 C . 根据费 
马引理，/ 7 (0 = 0. ► 

2. 拉格朗曰和柯西的有限增量定理下述命题是研究数值函数的一个最常用 
的重要工具. 

z 定理 1 (关于有限增置的拉格朗日定理） 如果函數/ : [ a ，6] — R 在闭区间 
[ a ,6] 上连续，且在开区间 ] a ， fc [ 中可傲，那么，存在点$ €] a ,6[, 使得 


/(&)-/(a) = / ， (0(6-a). (2) 


◄ 为证定理，考察辅助函数 F (: r ) = /(: r ) - f { b ) h ^ l(x - a ). 它显然在闭区间 
[ a , 6 ] 上连续，在开区间 jci , 6 |中可微,且在它的端点处&相等的值 F ( a ) = F ( b ) = /( a ). 
对 F ( x ) 用罗尔定理，得到点 < 司( 2 , 6 [，使 


= no - f{b l~ f n {a) - = 0 . ► 

对拉格朗日定理的注 1。 拉格朗日定理在几何上表示（图 21) 在某一点⑷ 
/(0)处，其中$ €] a ,6[, 函数图像的切线平行于联结点 ( a ,/( a )). ( bj ( b )) 的弦，因 

为后者的斜率等于 f{b) h ~ /(Q) ■ 

0 — a 


①罗尔 （ M . Rolle ) (1652—1719) -法国数学家. 
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2°若把 o : 看作时间，而把/(6) - /( a ) 看 
作沿直线运动的质点在时间6_ a 内的位移（注 
意 x 上 f ( x ) € M ), 则拉格朗日定理表示，质 
点的速度尸 ( x ) 在某个时刻《 e ] a ,6[ 具有这样 
的特点，倘在整个时间进程 [A 6】中质点以常速 
度 f ，(0 运动的话，它就会得到同一个位移的值 
f ( b ) - /( a ) • » f ，(0 自然被当作是在时间间隔 
[ a , 6] 中运动的平均速度. 

3。但须指出，当运动不是沿直线进行的时 
候，注2。意义下的平均速度可能不存在.实际 
上，例如设质点沿半径为1的圆周以常角速度 a ;= 1 运动. 我们知道，它的运动规律 
可以写成 

r ( t ) = ( cos ^ sint ). 



那么 


r ( t ) = v ( t ) = (-sin t , cost ). 


于是 |v| = \J sin 2 1 4 - cos 2 t = 1. 

在时刻亡 = 0 和 i = 2 tt ， 质点位于平面的同一点 r (0) = r (2 n ) = (1,0) 处 ，下是 

等式 

r (2 n ) - r (0) = v (《)(2 tt — 0) 


应该表明 = 0,但这是不可能的. 

不过我们明白，在某一段时间内发生的位移与运动的速度之间当然是有联系的. 
这种联系是，通过的路程不可能超过速度的最大值与路上所此的时间的乘积.此话 
可写成下面更确切的形式： 



在适当的时候将证明，这个很自然的不等式实际上是永远成立的.这个不等式 
也叫做关于有限增董的拉格朗日定理，而只对于数值函数成立的公式（ 2 )常常叫做 
拉格朗日中间值定理（中间值一词在这种情况下既指速度值尸(€)是中间值，也指点 
€位于 a 、 &之间). 

4。拉格朗日定理之所以重要，在于它把函数在有限闭区间上的增量同函数在这 
个区间上的导数联系起 来了. 在此之前我们还不曾有过这种关于有限增董的定理， 
而只是通过在固定点处的导数或微分来刻画函数的局部（无穷小的）增童. 
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推论 1 (函数单调性检验法） 如果在开区间的每一点函数的导数都是非负的 
(或总是正 的)， 那么，函数在这个开区间上不减（或递 增). 

◄ 实际上，若 X iy X 2 是区间中的两点，且 Xi < X 2, 即 X 2 - Xi > 0,则根据公式 
⑺有 

/(工2) - f ( X \) = /’(0(:2 - $1), 其中 A < i < X 2、 

于是等式左边的差与/ ； (0同号. ► 

当然，可以对具有非正（或负的）导数的函数的非增（或递减）性质叙述类似的 
命题. 

注根据关于反函数的定理和推论1，特别地，可以断定，如果在某个区间/上 
函数/(幻有正的或者负的导数的话，那么，函数/在/上连续、在 J 上单调、有反 
函数/- 1 ，且/― 1 定义在区间广= /(/) 上并在//上可微. 

推论 2 (常值函数判别法） 在闭区间 [ a y b ] 上连续的函数在此区间上为常数当 
且仅当它的导数在闭区间或者甚至只要开区间 ] a , b [) 的任一点都等于零 • 

◄ 只需证明，当尸 (X) 在 ] a ,6[ 上恒为零时，对于任意的 rr lt x 2 6 Ml ， 都有 
/( x 0 = /( x 2 ). 但此事从拉格朗日定理推出，按此定理 

/( X2 ) - f ( xi ) = /’(0(叼-工 1 ) = 0， 

这是由于 S 位于 A 和的之间从而 f €] a ,6[, 于是 no =0. ► 

注由此显然可以做出下面的 结论： 若两个函数 F l ( x ), F 2 ( x ) 的导数 F [( x ), 
Fi ( x ) 在某区间上重合，即 F {( x ) = F ^( x ), 则在此区间上差 Fx ( x )- F 2 ( x ) 是常值函 
数.(我们将会看到，这个结论对于积分学是很重要的 •） 

以下是拉格朗日定理的有益的推广，它也基于罗尔定理 • 

命题2 (柯西有 限增置 定理） 设 z = z ( t ) 及 y = y (0 是在闭区间 [ a y fi ) 上连续 
且在开区间 ) a ,0[ 中可微的函数 • 那么存在点[，使得 

x f ( r ) ( y (/?) — y ( a )) = y ’( r ) ( x (/?) - x ( a )). 

如果对于任意 i €]«,/?[ t /⑷ _ 0,則 x ( a )^ x (0) 且成立等式 

y{0) - y( Q ) = y'( T ) ⑷ 

X ( P ) - x ( a ) "" x’(T) ■ 

◄函数 F ⑷ = a : ⑺ ( y { p ) - y ( a )) - y ( t ) ( x (0) - x ( a )) 在闭区间 [ a ,/ J ] 上满足罗 
尔定理的条件，因此，存在点 t [使 F '( t ~) = 0,它等价于要证的等式，为了从 
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它推出关系式（4)，只要再注意，如果在 K /?[ 上有 xW ) / 0,则仍根据罗尔定理得 
x ( a ) / x ( 0 ). ► 

柯西定理的注1。如果把一对函数看作质点运动的规律，那么 (^(0, 

2/⑷）是它在时刻 t 的速度向量，而 ( x ( 0 )- x ( a ) M 0 )- y ^)) 是它在时间间隔 [ a ,/3] 
内的位移向量，从而定理断定，在某时刻 t €] a ， 列，这两个向量 共线. 但是这个关于 
平面运动的事实，同直线运动中关于平均速度的定理一样，只不过是一种令人喜欢 
的特殊现象.事实上，请想象一下沿着嫘旋线均匀上升的质 点吧. 它的速度与铅垂线 
构成不变的非零的夹角，可是，位移向量却可能是竖直的（绕一圈所作的位移 )• 

2 。 拉格朗日公式可从柯西公式得到，如果在柯西公式中令 a : = = t , y ( t ) = 

y ( x ) = /( x),a = a ,/3 = 6. 

3. 泰勒①公式从目前已经讲过的微分学这部分内容可以产生这样一个正确 
的观念，两个函数在某点处越是有更多的导数（包括零阶导数）相同，它们在这点的 
邻域内就越近似.我们大体上已经注意过函数在某点的邻域内用多项式 

P n (x) = P n (Xo ； x) = Co + C\(X 一 : C 0 ) + ••• + Cn{x - X 0 ) n 

来近似的问题，现在我们再来研究这个问题.我们知道（见§ 2 第6段的例 2 5)，代数 
多项式可以表成 

p „( x ) = P „( xo ) + - xo ) + •••+ -邛 r ’ 

即 Cfc = Z ^ f £ l(/b = o ， l ， … ， n ). 此事容易直接验证. 

于是， 通果 我们给定了一个在点抑处有 n 阶导数的函数/⑷，那么我们可以随 
即写出多项式 

Pn(x 0i x) = Pn(x) = /(x 0 ) + - X 0 ) + ■ ■ ■ + - (5) 

它在点处不超过 n 阶的导数与函数 /( X )在点抑 处的同阶导数相同 • 

定义5由关系式 （5) 给出的多项式叫做函数 /( x ) 在点 x 0 处的 n 阶泰勒多 
项式. 

我们感兴趣的是 tt 

f{x) - P n (xa\x) = r n (xo]x), ⑹ 

即多项式 Pn ( x ) 与函数 /( X )的偏差 • 此量常被称为泰勒公式 



①泰勒 （ Tayloi 0(168 5 —1 73 1)——英国数 学家- 
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的 余式， 或更确切地称为 n 阶余式或 n 阶泰勒公式余项. 

如果对于函数 r n ( x 0 ; x ), 除了它的定义 （6) 外毫无所知，那么等式 （7) 本身当然 
是毫无用处的. 

现在我们使用技巧性相当强的方法来求关于余项的信息.更自然的办法将在积 
分学中给出. 

定理 2如果在以: r 0 、: r 为端点的闭区间上函数/连同它的前 n 阶导数连续， 
而在这个区间的内点处它有 n +1 阶导数，那么对于任意一个在这个闭区间上连续 
且在它的内点处有异于零的导数的函数 A 都存 在位于 抑 和 a : 之间的点 ^ 使得 

⑻ 

◄ 在以 xo . x 为端点的闭区间/上考察辅助函数 

F ( t ) = f ( x )- P n ( t ; x) y ⑼ 

它是自变量 t 的函数.详细写出 F ⑴的 定义： 

F ( t ) = f ( x ) - + 一 + + 一 t) n • (10) 

• ■ 

从函数 F ⑷的定义和定理的条件看出， F 在闭区间 J 上连续且在它的内点处 
可微，同时 

，) = -[/，⑴-7 +^ (u) 

. gi . 2 ( x : t )+ rm (x _ t)2 _... 

对于闭区间/上的函数对 F ( t ) . ^( t ) 用柯西定理（见关系式⑷)，求得介于抑 
和 a ： 之间的点《，在这点处，有 

F ( x ) - F ( x 0 ) _ F(Q 
P ⑷一咖 o ) 一 ^(0 • 

把 ^(0 的表达式代进来，并注意到从公式（6)、 （9) 和 （10) 推岀的 F ( x ) - 
F ( xo ) = 0 - F ( xo ) = - r „( xo ； x ), 就得到公式 （8). ► • 

在 ⑻中置 p ( t ) = ，得到 , • 

推论1 (余项的柯西公 式). 

rn ( xo ； x ) = 士产 +”⑹(X — O "0 n ). (11) 
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在 （8) 中置 ip ( t ) = ( x - t ) n+ \ 得到特别优美的公式 

推论 2 (余项的拉格朗日公式） 

rnixo ^ x ) = 严+”⑹ (a: — xo ) n+1 . (12) 

我们指出，泰勒公式⑺当邱= 0时常叫做麦克劳林① 公式. 

看一些例子. 


例3对于函数 / Or ) 当抑 = 0时，泰勒公式表示为 


=1 + 4- 


根据 （12) 可以认为 

其中 KI < 

于是 




r n (0; x ) = 


+ …+ + r n (0; x ), 


e^ +1 , 


( n +1)! 


kn(0 ； x)| = 


山作 r +1 < 


(13) 


但对于任意固定的 x e R ， 当 n — oo 时,我们已知（见第三章 §1 第 36 段）埴 
是趋于零的.这就表明，从估计式 （14) 及级数和的定义推出，对于 x € R 有 


(14) 

i^r 1 

( n +1)! 



= 1 + TT x + 



例4类似地，对于任意的 a ,0< a , a ^ l , 我们得到函数 f 的展开式: 


(15) 



In a 



ln 2 a o 



n ? 


例 5 设/⑷ = sinx . 我们知道（见§2第6段例 18) /⑻⑷= sin (x + n |) ， 
n € N , 因此，从拉格朗日公式（12)，对于 x 0 = 0 和任意的 xeR , 求得 

rn (0； x ) = sin (卜 > + 1)) • f + 1 . (16) 


由此推出，对于任意的固定的值: ceR ， 当 n — oo 时，量 r n (0; x ) 趋 于零. 于是对于 
任意的 x € R , 展开式 成立： 


sin x = x — 




+ 5i^- 


(一 l) n 

(2 n + l )! 


(17) 


①麦克劳林 (C.Maclaurin)(1698—1746) —— 英国数 学家 . 
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例6类似地，对于函数 / Or ) = C os : r 得到 




(^ + |(n + l)).x- 


(18) 


cosx = 1 — 一 


+ ㉟ 


(19) 


例 7 由于 sh ^ = chz , 而 ch ; x = sh x , 所以，对于函数 f ( x ) = shrc ， 当 xo = 0 
时,从公式 （12) 得到 

7 ■秦 ) = ^hji 秦 n+1 ， 

其中当 n 为偶数时 ， WO = shC , 而当 n 为奇数时= chf 因为 H < |: r |， 在任 
何情况下都有 

MOI ^ max {| shx |,| chx |}. 

这就表明，对于任意固定的值 : r e R ， 当 n — oo 时， r n (0， x ) — 0. 于是我们得到对任 
意的 a : G R 都成立的展开式 


shx=x+ h x3 + b x5+ ■■- + j2^ x2n+> 

例8类似地得到对于任意的值 xeR 都成立的展开式 

chx = l + h x 2+ h x 4+ - + j ^ y x2n+ 

例9对于函数 / Or ) = ln(l + a :), 有 

r(n)/^\ _ (-I)H 


f ln ) ( x )= 


(1+X) n 


因此，当 : to = 0 时，泰勒公式 （7) 对于这个函数成为 


ln(x + 1) = x - ^ x 2 4 - ~ x 3 -1-^ 

这次我们按柯西公式 （11) 来表示 r n (0; x ): 


(Hn 


+ r n (0; x ) 


娜 )4 鵠卜办， 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


r n (0; x ) = (- l ) n x . > 


其中点 $ 在 0 和 i 之间. 


(23) 



如果卜 I < 1，那么，从 《在 0和 rr 之间这个条件推出 


= I 工 I 一 ICI < \^\ - ICI 
1 +€ ~ 11+^1 、 1 - 1^1 


-ICI 




= |x|. 


于是当 M < 1时 


| r „(0， x )| < | xr +1 . 


(24) 


(25) 


因此，当 M < 1时成立展开式 


ln(l + x ) = x - ^ x 2 4- ^ x 3 - h - xU + … • 


(26) 


我们发现，在闭区间 |: r | < 1之外， （26) 右端的级数处处发散，因为它的一般项 
当 | x | > 1时不趋于零. 

例 10若 /( x ) = (1 + X )' 其中 R ， 则 

f ( n )( x ) = a(a — 1) •. • (a - n + 1)(1 + x ) a - n . 

因此，当吻 = 0 时，这个闲数的泰勒公式 （7) 有如下的 形式： 

，，一 ，人. 咖- 1) 一2 . • 1) …(…上 D x n + rn ( ㈣ . （27) 


使用柯西公式（11)，求得 


+ ••• + 


rn (0； x ) = Q ( Q - 1) n 「 ( Q - n ) ( l +^- 0r -^；， 


(28) 


其中 C 位于0和 cr 之间 • 

如果 M < 1，那么使用估计式（24)，有 


| r n (0； x )| 吟 (1 一〒) … (1 一 ^)|( l +0° N n+1 . 


(29) 


当 n 增加1时，不等式 （29) 的右边乘以 (1 - ^) x |. 但是，因为 M < 1，所以， 

如果 lxl < g < h 则不管 a 的值如何，对于足够大的 n 将有 (l - x | < <? < 1. 

由此推出，对于任意的 a € R 和开区间 | x | < 1中任意的 a :， 当 n — oo 时, 
rn (0 ； x )-， o ； 因此在开区间 M < 1上成立由牛顿得到的展开式（牛顿二项式） 


, . a a(a — 1) 

(i+xr = i + ^x+ 2! - l 

( - 1)."(Q.-71+ l) : n + 
n ! 


(30) 


我们注意到，从达朗贝尔比较检验法（见第三章§1第46段）可以看出，当 N > 1 
时，只要 a < N ， 级数 （30) 总是发散的. 
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现在我们单独讨论 a = n€N 的情形. 

这时函数 / Or ) = ( l + x )- = (1 + a :)" 是 n 次多项式，因此它的一切高于 n 阶的 
导数都 是零. 于是，我们从泰勒公式 （7) ，以及例如拉格朗日公式 （12) 都得到 等式： 

(l + xr = l + Iix + + …+ 咖 - n )) … 1 x' (31) 

这正是我们在读中学时就知道的具自然数指数的牛顿二项式 公式： 

(1 + x) n = 1 + + Cb 2 + …+ 0： n • 

这样，我们已经定义了泰勒公式 （7), 并且得到了泰勒公式余项的表达式（8)、 
(11)、 (12). 我们所得到的关系式(14)、(16)、(18)、(25)、 （29) 可以用来估计按泰勒 
公式计算一些重要的初等函数时的误差.最后，我们还得到了这些函数的幂级数展 
开式. 

定义 6如果函数 / Or ) 在点: to 处有任意阶导数，那么级数 

/( 工 0) + Yi/ / (x 0 )(x 一 x 0 ) + …+ ^j/ (n) (x 0 )(x - x 0 ) n + … 

叫做函数/ 在点 x 0 处 的泰勒级数. 


不应该认为每个无穷可微的函数的泰勒级数都在点 xo 的某个邻域内收敛，因 
为对于任何一个数列都可以构造（这并不是很简单的）一个函数 
/⑷，使得 /( n 〉(® o )= Cn , n € N . 

也不应该认为，如果泰勒级数收筚,它就一定收敛到产生它的函数.泰勒级数收 
敛到产生它的函数，此事只对于所谓解析函数成立. 

下面就是一个柯西给出的非解析函数的 例子： 

( e 一含，若 x _ 0， 

m = { 

I . 0,若 X = 0. 

从导数的定义出发，由于当: r — 0时，不管 fc 值如何总有 x k eS — 0 (见第三 
章§2的例30)，可以验证对于 n = 0,1，2,…，/ ⑻⑼ =0. 于是，在这种情况下泰勒 
级数的每一项都是零，从而它的和恒等于零，同时，当 x 一 0时， /( re ) / 0. 

最后我们来详细研究一下泰勒公式的局部形式. 

重新回到用多项式局部逼近函数 f ： E -^ R 的问题.我们是在§1第3段中开始 
讨论这个问题的.我们试图选择一个多项式 Pn 0 rO ; I ) = Co + Ci ( X - Xo ) + 〜 + C „( X - 
x 0 ) n , 使得 

f ( x ) = P n { x 0 ] x ) + o((x - x 0 ) n ) ，当 re x 0 , x € E , 


或详细写出来 
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/(X) = Co + Ci(x 一 ®0) + …+ Cn{x - x 0 ) n + o((x- X 0 ) n ), 

当― > Xo , x 6 E . (32) 

我们明确地叙述一个实质上已经证明了的 
命题3如果满足条件 （32) 的多项式 

Pni^O； X) = Co + Ci(x-X 0 ) + *-- + Cn(x - X 0 ) n 

存在，那么它是唯一的. 

◄ 实际上多项式的系数可以从条件 （32) 顺次完全单值地（根据极限的唯一性) 
求出来： 


°° = E^ Xo f(X ^ 


Ci = lim 


/( 工）_ gQ 

I 。 X — Xo 


c n = lim 

E^x^xo 


f ( x ) 一 [Co + • • • + Cn-!(x - XQ ^- 1 ] 
(X _ X 0 ) n 


现在证明 


命题 4 (局部泰勒公式）设£；是以: c 0 eR 为端点的闭区间.如果函数/: 丑 
R 在点 x 0 处有直到 n 阶的导数/，(衂) ，… ，/ < n ) ( x 0 ), 那么下列表达式成立： 

/( X )= /( xo ) + ^( X - xo ) + ••• + ^^( x - xo )" 


+ o((x — o : 0 ) n ) ，当 z — x 0 ， x € E 




这样一来，可微函数的局部逼近问题就由相应阶数的泰勒多项式解决了 • 

由于泰勒多项式 PnOr 0; X ) 是根据这样的条件构造的，即在点 X 0 处它和函数/ 
的 n 阶以内的同阶导数相同，所以 f w ( x 0 ) - Pi k \ x 0 \ xo ) = 0 (A = 0,1,…， n )， 从而 
公式 （33) 的正确性由下述引理确立 • 

引理2若函數芯 — R 定义在以： r 0 为端点的闭区间上，在点邛处有一切 
不超过 n 阶的导数 f’(x 0 ), … ， v?( n )(x 0 )， 且 ( p ( x 0 ) = ^{ xo ) =…= p (n) (x 0 ) = 0, 则 
当 x XQyX £ 五时， ( p ( x ) = o((x — xo) n ). 

◄当 n = 1时，结论可从函数 p 在点抑处可微的定义如下 推出： 据可微的定义 


ip(X) = (p(xo) + (p f (Xo)(x — Xo) + o(x - Xo ), 当 x Xo,X e E. 
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但因 ^>(xo) = ^(xo) = 0,故有 

Ip(x) = o{x — X 。 ) ，当 X —* Xo,X £ 五时 . 

现在假定命题对阶数 n = k-l^l 已证实.我们来证它对于阶数72 = 2也 

成立 • 

我们预先指出，由于 

EBx—xo X — Xq 

那么， ^ k \x Q ) 的存在是以 ^\x ) 在丑上 吻的一个不管多么小的邻域中有定义 
为前提的.如果必要的话，只消缩短闭区间 E， 就可以预先认为函数 <p(x)、 vAx), …， 
其中 fc 彡2,在以: r 0 为端点的整个闭区间丑上有 定义. 由于*彡2,那么， 
所以函数 Wa:) 在 E 上有导数 ^(x), 且根据条件，有 

(ipyixo) =…=(/产-”⑹= o. 

这样一来，根据归纳假设 

(f’(x) = o((x - X 。 产 - 1 ) 当 X - ► X 0 ,X G 五时 . 

此时，用拉格朗 fci 定理，得到 

^p(x) = (p(x) - (p(xo) = (无一工 o) 

= oc(0^-xo) k ~ l (x-xo) 1 

其中 C 是位于 xo 和： e 之间的点，即- a ： o| < |x - xo|, 而当€ — xo 、 € €五时， 
a(0 — 0. 这就意味着，当 a: — x 0 、 re € F 时，同时有《 — 吻、^ E 且 — 0.而 
由于 

M^)\ ^ KOIk- X 0 \ k ~ l \x - xol 

所以，就证明了^ 

V ?( x ) = o((x - xo) fc ) x -* xo,x £ E. 

这样一来，根据数学归纳法的原理，引理2的结论得到了证明 • ► 

关系式 （33) 之所以叫做局 部泰勒 公式， 是因为根据其中余项的形式（所 谓佩亚 
诺形式） 

r n (xo\x) = o((x- x 0 ) n ) (34) 

只能对泰勒多项式和当 x^x 0 ;x£E 时函数的渐近行为作出结论 • 

因此，公式 （33) 对于计算极限及描述当 x-^xo，xeE 时函数的渐近行为是适 
用的，但是，只要对量 r n (x 0 ；x) = o((x - x 0 ) n ) 还没有作出实际的估计，它都不能应 
用于函数值的近似计算. 
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总结一下.我们定义了泰勒多项式 

Pn(xo\x) = f(x 0 ) 4- ’ ■ 匕 - 0 ) (x 一 ：()) + ••• 



写出了泰勒公式 

f ( x ) = /( X 。）+ ^ (x - xo ) + • • • + ’- n (产 ■)■ ( x 一 x o) n + r n ( xo \ x ) 

并得到了它的下列重要的具体表达式： 

如果/在以 xo 、 a : 为端点的开区间中有 n + 1阶导数，贝 lj 

fix ) = /( xo ) + ^ l ( x - xo ) + ••• + ^^( x - xo )" + xo ) n+1 , (35) 

其中《是位于: T 0 和 X 之间 的点； 

如果/在点 x G 处有直到 n > 1阶的导数，则 

/( x ) = f ( xo ) + ’ ( J 0 ) (x 一 zo ) 十 • • • + ’ ~ 7 ^ X "°~"" x o) n + o((x - xo ) n ), (36) 

关系式 （35) 称 为具有拉格朗曰余项的泰勒公式， 它显然是拉格朗 口 定理的推广， 
后者是它当 n = 0 时的特例. 

关系式 （36) 称为具 有佩亚诺余项的泰勒公式， 它显然是函数在一点处可微的定 
义的推广，后者是它当 n = 1时的特例. 一 

我们注意到，公式 （35) 实际上含有更多的内容，因为一方面如我们已见到的，用 
它能够估计余项的绝对值，而另一方面，例如，当 / ( n +1) W 在 x 0 的邻域内有界时， 
从它还推出渐近公式 

f ( x ) = f ( x 0 ) + ^(x 一: r 0 ) + …+ ^^( x - x 0 r + O (( x - x 0 r +1 ). (37) 

因此，对于无穷可微的函数，公式 （35) 包含着局部公式 （36) ，而经典分析在绝大多 
数场合都是与这种函数打交道的 • 

特别地，根据公式 （37) 和前面研究过的例3 — 例10,现在可以写出下面的当 
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X -0 时的渐近公 式表: 


e ^ = l + YjX + ...+ ~x n + 0(x n +”， 

cosx =1 _ i . x2 + i . l4 _... + ^> + 0(^"^), 

Sin …々 + … + 去^-+咖， 

chx = 1 + i l2 + i . l4 + ... + _L_ x2n + o ( ^), 

‘ | +1 +0( x 2n + 3 ), 


shx = x + r 3 + ** ， + (2^TT)! 


ln(l + x ) = x - ^ x 2 + ^ x 3 - + — x n + 0( x n+1 ), 


d + xr = i + ^ x + + … + 咖 - i)"j … w + 0(x ，. 

现在再考察几个应用泰勒公式的例子 • 

例11写出计算函数 Sinx 在闭区间 - l ^ x^l 上的值的多项式，使绝对误差 
不超过10 - 3 . 

我们取函数 sinx 在点 x 0 = 0的邻域内展开所得适当次数的泰勒多项式作为这 
样的多项式.因为 


1 « 1 c (一 l) n • 

sinx = x-3jx +^|X - 


+ 0 


+ r 2 n + 2 ( 0 ； x ), 


其中余项按拉格朗日公式给出: 


r 2 n + 2 ( 0 ； x ) 


sin (C + |(2 n + 3)) 


(2 n + 3)! 


所以当 |: r | < 1 时, 


| r 2 n + 2 ( 0 ； x )| ^ 


(2 n + 3)! 


但当 n 彡 2 时, 


(2 n + 3)! 


< icr 3 , 所以 




它在闭区间 N < 1 上具有所需的精 确性. 

例12我们证明当 x — 0时 , tgz = x +卜 3 + o ( x 3 ). 



我们有 
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tg , x = cos _ 2 X ， tg ’’ x = 2 cos 一3 x . sin x ， 
tg ’’’ x = 6 cos - 4 x sin 2 : r + 2 cos -2 x . 

于是， tg 0 = 0， tg '0= 1^〃0 = 0，1^0 = 2,从而由局部泰勒公式推出所需的关 
系式. 

例13设 a > 0. 我们来研究级数 cos -^ 的收敛性 • 

当 a > 0 ，n — oo 时，^ — 0. 估计级数项的阶 

lncos i = ln ( 1 " h.^^° (i)) = +0 (i) • 

于是我们的级数是常号级数，其项与级数的项等价.由于后者仅当 

n=l 

cc >\ 时收敛，所以在所说的区域 a > 0中，原来的级数仅当 a > 1 - 时收敛（见问题 
15 b )). 


例14我们证明当 a : — 0时, 


►( X 6 ). 


这次我们不去逐次汁算六个导数，而是使用已经知道的当 x — 0时， cosx 的展 
开式和当 u — 0时, ln(l + u ) 的展开式： 

In cos:e = l n (1 - 士工 2 + ^[ 怎 4 - ‘ 工 6 + 0( 怎 8 )) 

= ln(l -f- tx) = u — + -f 0(u 4 ) 

=(» 4 -^ 6+ 外 8) ) 

_ Uw x4 ' 2x ^ l6+0(x8) ) 

= ~\ x，i - ~ ° {x&) - 
例 15 求函数 In cosx 在 rr = 0 处的前六个导数的值. 

( lncosx ) / = 于是在工 = 0 处，由于 cosO / 0,所以这个函数显然有任意 

阶的导数.我们不^这些导数的函数表达式着手，而是使用泰勒多项式的唯一性 
和上例的结果. 




若 


f(x) = Co + C\X + • • • + CnX n + o(x n ) 当 X — 0 , 


则 

于是，在我们的情形，有 

(Incos) ⑼= 0 ， （ lncos)’(O) = 0， (In cos)" ⑼ =-• • 2 !， 

(Incos) ⑶ (0) = 0， (In cos) ⑷ (0) = 一士 • 4 !， 

(In cos)( 5 ) ⑼ = 0， (In cos)( 6 )(0)= - 去 • 6!. 

例 16 设 /( rr ) 是在点 x 0 = 0 处无穷可微的函数，并已知它的导数在零的邻域 
内的展开式 ' 

f\x) = 4 + + • •. + <x n + 0(x n+1 ). 

那么，根据泰勒展开式的唯一性，我们有 

( 尸 )( ，） = fc!c ;， 


因此严叫⑼= fc ! 4 . 这样一来，对于函数/⑷本身，有展开式 


/(-) =/(0)+ 爭 +》+…+ ^Sr n+1 + o (， +2 ) 


化简之后即 


f(x) = /( 0 ) + 私 + . x 2 + • • • + 春 ， +1 + 收，. 


例17 求函数 /( x ) = arctg x 在零处的泰勒展开式 • 

由于尸⑷= _ J _ = (1 + x 2 )- 1 = 1 - x 2 + x 4 - …+ (- l ) n x 2n + 0 ( x 2n+2 )， 所 


以根据上例所说的理由, 


/(x) = /(0) + t x-^t 3 + -x 5 — 

+ i^x 2n+1 + 0(x 2n+3 ), 

2n + 1 


arctga : = x--x + -.••+ 5 ^ 


土^一 • • • + lzlll x 2n + l + 0 (x 2n ^). 
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5. 证明： 若/€<^!^，广)(0) = 0,当 n = 0， l ，2, …，并且存在数 C ， 使得 

sup !/ ( n ) ( x )| ^ n ! C n , n € N , 

-i 彡 * 矣 1 

那么，在[一 1,1】上 /( a :) = 0. 

6•设 / € C (n) d 一 1，1[)且 sup |/( x )| ^ 1. 

-1<X<1 

设 m k ( I ) = inf |/ ( fc ) ( x )|, 其中 J 是含在开区间 ]- 1，1[中的 区间.证明： 

x€/ 

a ) 若 J 被分成顺次的三个区间 A 、、/ 3 ,且 m 是/ 2 的长，则 


b ) 若/的长是 A , 则 


mk(I) < —(m/c-i(/i) + mfc-i(/3)). 




c ) 存在这样的数 a n ， 它只与 n 有关，使得若|/'(0)|彡则方程 

/ ( n ) ( x ) = 0 

在丨 - 1，1[中至少有 n - 1个不同的根. 

提示在 b ) 中用 a ) 和归纳法庳理•，在 c ) 中用 a ) 并归纳地 证明： 在1 - 1，1[中存在这 
样的点列 

Xki < Xk2 < …< Xk k t 

使得对于 1，/⑷⑹. f ( k \ x ki ^)<0. 

证明： 若函数/在开区间 J 上定义且可微，[〜 6] C 则 

a ) 函数 /' Or ) (不必是连续的!）在 [ a , 6】上取遍 /' ⑷和 f \ b ) 之间的一切值（这是达布① 

定 理). ’ 

b ) 若还有 /" ⑷在 ] a ,6[ 中存在，则存 在点？ €]«,6[,使得 

/ ， W -/ ， ( a ) = / ，， (0(^- a )- 


8. 函数 f ( x ) 在全数轴上可微且 f ( x ) 可以不连续（见§1第5段例 7). 

a ) 证明： 函数 f ( x ) 只可能有第二类间断点. 

b ) 指出下述对于 f ( x ) 的连续性的 " iE 明”中的 错误. • 

◄设: r 0 是 R 中任意一点且 r ( x 0 ) 是函数/在点抑处的导数.根据导数的定义和拉 
格朗日定理 

/( xo ) = Hm f(X ) 一 /( ^ = lim f \() = lim /'(0， 

x-*xo X — Xo x-*xo i-*xo 

其中 € 是 x 0 和 a: 之间的点，从而当 x-xo 时也趋于: CO. ► 

①达布 ( G . Darboux )(1842—1917) -法国数学家. 




9 .设 / 是区间 J 上的二次可微函数.设 


M 0 = sup \ f ( x )\ Mi = sup I/’(a:)|，M2 = sup \ j '\ x )\. 
*e/ xei xei 


证明： 

a) 若 J = [一 a，a】， 则 


\ f \ x )\ < 竽 + ^M 2 . 


r i ^ 若 j 的长度不小于 2 


(Mi < \Z2M 0 M 2 , 若/ = R. 

c) 在 b ) 中数 2 和 n /5 不可再减小. 

d) 若 / 在 R 中 p 次可微，且 S M 0 和 M p = sup |/ (p) (^)l 都有限，则对于1彡 A: < p ， M 

*€R 

Mfc= S up|/ (AE )(a:)| 亦有限且 

x€R 


M fc < 2 !i ^ 1 M l 0 ~^m}. 


提示利用问题 6b),9b) 和归纳法原理. 

10. 证明： 若函数/在点: ro 处有直到 n + 1阶导数，则泰勒公式的拉格朗日型余项 

r n (xo ； x) = i/ (n) (xo + 0(x — xo))(x — xo) n , 

其中的 ft 0 = 0(x) 当 a: — zo 时趋于 

11 . 设 / 是区间 / 上的 n 次可微函数.证明： 

.a ) 若/在区间/的 n + 1个点处为零，则存在点< € J 使/ (n> (0 = 0. 

b) 如果 xi,x 2 , ••- ,x p 是区间 / 的点，则存在唯一的不超过 n - 1阶的多项式 L ⑷(拉格 
朗日插值多项式)，使得 f(xi) = L(xi)(i = 1,2,…， n). 此外，对于 * € J 存在《€ J 
使得 

/(x) - L(x) = ( ^ Xl) - n! (X ^/ W (0- 

C) 若 m < …< x p 是区间 J 的点， m(l < t < p) 是这样一些自然数，使得 

ni 十叱 + ... + r^ = n 且当0彡 A: 彡 Ui — 1 时， / (fc) (x<) =0,则在区间 [: rup] 中存 
在点 € 使/― 1 ) (0 = 0. 

d) 存在唯一的 n - 1阶多项式 //(a:)( 埃尔米特①插值多项式)，使得当0 < fc < ni - 1时 
f ^ n ) ( Xi ) = P (k \xi). 此外，在包含点 x 和 々 (i = 1 ， … ， P) 的最小的区间内部存在点《 
使得 . ， ... 


fix ) = H ( x ) + 


(x-x,) n » …… (x - x p )^ 


广〉 (0. 


①埃尔米特 (Hermite)(1822—1901)-^— 法国数学家，从事分析学问题的研究，特别是证明了数 e 
的超越性. 
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这个公式叫做埃尔米特插值公式.诸点 A(i = 1，... ， P ) 分别叫做 Tli 重插值节点.拉格 
朗日插值公式（问题 b ) 是埃尔米特公式当 p = n,ni = l(i = l ,..., n ) 时的特例，同样，具 
有拉格朗日余项的泰勒公式也是埃尔米特插值公式的特例，它相应于 p = 1的情形，即在一 
个 n 重插值点上插值的情形. 

12. 证明： 

a ) 在实系数多项式 P(x) 的两个实根之间存在它的导数 ^(x) 的根. 

b ) 若多项式 P(x) 有重根，则多项式 ^( x ) 也有这个根，但重数少 1. 

c ) 若 Q(x) 是多项式 P ( rr ) 和 ^(x) 的最大公因式，其中 ^(x) 是多项式 P(x) 的导数， 
齡贼鵠⑽贼 P(x) 隨鼠贼-賴 • 

13. 证明： 

a) 任一多项式 P(x) 都可表成 co + ci ( x - x 0 ) + ••• + c n ( x - x 0 ) n 的形式. 

b ) 存在唯一的 n 阶多项式 P ( x ) 使得当 E 3 — 抑时， 

/ ⑻ - P(x) = o((x - x 0 ) n ). 

这里/是定义在集 E 上的函数，而抑是£；的极限点. 

14. 借助于对 k ^ l ^ k 的归纳法，我们定义函数/在点: E 0 处的 fc 阶有 限差： 

= A/(x 0 ;hi) = f(xo-hhi) - f(xo) t 
△ 2 /(xo;/u ， /i 2 ) = AA/(x 0 ； /ii,/i 2 ) 

=(/(xo + /ll + /l 2 ) — /(xo + " 2 )) - (f(xo + hi) — /(xo)) 

= /(xo + /ll + /» 2 ) — f(xo + hi) — f(xo -f / 12 ) -f /( xo ), 


A fc /(xo ； /ii, •• - yhk) = A fc_1 ^fc(xo ； /ii, •• - 

其中 9k { x ) = ^ J ( x \ h k ) = f(x + h k ) - f ( x ). 

a ) 设 / e C ( n - l ) [ a ,6], 且至少在开区间 ja ， 6 [中 f ( n \ x ) 存在.若诸点 

Xo, Xo + / ll , Xo + / 12 , Xo + /ll + 九2, • • • yXo h\ + • • • + /in 
皆在 ta ，6 j 中，则在包含这些点 的最小 闭区间的内部存在点 $ 使得 

b ) (续）若 f M ( x 0 ) 存在，则成立估计式 

|A n /(xo ； /ll, ••- ， hn) - f (n) Mh …… hn\ 

< sup |/ (n> (x)-/ (n) (xo)|.|^l| …… \hn\. 

x€]a,b[ 

c ) (续）置 △ n /( x 0; / i， …， W = ^ n f ( xo ； h n ). 证明，若 / ( n ) ( x 0 ) 存在，则 
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§4. 用微分学的方法研究函数 


1. 函数单调的条件 (参看 函数单调性检验法） 

命题 1开区间 ] a ，6[= 五上可微的函数 — R 在此区间内的单调性与它的 
导数 /' 在此区间的符号（正、负）彼此之间有下述的关系： 

f ，( x ) >0=» / 递增冷 /'(X) > 0， 

/'( x ) >0冷/ 不减令 f ( x ) ^ 0, 

f r ( x ) = 0 =» / = const (常教 )=> f f ( x ) = 0, 

/'( a：K 0 冷/ 不增令 /，( x )< 0， 
f ; ( x ) <0=> / 递减冷 f '( x ) < 0. 

< 左边这栏的结论我们在讨论拉格朗口定理时已经知道了，根据拉格朗日定理 

f ( x 2 ) ~ f ( xi ) = f \ 0( x 2 - Xi ), 


其中 xi , x 2 6] a , 6( 且 c 在 A 和工 2 之间. 从这个公式见到，当 A 〈的时 ，差 f (工 2) - 
/( xx ) 的正负与/ ; (0的正负一致. 

右边那栏的结论直接由导数的定义得出.例如我们来证明，若在 R 61 上可微的 
函数递增，则在 ] a ,6[± f f ( x ) > 0. 实际上 


/'( x ) = lim 


/( a ： + ft ) - f { x ) 


若 /i > 0,则 /(re + ft ) - / Or ) > 0, 而若 /i < 0,则 /(x + / i ) - f ( x ) < 0; 因此极限号后 


面的分数是正的. 
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因此，它的极限 f ( x ) 非负，这就是所要的结论. ► 

注1从函数 /( X ) = X 3 这个例子见到，可微函数的递增只蕴含导数的非负而 
不蕴含导数恒正.在这个例中，/'(0) = Sx 2 \ x= o = 0 . 

注2在>1 4 B 这个记号中，如我们已经及时指出过的, 4是 B 的充分条件而 
B 是 >4的必要条件.这就意味着，从命题1特别地可以做出下面的 结论： 

函数在开区间上为常数当且仅当它的导数在这个区间上恒等 于零； 

要使在开区间上可微的函数在这个区间上递减，只需使它的导数在这个区间的 
任何一点处都是 负的； 

为使在开区间上可微的函数在这个区间上递减，它的导数在这个区间上必须是 
非正的. 

例 1 设在 R 上 /( a :) = a : 3 - 3 a : + 2. 那么尸 ⑷= 3 x 2 - 3 = 3( x 2 - 1)，并且，由 
于当 M < 1时， r ( x ) < 0,以及当 W > 1时， f \ x ) > 0 ,所以可以断言,函数在开区 
间 j - OC , -1[上递增，在开区间1 - 1，1[上递减，而在开区间 jl ，+ oo [ 上重又递增. 

2. 函数的内极值点条件根据费马引理 （§3. 引理 1), 可以得到下面的 

命题 2 ( 内极值点的必要条件） 要使点 吻 是定义在这点的邻域中的函数 
/ : U ( x 0 ) - R 的极值点，'必须成立下列两条件之一：或者函数在 x 0 不可微，或 
者 r { x 0 ) = 0. 

简单的例子表明，极值点的这些必要条件不是充分的. 

例2设在 R 上 /( x ) = a : 3 . 那么尸(0) = 0,但在点 x o = 0 处没有 极值. 

例3设 



X ，当 x > 0, 
2 x , 当 a : < 0. 


这个在零点发生转折的函数显然在这点既无导数亦无极值 • 


例 4 我们来求函数 / Or ) = rr 2 在闭区间[- 2 ,1】上的最 大值. 在这种情况下，显 
然最大值在区间-2的一端处达到.但正规的求法是这 样的. 求出 f ( x ) = 2 x 以及开 
区间]-2，1[中一切使 f \ x ) = 0的点.在我们的题目中，这样的点，只有一个，就是点 
x = 0. f ( x ) 的最大值或在这些点中达到，或在一个端点处达到.关于端点的情形，命 
题2什么也没说.因此,在我们的情况下,应当把函数值/(-2) = 4,/(0) = 0, /( I ) = 1 
进行比较，由此断定函数 /( x ) = x 2 在闭区间上的最大值等于 4 ,它是在这个区间的 
一端 -2 处达 到的. 


根据在第1段中建立的关于导数的符号和函数的单调性之间的联系，我们得到 
下述在一点处存在局部极值或不存在局部极值的充分 条件. 
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命题 3 (用一阶导数表达的极值的充分条件） 设/ : U(xo) ^ R 是定义在点吻 
的邻域内的函数，在点 x 0 处连续且在它的空心邻域 U(xo) 中可微 .设 

U~(xo) = {x e U(xo)\x < Xo}y U^(xo) = {x £ U(xo)\xo < x}. 

那么下列断语 成立： - 

a) (Vx€ U^(x o )(f ， (x)<0))A(Wx€ U + (xo)(f(x) < 0)) 

令 （/ 在吻处没有极 值)； 

b) (Vx€ f/^(x o )(/ ， (x)<0))A(Vx€ U + (x 0 )(f\x) > 0)) 

=> (抑 是 / 的严格局部极小值 点)； 

c) (Vrr€ y-(x 0 )(/ ， (x)>0))A(Vx€ J/ + (x o )(/ , (x)<0)) 

=> (吻是 / 的严格局部极大值 点)； 

d) (VxG J/-(x 0 )(/ ， (x)>0))A(Vx6 U + (x 0 )(r(x) > 0)) 

=> (/ 在: r Q 处没有极值). 

可以简单地但不太确切地说，如果经过一个点时导数变号，则有极值，而若导数 
不变号，则没有极值. 

我们立即注意到，关于极值的这些条件是充分的，但不是必要的.下面的例子可 
以说明这一点. 


例5设 



当4 0, 
当 x = 0. 


由于: r 2 < /(:rK 3:r 2 , 那么很明显，函数在点 xo =0 处有严格局部极小值.但 
无论在这个点的哪个空心半邻域中，它的导数 f f (x) =4x + 2xsin ^ -cosi 都不保 
号.这样一个例子还指出了由于命题 3 的上述简略表达而可能引起$的误会 • 

现在证明命题 3. 

◄ a) 从命题 2 推出函数/在 (7-(x 0 ) 上严格递减.由于/在： r 0 连续，故 


lim f(x) = /(x 0 ), 

0-{x o )Bx-*x o 

从而当 X € 汐一 (X 0 ) 时， /(X) > f(x 0 ). 同理，当 X e t> + (X0) 时， f{xo) > f(x). 这样一 
来，函数在整个邻域 U(xo) 中严格递减，于是 X 0 不是极值点 • 

b) 首先，像在 a) 中那样，由于/⑷在 (7-(xo) 递减和/在吻连续，我们断定， 
当： T e 时，有/⑷> /(xo ). 从/在 U^(x 0 ) 递增和 f 在 Xo 连续断定，当 

X€ 汐 + (吻）时， f(xo) < f(x). 于是函数/在: TO 有严格局部极小值. 

断言 C) 和 d) 可类似地证明 .► 
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命题4 (用高阶导数表达的极值的充分条件）设函数/ : U(X 0 ) - R 定义在点 
X0 的邻域 U ( x 0 ) 中，在 xo 有直到 n 阶导数 （n > 1). 

如果 f \ x 0 ) =…= / ( w -”( xo ) = 0且 /( n )( x 0 ) / 0,则当 n 为奇数时， 在吻处 
/无极值，而当 n 为偶数时，/有极值，此时若 / ( n 如 0) > 0,则有严格局部极小值， 
而若 / ( n ) ( x 0 ) < 0,则有严格局部极大值 • 

◄ 我们将利用局部泰勒公式 

/( x )- /( x 0 ) = l /^( xo )( x - x 0 r + a ( x)(x - x 0 ) n , (1) 

其中当 : r — 吻时， a ( x ) - 0,像在证明费马引理时那样进行讨论.把 （1) 改写成 

f ( x ) - f { x 0 ) = (~?/ (n) ( x °) + tt ( x )) ( x - x o ) n . ⑺ 

因为 f { n ) ( xo ) # 0,而当 : r — rr 0 时， a ( rr ) — 0, 所以，当 x 充分接近 rr 0 时，和式 
/^( xo )- fa ( x ) 的值与 f ^( x 0 ) 同号.若 n 是奇数，则经过: ro 点时 ( x - x 0 ) n 改变符 
号，这时 （2) 式右端,从而等式的左端都 变号. 这就表明，当 n = 2 fc + 1时没有极值. 

若 n 为偶数，则当 a : 〆 x 0 时 ， （x - a: 0 ) n > 0,因此在点 x 0 的小邻域内，由等式 
(2) 可见差 /(: r ) - /( x 0 ) 的符号是与/ ( n ) ( x 0 ) 的符号一样的 • ► 

我们考察一些例子. 

例6几何光学中光的折射定律（斯涅耳①定律）根据费马原理，在任意两点 
之间，光线所走的实际路径是耗费时间最少的 路径. 

从费马原理和两点间最短路径是以它们为端点 
的直线段这一事实推出,在同一种均匀介质(在每点 
和每个方向都有同样结构的介质）中，光是沿直线传 
播的. 

现设有两种均勻介质且光从点山传到点乂2， 

如图22所示. 

若 Cl 、 C 2 是光在这两种介质中的速度，则通过 
所示路径的时间是： 

t ( x ) =丄\/"? + 工 2 + ~~\/ h 2 + (a — x ) 2 . 

Ci C 2 

我们来求函数 t ( a :) 的极值： 

1 x J _ a - rr _ n 

ci yjh \ + x 2 ^2 ^/ h \ + (a — x ) 2 ’ 

①斯涅耳 (Snell 或 Snellius ) (1580—1626) —— 荷兰天文学 家和数 学家- 







• 216 - 


第五章微分学 


按照图上的记号，此式给出 

丄 sinai =丄 sino ： 2 . 

C \ c 2 

从物理的考虑或者从 x - oo 时函数 t ( z ) 无限增长的情况，都可以明白，使 
Wo ：) =0的点是连续函数 t ( a :) 的绝对极小值点.于是从费马原理推出了折射定律 

sinai ci 
sin a 2 — 

例 7 我们证明 ：对于 a : >0 有 

x Q - ax + a - 1 ^ 0,当 0 < a < 1 时， （3) 

x a - ax + a - 1 ^ 0, 当 a <0 或 l < a 时. （4) 

< 对函数/⑷ = f 一 aa : + (a - 1) 求微分，得到 f \ x ) = a ( x Q ~ l - 1) 以及当 
a ； = 1时， f ( x ) = 0.如果0 < a < 1，则当点从1处经过时，导数从正值变到负值，而 
若 a < 0或1 < %则当点从1处经过时,导数从负值变为 正值. 在第一种情形，在点 
1处有严格极大值，而在第二种情形则有严格极小值（并且根据/在区间0 < x < 1 
上的单调性知道这个极值不仅仅是局部的)•然而/( I ) = 0,于是不等式 （3) 、 （4) 都 
成立.甚至还同时证明了，如果 a ： 一 1的话，两个不等式都是严格的. ► 

我们注意到，如果以1 + rr 代替 a :， 我们将发现， （3) 和（ 4 )是我们熟悉的指数是 
自然数的伯努利不等式的推广（第二章§2;也可参看这一节末尾的题目 2 ). 

借助于初等的代数变换，从所证的不等式可以得到一系列在分析学中很重要的 
经典的不等式.我们来推导这些不等式. 

a . 杨格①不等式 如果 a > 0 且 6 > 0 ,而数满足: p #0、 l ，(?#0、1,- + - = 

1,那么 

< -a --6, 当 p > 1， ⑼ 

V Q 

apfei ^ -a + -6, 当 p < 1， （6) 

V Q 

且 （5) 、 （6) 中的等号仅当 a = 6时成立. 

<只要在 （ 3) 和 （ 4) 中置 x = $和 a = ‘ 并引用记号 | = 1 一 $ ,便可证明. ► 


①杨格 （ Young )(188 2 —19 46 >——英国数学家. 
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b . 赫尔德①不等式 设而>0,扒彡0(名=1， … ， n ) 且主 + 1 = 1. 那么 

V Q 

-( tvi ) 19 ,^ p>h ⑺ 

t=i \*=i / \ t=i / 

- ，当 P <1， P /。. ⑻ 

t=l \ i=l / \ i=l / 

当 p < 0 时，⑻中假定 A > 0 (i = 1， …， n ). (7) 、 （8) 中的等号仅当向量 K ， …， XS ) 
和（2/?，…，说）共线时 成立. n n 

◄ 我们验证不等式 （7). 设久=> 0 ,y = J 2 y q i > 0 •在 （5) 中置 

a == f ， b= y ，得到 

XiVi ^ 1 ^i , 12/? 

一~ I ~ r ^ 一 '^十 ~\ 7 ' 

Xivi PX q Y 

把这些不等式关于 i 从1到 n 加起来，得到 

n 

Y, Xiyi 

-\ T < I 
XtYi 

这与⑺ 等价. 

类似地从 （6) 得到 （8). 由于⑹和⑹中的等号仅当 a = 6时成立，所以我们 
判定 （7) 和 （8) 中的等号仅当 xf = Ay ? 或者 y ? = Axf 时成立 .► 

c . 闵可夫斯基②不等式设心彡0，队彡 0 (i = l , …， n ). 那么 

O + 心) ☆ < (_) $ + (矣 y ?) * ，％ > 1’ ⑼ 

( 夺 X* + 讲 ) 》 ) 、 ( 亡 xf) P + 11 ’ 当 p < 1’P # 0. (!0) 

◄ 对恒等式 

i 

X ^( xi +2/ i) p = ^ x <( x < + y ») p-1 + ^2/ i(xi + yi ) p - 1 
i=l i=l *=l 

右端的两项用赫尔德不等式. 

①赫尔德 ( Holder )(1859—1937) ——德国数学家 • 

⑦闵可夫斯基 ( Minkowski )(1864-1909) ——德国数学家，提出了狭义相对论的恰当的数学模型 
(不定度量空间). 




那么左端,根据不等式 （7) 、（8)，相应 地被董 


/ n \ p / n \ « / n \ p / n \ « 

+ + 2/i) P J 

从上方或从下方控制 .I 

用 + 去除所得的不等式之后就得到 （9) 和 (10). 

知道赫尔德不等式中等号成立的条件，我们就能验证在闵可夫斯基不等式 
中等号仅当向量 ，〜 )、（仍，…，如）共线时成立 • ► 

当 n = 3 、 p = 2时，闵可夫斯基不等式 （9) 显然就是三维欧几里得空间中的三 
角形不等式. 

例 8再考虑一个用髙阶导数求局部极值的最简单的 例子. 设 / Or )= S iria ; •因 
为尸( X ) = cosx 和 f n ( x ) = - sin x , 所以一切使 f { x ) ：= cosx = 0的点都是函数 sinx 
的局部极值点，因为在这些点上 /"( x ) = - sinx ^ O . 并且若 sinx > 0则 /"( x ) < 0; 
而若 sinx < 0则 f u ( x ) > 0 . 于是使 cosx = 0且 sinx > 0的点是函数 sin a : 的局部 
极大值点，而使 cosx = 0且 sinz < 0的点是它的局部极小值点（这些当然都是早知 
如此的). 

3. 函数凸的条件 

定义 1定义在开区间 ] a ,6 [C R 上的函数/扣， R 叫 ] a ,6[ 上的凸函数，如 
果对于任意的点:、叼 e ] a , 6[和任意的数 a ! > 0、 a 2 彡0使 a ! +幻=1者，成立 
不等式 

f { a \ x x -f a 2 x 2 ) ^ oc \ f { x \) + a 2 /( a ： 2 ). (11) 


若当 a _ a : 2 且⑷ . a 2 一 0时，这个不等式总是严格的，则函数叫做开区间 ja ，6[ 
上的严格凸函数. 

从几何上来说，函数/ : ja ，6[— R 凸性的条件表示函数图像的任何一段弧上的 
点都位于这段弧所张的弦的下面（图 23). 

事实上， （11) 的左边是函数/⑷在点工= ctiXi + a 2 x 2 € [ xi , x 2 ] 处的值，而右 
边是一个线性函数在同一点处的值，此线性函数的图像（直线）通过点 ( xi ,/( rci )). ' 

(工2，/(工2)). 

关系式 （11) 还可加以更好的解释，就是说，平面上位于函数图像上方的点的 

集合 


E = {(x,y) e R 2 |x €]a, b[, f(x) < y} 


是凸集，“凸”函数一语本身就是由此得来的. 
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图23 


定义2若对于函数/ :] a ，6【— R 在 （11) 中成立着相反的不等式，则说函数是 
开区间 la ，6[ 上的凹函数， 也常常说它是这个区间上 的上凸函数以 区别于凸函数，而 
把凸函数叫做开区间 ] a ,6[ 上 的下凸函数. 

由于下凸函数和上凸函数的一切进一步的构造都是完全一样的，所以我们只限 
于讨论（下）凸函数 • 

首先我们给出不等式 （11) 的另一个更适合于我们的形式 • 工一以 
从关系式 a : = aixi-f a 2 x 2 >ai +奶=1有的=、奶= X2 _ 乂 ’ 因此 

(11) 可改写成 

/(X)彡———/(怎1) + -~7*/(^2). 

X2 — X\ X2 — Xi 

考虑到 m < 2： 彡 0：2 和 工1 <工2, 乘以 X2 - A 之后得到 

(X2 - X)/(Xi) + (XI - X2)f{x) + (X - Xi)/(X 2 ) > 0. 

注意到 X 2 -Xx = X 2 -X + X - X !, 从最后这个不等式经初等变换后得到••当 

X\ < x < X 2 、 工 1 、工 2 €]a ， 6 [ 时， 


/⑷ 一/⑹ ^ /㈤- f(x) 

X — X\ 、 X2 — 工 


( 12 ) 


不等式 （ 12) 是开区间 }a, 6[ 上函数凸性定义的另一种形式 . （ 12 )式在几何上表 
示联结点 （ ^/(A)) 和 Or,/Or)) 的弦 I 的斜率不超过（在严格凸的情形下是小于) 
联结点 ( xJOr )) 和 Or 2 ，/(: c 2 )) 的弦 II 的斜率(见图 23). 

现在假定函数/ :] a ， 6 [— R 在 ] a ， 6 [上可微.那么，在（ I 2 )中先后令 x — A 和 

x x 2i 就得到 . 

m ) < r (-). 


X 2 ~ 


这就确定了函数 / 的导数的单调性. 

对于严格凸函数，考虑到导数的单调性，利用拉格朗日定理求得 


f ， (x 1 ) ^ /，⑸= 


f ⑷一 


X — XI 


X 2 — X 


/'(bK 尸 ( 工 2 )， 
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当 A <匕< rr < & <巧时成立，因此严格凸性蕴含着导数的严格单 调性. 

于是，若可微函数/在开区间 } aM 上是凸的，则 /' 在 ] a ,6( 上不减，而在/严 
格凸的情形，它的导数 /' 在 ja ，6[ 上递增. 

其实，对于可微函数的凸性，这不仅是必要条件，也是充分条件. 

事实上，对于 a < x l < x < x 2 < b , 按拉格朗日定理 




= 尸⑸， 


其中 a <心< x < & <叼,于是若 r(6) < r(6) 则凸性的条件 （12) 成立（而若 
尸⑸ < 尸而)，则严格凸性的条件成立) • 

这样我们证明了下面的 


命题5 要使在开区间 ] a ，M 上可微的函數/ 扣， 6 [— R 在】 a ， b [上是 （下） 凸的， 
必须且只需它的导数 /' 在 ] a , fe [ 上不减.同时，/的严格凸性对应着 r 的严格递增. 


对比命题5和命题1，得到 


推论要使在开区间] a，6[ 上有二阶导数的函數/ R 在这个区间上是 

(下）凸的，必须且只需在 ]a,6[ 上有/"( X )彡 0. 如果 f ，，( x ) > 0在 ]a,6[ 上成立的话， 
那么这已充分保障函数/ :】 a，6[— R 是严格凸的 • 


现在我们能够解释清楚，例如，为什么最简单的初等函数的图像总具有某种 
凸性. 


例9研究函数/⑷= f 在集合 x >0 上的凸性.由于 f 〃( x ) = a ( a - l ) x Q - 2 , 
那么，当 a < 0或 a 〉1时， f n ( x ) > 0,所以对于幂指数 a 的这样的值，幂函数’ 
严格（下）凸.当0 < a < 1时有 f n ( x ) < 0,因此，对于这样的幂指数，它严格 上凸. 
例如，我们总把拋物线/(4 =工 2 画得向下凸.剩下的情形 a = 0和 a = 1是平庸 
的:: c 0 = l } x l = x . 在这两种情况，函数的图像都是射线（见第邪 4 页上的图 30) 

例 10 设/⑷= a *，0 < a，a # 1•由于 f "( x ) = a x In 2 a > 0, 所以，对于任意许 
可的底数 a ， 指数函数#都是在 R 上严格（下）凸的（见第30 4 页上的图 24 ). 


例11 


对于函数 /( x ) = log a ® 有/"⑻= 


，因此，当 0< a < l 时函数 

x l In a 


严格（下）凸，而当1 < a 时严格上凸（见第30 4 页上的图 25). 

例12我们来研究函数 /⑷= sin a : 的凸性（见第30 4 页上的图 2 6). 

因为 f "( x ) = - sinx , 所以，在开区间 7 r 2 k < x < n {2 k + 1) 上 /"( x ) < 0,而在 
开区间 ； r (2 A : - 1 ) < x < 7 T 2 A : 上 f ，，( x ) > 0,其中 fc G Z •由此，作为例子推出，函数 
sinx 的图像在闭区间0 ^上的弧除端点外处处位于它所张的弦的上方；因此 

2 

当 0 < x < 7 时 ， sinx > - x . 

2t TT 
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现在我们还要指出凸函数的一个特征，它在几何上等价于平面上的凸区域位于 
它的边界的切线的一侧这样一个性质. 

命题 6 在开区间»[上可微的函数/扣, 6 1—肷在>,6[是（下）凸的当且仅 
当函数的图像的一切点都不位于此图像的任何一条切线的下方.同时，要使函数是 
严格凸的，必须且只需图像上所有的点除了切点本身以外都严格地位于这条切线的 
上方. 

◄ 必要性设 吻 €Kfe[. 图像在点 (xo,/(x 0 )) 处的切线的方程是 

y = /( 工 0) + f \ xo)(x - Xo), 

因此 

/(x) - y(x) = f ( x ) - f ( xo ) - f ( xo)(x - Xo) 

= (/’(€) - f \^ o))(x - «o), 

其中€是 a： 和0： 0 之间的点.因为/是凸的，函数尸⑷在 ]a，&[ 上不减，于是差 
f f (0 - f ; ( xo ) 与差 x - x 0 同号，因此在任意点 x €ja,6[ Afc, f ( x )- y ( x ) ^ 0. 如果 
/是严格凸的，那么尸在 ]a，6[ 上严格 递增， 这就表明，当 a： €]a ,6[ 且 x / z 0 时， 
f ( x ) - y ( x ) > 0. 

充分性 若对于任意的点 a： 、 x 0 司 a, &[， 

f ( x ) - y { x ) = /(x) - f ( x 0 ) - f \ x 0 )(x - x 0 ) > 0, (13) 

则 

I[X) ~ 八 X °) < fixoh 当 x<a: 0 时， 

X - Xo 

/(x) - /(xo) 彡 f/(xoh 当吻 < x 时. 

X - Xo 

于是，对于任意三点 XLX.X2 €]a,6[, 当: n < a: < ar 2 时得到 

/ ⑷- /( 工 1) ^ /( 工 2) -/(X ) ， 

X — X\ X2 — x 

同时， (13) 中的严格不等式蕴含着上式中的严格不等式.我们看到，这个不等式与凸 
函数的定义的写法 （12) 是一样的. ► 

我们看几个例子. 

例13函数 /( a:) = #严格凸.直线2/ = rr + 1是这个函数的图像在点 （0,1) 处 
的切线，因为/⑼= e 0 = 1且尸⑼= e z U=o = 1. 据命题6断定，对于任意的 xGR 


且若 a: / 0,则不等式是严格的. 


e x ^ 1 + x, 
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例14类似地，利用函数 lna : 的严格上凸性质，可以验证当 :r > 0时，成立着 
不等式 

lnx ^ x - 1, 

并且当 : T / 1时，这个不等式是严格的. 

在画函数的图像时，把图像的“拐点”挑出来常常是有益的. 

定义3设/ : U ( xo ) R 是在点 xo € R 的邻域 U ( xo ) 中定义且可微的函数. 
若在集 o 

U ~( xo ) = {x € U ( xo)\x < xo } 

上函数下（上）凸，而在集 

U + ( xo ) = {x € U { xo)\xo < x ) 

上函数上（下）凸，则图像的点 ( xoJ ( x 0 )) 叫做它的拐点 • 

于是，在通过拐点时，图像凸的方向发生变化，特别地，这表明，在点（吻，/(工0)) 
处，函数的图像从它在此点的切线的一侧转到另一侧 • 

对比命题5和命题3,容易看出拐点横坐标: TO 的分析 特征. 即可以说，若/在 
点吻二次可微，那么，由于广 ( re ) 在点吻处有极值,从而必须有 r ( xo ) = 0. 

若二阶导数 /"(X) 在 C /( x 0 ) 中都有定义且在中 f \ x ) 处处有同一符 
号，但在 (7 + ( x 0 ) 中处处有与它在 U -( x 0 ) 中相反的符号，则这就足以使得广⑷在 
(7-( xo ) 中和在 U ^( xo ) 中都是单调的，但单调性质却不同.那么根据命题 5 ,在点 
( x 0 J ( xo )) 处图像凸的方向发生变化，即 ( xoJ ( xo )) 是拐点 • 

例15在例12中考察了函数 / Or ) == sinx , 求出了它的图像向上凸的区间和向 
下凸的区间.现在我们证明图像上以 x = nk , keZ 为横坐标的点是拐点 • 

实际上， f 〃( x ) = -sinx; 当 x = 7rfc,Jk € Z 时， /" ⑻ = 0. 此外，当从这些点经过 
时 f f , ( x ) 变号，这是拐点的充分条件（见第30 4 页的图 26). 

例16不应该认为，曲线在某点处从切线的一侧转到另一侧是判断此点为拐 
点的充分条件.须知可以发生这样的情形，在这点的无论是左邻域中还是右邻域中 
曲线都不保持确定的凸性.例子是容易构造的，只要把基于类似理由引人的例 5 做 
些改善即可. 


设 



2 x 3 + X s sin 
0， 




当" 0时， 
当 x = 0时， 


那么，当0 < x 时， x 3 彡/⑻彡 3 a : 3 , 而当 a : 彡0时， 3 x 3 彡/⑷彡 x 3 . 因此，函数的 
图像在点 i = 0 处与横轴相切并在这点从下半平面转到上半 平面. 同时，函数/(工) 



的导数 
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/，⑷ 


6 x 2 + 3 x 2 sin ▲ — 2 cos ▲，当 a : / 0时， 
0， 当 a : = 0时. 


在点 x = 0的无论哪个半邻域中都不单调. 

最后我们重新回到凸函数的定义 （11) 并证明下面的 

命题 7 (詹生①不等式）若/ :] a ,6 H R 是凸函数，心,…，〜是开区间 】 a ， M 的 
点， ai , …， a n 是扑负实数使 ai + • • • + a „ = 1,則成立不等式 


f ( oc\Xi + …+ a n x n ) ^ a \ f ( xi ) + • • • + a n f ( x n ). 

4当 n = 2时 ,(14) 与凸函数的定义 （11) —样 • 

我们来证，若 （14) 对于 n = m - 1成立，则它对于 n = m 也成立, 
为确定起见，设在的，…，这组数中 a n ^0. 那时， 


(14) 


/3 = a2 H - ha n >0 且学 H - h 穿 


用函数的凸性，由于 


ai + /? = 1 和（穿 x 2 + …+ 学 a ： n) €]a, 6 [’ 


f(aix\ + ••• + a„x n ) = / (aiU + /? + 

( Ot\f(xi)+0f … + ^ Xn ) - 


T Xn )) 


其次,按归纳假定 


(? X2+ 


» 詈 / ㈤ 


… +7 


/( Xn ). 


因此， 


f[ot\X\ + • • • + a„x n ) < aif(xi) 0f (学 x 2 + • • • + 专〜） 

彡 CK\f(X\) 4 - Ol 2 f{X 2 ) + • • • + Oc n J(x n ). 

根据归纳法原理断定， （14) 对于任意的 neN 成立 .( 对于 n = 1 (14) 是平庸的 •）► 
我们指出，如同在证明中见到的，严格凸性对应于严格詹生不等式，亦即，若数 
a ^-.^ an 异于零，则 （14) 中的等号当且仅当 xi = ..- = x n 时 成立. 

①詹生 ( Jensen )(1859—1925) ——丹麦数学家. 




当然，对于上凸函数得到的是与不等式 （14) 相反的不等式 

f{oL\X\ + …+ d n x n ) > OL\f(x\) + …+ OLnf(x n ). (15) 

例17函数 / Or ) = lnx 在正数集上严格上凸，因此根据 (15), 对于々彡0，叫彡 

n 

0 (i = 1，…， n ) 和 [ai = 1， 

i=l 

ai lnxi + •• - + a„lnx„ < ln(aiXi + ••• + a„x„) 


x ? 1 . x^ n ^ a x xi + • • • + a n x n . (16) 

特别地，若的 = … = a n = ^则得到 n 个非负实数的几何平均与算术平均之 
间的经典的不等式 n 

, -/ 怎 1 H - y x n fi 7 \ 

^/Xi . x n < - • (17) 


Xi + … + X ， 


在 （17) 中，像前面曾指出的那样，等号仅当 x 1 = x 2 = ...= x n 时成立.如若在 （16) 
中置 n = 2，的= -, a 2 = = a , x 2 = 6,则将再次得到我们已经知道的不等式 


例18设 /( x ) = #， a : 彡 0， p > l . 由于这样的函数是凸的，所以有 


e < 亡卬 xf. 

/ *=1 


于此置 


9= ^ ai = 


E 的 户 


就再次得到赫尔德不等式 （7) 




其中 i + i = l 且 p 〉 l. 

! P 1 1时，函数/⑷=#是上凸的，因此，经类似的讨论就可得到另一个赫 
尔德不等式 （8). 






. 用微分学的方法研究函数 


4. 洛必达法则现在我们来研究求函数之比的极限的一个特殊的，然而有时是 
很有效的方法，这就是著名的洛必达 ® 法则. 

命题8 (洛必达法则）设函数/ :] a ,6 H 肽和 0 扣， R 在开区间上可 
微 (-oo ( a < b ( + 00 )，并且在] a , 6[上 g ' ix ) 一 0且 


尸⑷ 


Ay 当 a ; — a + 0(— oo 彡 A 彡 + oo ). 


那么，只要下面两种情况有一种成立，就有 


fix ) 

9{ x ) 


4当 


a + 0. 


这两种情况是 

1° ( f ( x ) — ♦ 0) A ( p ( x ) — 0)，当： r — a + 0时. 
2° g ( x ) —► oo , 当: c —► g + 0 时. 


当 x 6-0 时类似的结论也成立. 

人们常简单地但不十分确切地这样来叙述洛必达法则 ••函 数比的极限等于它们 
的导数的比的极限，只要后者存在. 

^由于在 ] a , 6[上/ 0,根据罗尔定理可以断言，贞4在] a ， fe [ 上严格单调. 
因此，只要另取 b , 把它取得与 a 充分近（如果有必要这样做的话)，可以认为，在 ja ，6[ 
上成立贞: r ) / 0. 对于 Ay €) a , fe [, 根据柯西定理，存在点 S €] a , b [, 它在 rr 和?/之间， 
且有 

f(x) - Hy) ^ m 

9(^) - 9(y) ' 

我们把这个等式改写成方便目前应用的形式 

M — 湿 + m [卜産 1 

g ( x ) 一 P ( x ) 十 〆 ⑹ L g ( x )\ - 

当^ — a + 0 时，与 a ； 的变化相适应,我们令 y 这样地趋于 a + 0,使满足. 


柴―0且 

9( x ) 9( x ) 

容易看出，无论是假定的情况1。还是情况2。，这总是办得 到的. 由于《在: r 和2/之 
间，所以，与 z 和 y —起，也有^ - a + 0:因此，最后这个等式的右边趋于 A 从而， 
它的左边也趋于 A ► 


例 19 lim —— = lim 

x—*0 X x—*0 


① 洛必达 （L，Hospital)(1661—1704) - 法国数学家，约翰 • 伯努利的高才生，侯爵约翰 • 伯努 

利于 1691-1692 年为他写了第一本分析学教 科书. 洛必达将书中关于微分学的部分以稍微不同的 
形式用自己的名义发表.因此，我们把“洛必达法则”归功于约翰 • 伯努利. 
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不应认为这是证明当0： — 0时有^ — 1的一个新方法.问题在于，臂如说， 
在导出关系式 sin'x = cosrc 时，我们就已^应用了这里要计算的极限. 

只有求得了导数的比的极限，才有应用洛必达法则的可能.这时，不应该忘记验 
证条件1°或 2°. 下面的例子表明了这些条件的重要性. 


当 


例20设 /⑷= cosx , g ( x ) = sinx. 那么 /’(x) = -sinx,^(x) = 
— + 0 时， + 00 ，同时当卜 + 0 时 m 一 o . 


从而， 


例21 
例22 


.. lnx 

lim - 

x-*+oo X a 

当 d > 1时 


= lim 

x—+oo 




0 当 a > 0. 


lim lim ^ = 

a：-*+oo a x a x In a 



a(a 一 1) ••• (a - n + l)x Q 
a x ln n a 



这是因为当 n > o ： 时，若 x —♦ + oo , 由 T a > 1，则显然有- ► 0. 

我们看到，最后这串等式直到我们得到可求其极限的表达式为止，其中的每个 
比式都具有所要求的性质. 

5. 作函数的图像为了直观地描述函数，常常用到它的图像表示.通常，在讨 
论函数性状的定性问题时，这种图像表示是很有用处的 • 

人们极少用图像来做精确的汁算.因此，实践中重要的不是用图像对函数做精 
细的描画，而是做出能正确反映函数性状基本特征的函数图像 草图. 在这一段我们 
将考察在作函数图像草图时常遇到的一些一般 方法. 

a. 初等函数的图像首先我们要注意基本初等函数的图像是什么样子，自如地 
掌握这些图像对于以后是必须的（图 24-30). 

b . 作函数图像草图的例子（不涉及微分 学). 现在我们来看这样一些例子，^ 
这些例子中，只要我们已经知道最简单的初等函数的图像和性质，就可以容易地画 
出函数图像的草图来. 

例23画函数 

V = lo gx3-3x+2 2 

的图像和草图. 

考虑到 

. 1 _ 1_ 

y = log x 2 -3 x +2 2= iog 2 ( x 2_3 x + 2) = log 2 [( x - l )( x -2) l ， 

先作二次三项式 2/1 = x 2 - 3 x + 2 的图像，而后作 2/2 = log 2 yi { x ) 的图像，最后作 




. 用微分学的方法研究函数 


y — — 7—7 的图像（图 31). 

2/2⑷ 

函数图像的这个形式也可用另外方法去“猜 测”： 弄清函数 

logy 2 = (log 2 (a: 2 一 3x + 2)) 一 1 


的定义域，找出函数在接近定义域的边界点时以及在以定义域的边界点为端点的区 
间上的性状，参照已求得的函数在区间端点附近的性状画岀“平滑的曲线”. 
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y 



| y=arcctgx 

冗 /2 


0 

- 


[y=arctga: | x 

-7T/2 



图 29 



图 30 




图像的草图见于图3 2 . 

我们已经按照这个函数的一些特征性的点画出了它的图像.这些特殊的点是使 
sin / = _1， sino ; 2 = 0及 sinx 2 = 1的点.在两个相邻的这种类型的点之间函数是 
单调的.图像在点 x = 0 ,y = 0的邻域内的形状被这样的事实 决定： 当$ — 0时， 
sina ; 2 〜 a : 2 • 此外，注意到函数是偶函数是有益的 • 

由于我们始终只讲草图而不是精确作函数的图像，所以为简单起见，我们约定以 
后认为凡要求“作函数的图像，，，对于我们来说总等价于要求“作函数图像的草图”. 
























例 25 作函数 


. 用微分学的方法研究函数 


2 / = x + arctg(x 3 — 1) 

的图像（图 33 ).当 x — - oo 时，图像很接近直线 y = a : - 而当 x — + oo 时很接 
近直线 = 



图33 

我们引人下述很有用的 

定义4直线 J / = Co + C\x 叫做当 a : — - oo ( 当 a : + oo ) 时 函数 y = /( x ) 的图 
像的漸近线，如果当 a : —♦ - oo ( 当 : r — + oo ) 时 f ( x ) 一 （Co + c \ x ) = o ( l ). 

在例25中，当 x — - oo 时，图像有渐近线 y = x - I ,而当 z — +00时，有渐 
近线2/ = x + 

若当 a : — a - 0( 或当 x — a + 0) 时， |/( x )| ^ oo , 那么，很显然，函数的图像这 
时随着^趋近于 a 而越来越贴近竖直线 x = a . 这条直线就叫做图像的竖直漸近线, 
以区别于定义4中所说的那种永远倾斜渐近线. 

因此，例23中的函数图像（见图 31) 有两条竖直的渐近线和一条（对于 x-，-oo 
和$ — +00共有的）水平渐近线. 

从定义4显然可以推出 



M 

x 


co = lim (/( x ) - c \ x ). 
x—oo 
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一般若当 Z — - 00 时， f(x) 一 （Co + CiX + … + CnX n ) = 0(1)，贝！1 




f(x) 

x n 




/(X) - CnX n 
X n ^ 1 


Co = lim f(x) — (cix H - h CnX n ). 

X—♦ —OO 

我们对于 x ->- oo 的情形写出的这些关系式当然对于 X — + OC 的情形也是对 
的，它们都可以用于通过相应的代数多项式 CO + Cl X +…+ Cn ， 的图像描述函数 
/( X )图像的渐近性状. 

例26设 ( PM 是平面上的极坐标，并设点在平面上这样 运动： 在时刻 卟 彡 0) 

p = p(t) = 1 — e~ l cos —t, 
ip = ip(t) = 1 — e~ l sin —t. 


要求画出点的轨迹. 

为此，我们先画函数 P ⑴和 W ⑴的图像（图 34 a , 34 b ). 

现在同时注视所作的这两个图像，就能画出点的轨迹的一般形状（图 34 c ). 



图34 


C. 微分学应用于作函数的图像我们已经见到，只根据最简单的一些考虑就可 
以大致画出很多函数的图像.但是，如果我们希望把草图画得更准确些，那么，当所 
研究的函数的导数不十分复杂的时候，就可以使用微分学的工具.我们通过例子来 
示范. 







§4. 用微分学的方法研究函数 
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例27设 f(x) = \x + 2| e - i , 作函数?/ = f(x) 的图像.函数 f(x) 对于 : c e R \0 
有定义.因为当 a : — oo 时， — 1,所以 

,, 9| -a J—(x + 2), 当 x — —oo 时， 

|X + 2|C 当卜 +oo 时. 

还有，当 re — -0时，显然卜 + 2| e_i — + 00 ,而当 x — +0时 ， |x + 2| e _ i — +0. 最 
后，显然 f(x) > 0且 /( - 2) = 0. 根据这些观察已经可以画出图像的初步轮廓（图 
35 a ). 




图35 

现在我们来认真地弄清楚所给的函数是否真的在区间 ]- oo , -2], [- 2 ,0[， ]0，+ oo [ 
上单调，它是否真有所指出的渐近线以及函数图像的凸性特征画得是否正确 • 

由于 


x + 2 


/’⑷= 


X 2 

+ 1 + 2 


X 2 


e - *，若 x <-2, 

•含，若 一 2 < j : 且 ： r / 0, 


以及尸⑷ 一 0,那么，可编制表 5.2. 


表 5.2 


区间 

1-00，—2| 

卜2,0[ 

}0 ,+oo 

nx ) 的符号 

— 

+ 

+ 

f ( x ) 的性状 

+oo \ 0 

0 / +oo 

0 / +oo 


在导数不变号的区间，如我们已知的那样，函数具有相应的单 调性. 表中最下面 
一行里的符号 + oo \0 表示由 +00 单调递减到0,而符号0 / +oo 表示函数的值 
由0单调递增到 + oc . 

我们指岀，当 z — -2 - 0时，尸⑷ —- e (而当 x -2 + 0时，尸 ⑷ —ei ， 

因此，点 (-2,0) 应该是图像的角点（有如同函数 W 的图像中那种类型的转折)，而 
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不是像我们画在图 35a 上那样通常的点.另外，当 rr — +0 时， /' ⑷ — 0, 因此,图像 

应该从原点出来与横轴相切（想一想 f \ x ) 的几何意义! )• 

现在来准确地分析函数当 a ； — _ oo 和 : c — + oo 时的渐 近性. 

由于当 a : — > oo 时， e _ 全=1 - - + o 所以 . 

x \ x / 


|x + 2 |e 一全= 


-x - 1 + o ( l ), 当 a : — - oo 时. 


x + 1 + 0(1)，当 re — + oo 时 • 

这就表明，图像的倾斜渐近线其实是 2/ = -0 ： - 1( 当: r — -OC 时）和 2/ = X + 1(当 
X -* +00 时). 

根据这些材料，已经可以制作相当可靠的图像草图了.但是，我们继续深人一步， 
在计算出 

2 — 3 x 


广⑷= 


后再找出图像具凸性的段落. 


X 4 

2-3 x 

x 4 


-全，若：< -2, 


- 2 < xRx # 0, 


因为仅当 x =兰时, /"( x ) = 0,所以得到下表: 
o 


表 5.3 


区间 








BBB 


/(X )的凸性 






因为当 a ： = g 时，我们的函数可微，而在通过这点时 nx ) 变号，所以点 

QjQ )) 是图像 的拐点 • 

顺便说一句，假使导数广⑷成为零，则从广⑷的符号的表中，就可以判断在相 
应的点处有没有极值.在我们的情况下，尸(4无论在哪点都不为零，但在点$=- 2 
处，函数有局部极小值：它在这点处连续，并且通过这点时从负号变到正号.其 
实，我们的函数在 x = -2 有最小值这一点，从表中对函数值在相应区间上的变化的 
描述，当然还要考虑到 /( - 2) = 0就已经看出来了- 

现在可以画出所给函数的更精确的图像草图了（见图 35 b ). 

最后我们再考察一个 

例28设 ( x , y ) 是平面上的笛卡儿坐标，并设动点在每个时刻卟 >0) 时有 

坐标 


x = 


一 t 2 ’ 


t-2t 3 

2/ = Yr^. 




要求画出点运动的轨迹. 


先画出所给的每个坐标函数 a : = z (0 和 y = 2 /⑴的图像的草图（图 36 a 、36 b )、 
这两个图像中的第二个更为有趣，因此，我们来弄清它的作法. 

直接从2/⑷的解析表达式看出当6 — +(M — 1 - 0, t — 1 + 0时函数2/ = 2/⑷ 
的性状和当 t — +QO 时函数的渐近式 y(t) = 2t-fo(l). 



之后，求出它在区域《彡0中的零点 h w 0.5 和» 1.5. 



造表: 
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表 5.4 


区间 

)0^1 [ 



)t 2 , +oo 

m 的符号 

+ 

一 

一 

+ 

y(t) 的性状 

o/y ⑹ 

y(^i) \ -oo 

+oo \y(t 2 ) 

y{t 2 ) / -foo 


然后求出使函数单调的区间和函数的局部极值 y ( t x ) « i (极大）和 y ( t 2 ) ^ 4( 极小). 
现在兼顾 a : = rr ⑴和 y = y (0 的图像，画出点在平面上运动轨迹的草图（见图 

36 c ). 

这个草图可以精确化.例如，可以弄清楚轨迹的渐近线. 

由于 l irn _ = 一丄且 li m ( y ( t ) + x ( t )) = 2, 所以直线 2 / = -x + 2是对应于 
t-*i x ( t ) 

t —1 的轨迹两端的渐近线.也很清楚，直线 0 ： = 0 是相应于 f — +OC 的那段轨迹的 
竖直渐近线. 

再求出 

, y t 1 - 5t 2 + 2 t 4 

Vx= ± t = 1 + P' 

容易明白，函数 1 一， + u 2 u :当 tx 从0增至1时单调地从1递减到-1，而当 
2 /从1增至 + oc 时从-1递柒到 + oo . 

从义单凋性的特征可以对轨迹在相应段落上的凸性的特征做出 判断. 考虑到 
所说的这些，现在可以做出点运动轨迹的如下更精确的草图（见图 36d). 

如果我们还考虑 t < 0时的轨迹的话，那么，从函数 z ⑷和 y ⑷的奇性推出，对 
于平面 ( x , i /) 上已作好的曲线还要添上与它中心对称的 曲线. 

关于制作用解析式子给出的函数的图像的程序，我们做个总结，提出如下最一 
般的方案： 

1°指出函数的定义域. 

2。 记下函数的明显特性（例如，偶性、奇性、周期性，其图像经过最简单的坐标 
变换与已知函数图像重合) • 

3。 査明函数在趋向定义域的边界点时的渐近性状，特别地，如果有渐近线的话， 
把渐近线求出来. 

4。 求出函数单调的区间并标出函数的局部极值点 • 

5。 明确表出图像的凸性特征并标出拐点. 

6°标出图像的特殊点，尤其是与坐标轴的交点，如果这样的点存在且能算出 
的话. 








ri = l. 对于任意的数 t # 0 , 我们考察数: ^ ， 0 ： 2 ， ... ， 0：n 以 ， C^ 加权的 t 阶平均 


M t ( x ， a ) = ❶ . 


特别地，当 ai =…=^ =丄且 t = 一 1,1，2时，分别得到调和平均、算术平均及二阶 

n 

平均. 

证明： 

a ) lim Mt ( x , a ) = x ® 1 . x ® n , 

何平均可以作为极限而得到. 

b ) lim M e ( x , a ) = Xi. 

c ) ^ lim Mt(x,a) = ^ min ^ Xi . 

d ) A ^( r , a ) 在 R 上是 1 士非 减函数 （ Af 0 由 a ) 中极限定义)，并且若 n > 1，所有的 A 不 
同为一数，则 M t (x,a) 是严格递增的. 

2. 证明： 

|1 -f x| p ^ 1 +px + Cp «^ p ( x ), 

其中 c P 是只依赖于 p 的正的常数，而当1 < p < 2时，外⑷= { J ^ 

当2<?时，在 R 上 

ip p (x) = |x| p . 

3. 验证：当0 < | a :| < 吾时， cosx < - 

4. 研究函数 f(x) 并做出它的 图像： 

a ) f(x) = axctg log 2 cos (ttx + $); 

b ) f(x) = arccos (! - sinx ); 

c ) f(x) = \Jx{x + 3) 2 ; 

d ) 做出在极坐标系中由方程 f > 0给定的曲线，并标出它的渐近线. 

e ) 指出在知道了函数 2 / = /( x ) 的图像之后怎样得到函数 f ( x ) + B 、 A /( x),/(x + 
b ),/( ax ) t 特别是一 / Or ) 和 /( 一 x ) 的图像 • 

5. 证明： 如果/ € C () a , 6[)且对于任意的点: r , 、巧 €] a , b \ 成立不等式 


^£l_+X2^ 彡 /pTl) + /(:2 ) ， 


那么，函数/在 »[ 上是凸的. 

6. 证明： 

a ) 若凸函数/ : R — R 有界，则它是常值 函数. 
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b ) 若对于凸函数 /:R — R ， 

lim 1^1= lim 迦=0， 

z—♦ —oo X x—»+oo X 

则 / 是常值函数. 

c ) 对于定义在区间 a < x < + 00 ( 或 一 oo < z < a ) 上的任意的凸函数/，比值 f 当 x 

沿着函数的定义域趋于无穷时趋于有限极限或趋于无穷. X 

7. 证明••若/ :] a , b [^ R 是凸函数，则 

a ) 在任意点 x € ja , 叫处，它有左导数 / L 和右导数 

/：( x ) = -片 U ⑷ /( 巧- /( 气 

并且 / i ( x ) </ i ( rr ). 

b ) 当 rri 、 X2 €] a ，6 [且 xi < a ：2 时成立不等式 / i ( xi ) < f’_(X2). 

c ) f ( x ) 的图像的角点（使 / i ( x )^ /；( x ) 的点）是至多可数集 • 

8. 定义在区间/ C R 上的函数 /：/->» 的勒让德①变換指的是函数 

/•⑷ = sup ( tx -/( x )). 

*€/ 

证明： 

a > 使 f m ( t ) € R (即 / •⑴# oo ) 的值 t € R 的集合 /• 或者是空集，或者是单点集，或者是 
区间，而在最后一种悄况，函数 /•(«) 在厂上是凸的. 

b ) 若/是凸函数，则 I •爹0 且当 /• € c ( r ) 时， 

(/•) •⑷= 8Up(xt - /»/(*) 

*€/• 

对于任意的 : r e /成立.于是凸函数的勒让德变换是对 合变换 （它的平方是恒等变换) • 

c ) 成立不等式 

xt ^ /(*) + /•⑴，当》€ /、 t € J •时 • 

d ) 当/是凸的可微函数时， r ( t ) = tx t - f ( xth 其中 x t 由方程 

t = !\ x ) 

确定； 由此得到勒让德变换 /• 及其自变量 t 的几何解释，它表明勒让德变换是一个在函 
数/图像的切线集合上定义的 函数. . 

e ) 当 a > 1 且 z 彡0时，函数 /( x ) = 的勒让德变换是函数 r ( t ) = 於 其中 t > 0 

且 i ^ = 1; 由此，注意到 c ) 款，得到已经知道的杨格不等式 
a 0 

xt ^ *- x a + 4^* 

« P 

①勒让德 （ Legendre )( l 752 — I 833 )——著名的法国数学家. 
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f ) 函数 f ( x ) = e x 的勒让德变换是函数 r ( t ) = tln-,t >0,并且成立不等式 

xt ^ 6 2： + 亡 1111 ，当 0 ：€肤，亡> 0 时. 

C 

9. 曲线在一点处的曲率、曲率半径和曲率中心. 设有一点在平面上运动.其运动规律由一对关 
于时间二次可微的坐标函数 x = a: ⑷、 y = i /( t ) 确定.这时它描画出一条曲线，对此，我们说 
这条曲线是以参数形式 a : = x ( t ) , y = y ( t ) 给定的.由函数 y = f ( x ) 的图像给出曲线的情 
形只是一种特殊参数形式，此时，可以认为 a : = t 而1/ = f ( t ). 我们想指出一个刻幽曲线在 
一点处的弯曲程度的数，就像圆半径的倒数可以作为圆周弯曲程度的指标.我们下边使用的 
正是这个对比. 

a ) 求出点的加速度向量 a (0 = ( x ( t ), y ( t )) 的切向分量 a t 和法向分量 a n ， 即把 a 表成和 
式 at +如，其中向量如与速度向貴 v ( t ) = ( i ( t ), y ( t )) 共线，也就是说，它的方向是 
沿轨迹切线的，而向贵 a n 的方向是沿轨迹的法向的. 

b ) 证明： 当沿着半径为 r 的圆周运动时成立关系式 

r ^ M)L 

|On(t)r 

c ) 当沿着任意的曲线运动时，考虑到 b ), 自然把董 

r ⑴一 mi 

啲- IM0I 

叫做曲线在点 ( x ( t ), y (0) 处的曲芈半径. 

证明： 曲率半径按公式 

r(0= (^P 

\^y - vA 

来计算. 

d ) 平面曲线在给定点 ( x ( t ) , 2 /( 0 ) 处的曲率半径的倒数叫做绝对曲牟 • 与绝对曲率一道，还 
考虑董 

• •• •• • 

X V - X V - 

1 ’ 一 （ i 2 + y 2 )3/2 * 

这个*叫做 曲芈. 

证明： 曲率的符号表示曲线相对切线旋转的方向.分析曲率有怎样的量纲. 

e ) 证明： 函数 y = / Or ) 的图像在点 { xj ( x )) 处的曲率可按公式 

(’ 一 [1 + (r/nx))^ 

来计算.研究 / c (: r ) 的符号，亦即 y n ( x ) 的符号与图像凸的方向的对应关系. 

f ) 选择常数 a 、 b 、 R 使得圃周 （re - a ) 2 + ( y -6) 2 = fi 2 与一条确定的以参数形式给出的 
曲线 a : = x ( t) } y = y ( t ) 在点 a：o = x ( t。) 、 yo = y (^ o ) 处以尽可能高的阶数 相切. 假定 
x ( t ) . y ( t ) 二次可微且 ( x ( t 0 ), y ( to )) ^ (0,0). 

上述圆周叫做曲线在点 ( x 0 , yo ) 处的密切 圓周. 它的中心叫做曲线在点 ( x 0 , 2 / o ) 
的曲率 中心. 验证它的半径与在 c ) 中定义的在这点处曲线的曲率半径 相同. 

g ) 静止的质点在重力作用下从具抛物形剖面的冰山顶上开始下滑 • 剖面方程是 x + y 2 = 
l , x ^0,2/^0. 计算质点落地前的运动轨道. 
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§5. 复数初等函数彼此间的联系 

1. 复数与在有理数域 Q 中代数方程: r 2 == 2没有解类似，在实数域 R 中方 
程 a ; 2 = -1 也没有解.同样类似的是，我们引人了 Q 范围以外的符号力作为方程 
x 2 = 2 的解，使它适合于 Q 中的运算,并得到形如 r ! + V 2 r 2 的新数，其中 r l . r 2 eQ . 
与此类似，也可以引入符号 i 作为方程: r 2 = -1 的解，并把这个 R 范围之外的数 i 
和实数以及 R 中的算术运算联系起来. 

实数域 R 的上述扩充有很多好处，其中最大的优点是，在所得的复数域 C 中， 
任何实系数或复系数的代数方程再也不会没有解了. 

现在按计划介绍本节内容. 

a / 域 R 的代数 扩充. 于是我们按欧拉的记号引人新的数 i ——虚单位， 使得 
i 2 = -1. 

数 i 与实数间的相互作用的内容应是：可以用数 y e R 来乘 i ， 即必须出现形如 
iy 的数，并且可以把这样的数与实数相加，即出现形如 : r + iy 的数，其中 re 、 ?/ e R . 

遵循高斯，我们把形如 x ^ iy 的对象叫做 复数. 如果我们想在复数集上定义通 
常的满足交换律的加法运算和满足交换律并关于加法可分配的乘法运算，那么作为 
定义必须令 


(xi + iyi) + (^2 + ij/2) :=(无 1 + 工 2 ) + i(yi + 沒2)， ⑴ 

(XI + iyi) - (a^2 + W2) ：= (^1^2 - 2/12/2) + 4 - X2Vi)- ( 2 ) 


两个复数: Ti + iyi 和: C2 + iy 2 当且仅当 A = : c 2 且仍=奶时，认为是相等的. 
数 a : € R 与形如 x + iO 的数恒等，而 i 与数0 + i • 1恒等.如同从⑴所见到的， 
数 O+i.O = 0GK 在复数集中起着零的作用，如同从⑺所见到的，数 1+iO = 1€R 


起着单位的作用. 

从实数的性质和定义（1)、 （2) 推出，复数集是一个域，它含有 R 为真子域. 


复数域用符号 C 标记，而它的元素通常用字母 2 和祕 表示 • 


对于 C 是域这一结论，唯一不太明白，从而需要验证的是，任何异于零的复数 
z = x + iy 关于乘法都有逆 z - 1 ， 即 z - z^ l = l . 我们来验证 此事. 


^ Lx - iy 叫做数 z = x -^ iy 的共轭数并以符号5记之 • 

我们注意到，如果 z 笋0,那么 z-2 = x 2 + y 2 + t -0 = x 2 + y 2 ^0. 因此，应该取 


x 2 + V 


-% 


y 


x 2 + j / 2 x 2 + y 2 


作为^^ 


b . 域 C 的几何解释.我们指出，引入了复数的代数运算（1)、（ 2 )之后，那个 
把我们引向这些定义的符号 i 就不再是必须 的了. 
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我们可以把复数 z = x + iy 与有序实数对 ( Xi y ) 等同起来， o :、 y 分别叫做复数 
2的实部和虚部（记作 a : = Re 2 ,y = Imz ^). 

然而，一旦把数对 ( x , t /) 当作平面 R 2 = R x R 的点的笛卡儿坐标，就可以把复 
数与这个平面的点或坐标为 ( x , y ) 的二维向量等同起来. 

在这种向 M 解释中，复数的依坐标的加法 （1) 对应于向董的加法法则.此外，这 
样的解释势必引导出复数 2 的模 W 的概念，即把对应的向 M ( x , y ) 的模或长度作 
为复数 z 的模 ， BP 

|^| = \/ x 2 + 1 / 2 , 若 z — x + iy . (3) 

同样地，这种解释也引导出以复数^1^2对应的平面上两点的距离作为这两个数之 
间的距离来量度的方法，即以量 

\z\ - Z 2 \ == \/(xi 一 X 2 ) 2 + (1/1 — y 2 y (4) 

作为复数 A 、勿之间的距离这样一个童度 方法. 

复数的集合，解释作平面的点的集合，叫做复平面,仍用符号 C 表示. 与此类似， 
实数的集合与数轴同以符号 R 表示 • 

因为平面的点还可以通过极坐标 （ r ， f ) 给出，极坐标 ( r , vp ) 与笛卡儿坐标经变 
换公式 



x = r cos v ?, 

⑹ 


y = r sin ( p . 

相联系，所以复数 

z = x -\-iy 

⑹ 

也可以表示成 

z = r(cos ip + i sin </>)• 

⑺ 


写法 （6) 和 （7) 分别叫做复数的代数形式和三角形式. 

在写法 ⑺中，数 r > 0叫做复数 2 的模（因为，从 ⑹ 可见 , r = M ), 而 v ? 叫做 
数 2 的 辐角. 辐角只当2 一 0时有 意义. 根据函数 cosp 和 sin ^ 的周期性，复数辐 
角的值彼此相差 2 tt 的倍数，而符号 Arg 2 表示形如+ 2 nk(k € Z ) 的角度的集合， 
其中#是某个满足关系式 （7) 的 角度. 要想使复数单值地确定某个辐角^ € Arg z , 
那就要预先说定辐角取值的 范围. 最常见的是取半开区间 0<p<2tt 或 -tt<w 彡 7T 
来做这个限制范围.如果做好了这样的选择，就说选定了辐角的分支（或主支).在选 
定的范围内，辐角的值通常用 arg 2 来表示 • 

①来源于拉丁文 realis (实的）和 imaginarius (虚的). 
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复数写法的三角公式 （7) 适合于做复数的乘法运算.事实上，若 

z \ = ri ( cosy?i +i smtpi) y 
Z 2 = r2(cosy?2 + i sinv?2)， 


2l • 22 = (n cos pi + iri sin (pi)(r 2 cos (^2 + sin ^2) 
= (r\r2COSipi cos(^>2 — rir^sinpi sin (^>2) + 
i(rir2 sin pi cosv?2 + rir2COS(^i sin</?2 )， 


z \ • Z2 = rir 2 (cos((^i -f- ^2) + isin(pi + (^2)). ( 8 ) 

于是，当复数相乘时，它们的模相乘而辐角相加. 

我们指出，我们实际上证明了， 若 w e Arg Zi 且外 e Arg 22 ,则 （A +内）€ 
Arg ( z l - z 2 ). 但由于辐角之确定精确到 2 ttA :, 所以有 

Arg 21 • 2 2 = Arg z \ + Arg 2 2 » ⑼ 

这是一个集合等式，右边是形如 < Pi 切 2 的数的全体，其中仍€ Arg ,92 € Arg 2 2 - 
因此，按等式 （9) 的意义来理解辐角的和是有效的 • 

例如，当这样来理解辐角的等式的时候，可以作出这样的断语：两个复数相等， 
当且仅当它们的模和辐角分别相等. 

从公式 （ 8 ) 按归纳法，显然可以推出下列棣莫弗① 公式： 

若 2 = r(cos w + i sin v ?)， 贝 ! J 

z n = r n (cos n (^ + i sin ntp ). ( 10 ) 

考虑到关于复数辐角的解释,可以用棣莫弗公式明确写出方程 f = a 的全部复 


数解. 


实际上，如果 


且据公式 （ 10) 


a = p(cos ip + isintp )， 


z n = r n (cos rnp-\-i sin ri ( p) y 

那么 r = W 且 np = 0 + 2 kir,k € Z ，由此外 = 史 + 显然，仅当灸 = 

0 ,1 ，…， n - 1时得到不同的复数.于是，我们求得复数：的 n 个不同 的根： 


^p(cos(^ + ^fc) +tsin (答 + 竽 fc))，* 


0 ， 1，… ,n - 1 . 


①棣莫弗 (Abraham de Moivre) (1667—1754) —— 英国数学家 , 生于法国 . 
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特别地，若 a = l 即 p = l 且0 = 0,则有 

Zk = = cos + isin (^灸） （ A : = 0,1 ，… ，n 一 1). 

这些点位于单位圆周上，构成正 n 角形的顶点. 

与复数本身的几何解释相关，提一下复数之间的算术运算的几何解释是有好 
处的. 

对于固定的6 € C , 和式2 + 6可以解释作由公式 2 H 2 + 6给出的 C 到自身的 
映射.它是在平面上平移向量6的运箅. 

对于固定的 a = | a |( cosv ? 4- i siny ?) 一 0，积 a • 2 可以解释为 C 到自身的映射 
它是伸长到 | d | 倍并旋转一个角度^ € Arg a 的复合.这可从公式 （8) 看 

出来. 

2. C 中的收敛及复数项级数复数之间的距离 （4) 使我们可以把数勿€ C 的 
e 邻域定义为集合 

{z € C |^- zo | < e }. 

如果 zo = xo -^ iyo 的话,这个集合就是一个以点 ( x 0 , yo ) 为中心以 e 为半径的（不包 
括圆周的）岡. 

我们说复数序列 {〜} 收敛到数 zo € C 指的是 

lim \ z n - zo | = 0. 

n—♦oo 

从不等式 

max {| x n - a ： o |，| j/n - 2 / o |} < \ z n - z 0 \ ^ | a: n - x 0 | + \ y n - Vo \ (11) 

看出，复数序列收敛当且仅当它的项的实部的序列和虚部的序列都收敛. 

与实数列的情形类似，复数列 {〜} 叫 做基本列或柯西列， 如果对于任意的^>0, 
都存在号码 iV G N , 使当 m、n > N 时， | z m - 〜| < e 成立. 

从不等式 （11) 看到，复数列是基本的当且仅当所给数列的项的实部列和虚部列 
都是基本的. 

因此，考虑到实数列的柯西准则，我们根据 （11) 断定成立如下 
命题 1 ( 柯西准则）复数 列收敛当且仅当它是基本的 • 

如果把复数的级数 

之1 + 之2 + • • • + 〜+ … （12) 

的和理解为它的部分和= A +…+〜当 n — oo 时的极限的话,那么我们也得 
到复数级数收敛的柯西 准则. 
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命题2级数 (12) 收敛当且仅当对于任意的 e > 0,存在数 N € N ， 使得对于任 
意的 n > m > iV 有 

\Zm + 2 m+l + …+ < e. (13) 

由此看出，要使级数收敛，必须当 n — oo 时〜 — 0. 其实从级数 （12) 收敛的定义 
本身就已看出此事. 

与实的情形一样，级数 （12) 叫做 绝对收敛的， 如果级数 


2l| + |2 2 l + ". + |2 ： n| + ". 


(14) 


收敛的话. 

从柯西准则和不等式 


\z m 4- Z m +\ + • • • + 〜| 彡 |2 m | + |2 m +l| + • • • + |〜| {m < Tl) 

推出，若级数 （ 12 ) 绝对收敛，则它收敛. 

例级数 

1 ) 1 + 一 + ^z 2 + … + ^z n + …， 

2) z - h z 3+ h zS --' 

3 ) 1 -士’ + ^ 4 - 

对于任意的 2 e C 都绝对收敛，因为我们已经知道级数 

+ > +士 1 心 …， 

2 。|心> 1 3 + > 5 —"， 

3 ')l + - N | 2 + ^ jW 4 + ". 

对于任何值 M e 1 R 都收敛.我们指出，此处使用了等式 Id " == k % 

例 4 级数 l + 2 + ? + ... 当 M < 1 时绝对收敛，且它的和等于 s = •当 

\ z \^ l 时它不收敛，因为此时级数的一般项不趋于零 • 

形如 

Co + Ci(2 - 20) + • • • + Cn(z —勿广 + • • • (15) 

的级数叫做幂级数 • 

用柯西判别法（见第三章§ 1 第 4 段）于级数 

|co| + \ ci(z - Zo)\ + • • • + \Cn(z - Z 0 ) n \ + • • • ， （ 16) 




. 复数初等函数彼此间的联系 _ 

我们断定，当 

卜糾〈(瓦⑹ ) _1 

时，级数收敛，当沁 - 2 oi > finr ^/ k \ Y 1 时它的一般项不趋于零. 

由此得到如下 n_ *°° 

命题 3 (柯西-阿达马①公式） 幂级数 (15) 在 以点卻 为中 心以丑 为半径的圆 
| 2 - 2 0 | < «内收敛， 其中丑 （叫收敛半径）按下列 柯西阿 达马公式确定： 

« = ( 17 ) 

在这个圆的外部的任何点处幂级数都发散. 

在这个圆的任何点（内点）处幂级数都绝对收敛. 

注关于在周界 | 2 -2 o | = il 上的收敛性，命题3 —无所述，因为此处一切逻辑 
上容许的情况都可能发生. 

例级数 

oo 00 1 00 1 

5) E ，， 6 ) E ;: n , 7 ) Ey n 

n=l n=l n=l 

在单位圆 W < 1 中收敛.但级数 5) 在 M = 1上处处 发散; 级数 6 )当 z = 1时发散 
而当2 = -1 时可以证明是收敛的；级数 7) 当|2| = 1时绝对收敛，因为士 f 

应该注意到在命题3的叙述中未加考虑但可能蜕化的情形，即在公式 （17) 中 
fl = 0 的情形.此时，整个收敛圓蜕化成级数 （15) 的唯一的收效点办 

从命题3显然推出 

推论（关于幕级数的阿贝尔第一定理） 若幂级数 （15) 对于某个值 ^ 收效，则 
它对于任意满足 |z -初 | < |夕 - 的 z 都绝对收敛. 

目前得到的这些命题都可看作是我们已经知道的事实的简单 推广. 现在我们来 
证明两个关于级数的一般的 命题. 这两个命题我们以前不曾以任何形式论证过，虽然 
曾部分地讨论过它们所涉及的 问题. 

命题4若复数级数 q + 勿 + ••• + 〜 + ••• 绝对收敛，則重排它的續所得的级 
数^ +…+ W +…②同 样绝对收敛，且收敛到 同一个 和- 

①阿达马 ( Hadamard ) (1865—1963) — 著名的法国数学家. 

⑦第二个级数号码为 / b 的项（第 fc 项）是原来级数的号码为 m * 的项•映射 N 3 A : ^ m * € N 假 
定是自然数集 N 到自身的满单射. 
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◄ 考虑到级数 f ； |〜|的收敛性，对于数 e > 0,我们找到号码 W € N ， 使得 

n=l 

n=N+l 

另外，找得到号码 K € N , 使当 A : > K 时，在 和式、 = a ni +••• + 〜， 的加数 
中包含着和式 5A r = a ! + ... + a N 的所有的加数.如果 S 那么,我们得到当 

n=l 

fc>/c 时 

oo oo 

\s - 5/c| < - Sn\ + \sn - Sk\ ^ 1 〜 1+ kn| < 2 已 

n = N+l n = N+l 

这样就证明了当 *： — OO 时，心 — s . 若应用已证之事于级数|2 1 | + | 22 | +〜+ |〜| +… 
及级数 | + |〜 2 1 +… + I +…，则得知后一级数收敛.这就完全证明了命题 
4. ► 

下一个命题是关于级数的乘积 

(ai + a2 + …+ On + … )(^1 + i>2 +••• + 〜 + …） 

的.问题在于，如果我们要打开括弧并写岀一切可能的两两乘积叫那么，对于这些 
乘积并不存在一个自然的求和次序，因为有两个求和指标.我们知道，对于 i、j € N ， 
数对 （ i ， j ) 的集合是可数的，因此可以按某种次序写出以叫6,为项的级数.此级数的 
和可能与这些项在级数中的排列次序有关 • 但是刚才我们已经见到，在绝对收敛的 
情形,级数的和不依赖于项的排列 次序. 所以，最好还是弄清楚以为项的级数什 
么时候绝对收敛. 

命题5 绝对收敛的级数的乘积是绝对收敛的级数，它的和等于作为乘数的级 
数的和的乘积. 

◄ 先指出，不管我们取怎样一个其项形如叫6】的有限和 [^响 ，总可以指出这 
样的 AT , 使得和 

An = ai + ••• + a^v 与和 Bn = + ••• + 6 n 

的乘积包含原来所取的和的全部被 加项. 因此 

\Y^aibj\ < 5Z ^ = I 屯 I • H N < 5Z ! a< l 工 1 ~小 

1 1 ‘ ， j=i *=i i=1 片 1 

由此推出级数 f ； 的绝对收敛性，从而它的和是单值确定的，与被加项的次序 

系 , J = 1 

无关.例如这时 b 以用和 A n = a 1 +.-- + a „, B n = 6 1 +-.-- f 6 n 的乘积当 n — oo 时 
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的极限来得到它.但当 n — oo 时， A n - B n AB , 其中 A = On y B = b n , & 

样就完成了所述命题 5 的证明 .► " =1 

举一个重要的例子. 

例8级数 f ； ^ 都绝对收敛.在计算这两个级数的积时，我们把 

幂指数的和 m +7°等于 a --6- 并在一起，就得到级数 

§( fc ^ a "'i ftm ) - 

然而 

T k ^ nbm = ht 4 ( …)' 

m + n=fc n=0 v 7 


所以我们得到 


00 1 00 1 00 1 


(18) 


3. 欧拉①公式以及初等函数彼此间的联系在例 1)-3) 中我们确定了三个级 
数在复数域 C 中的绝对收敛性.这三个级数分别是由定义在 R 上的函数 e -. sinx , 
cosx 的泰勒展开式推广到复数域得 到的. 由于这个缘故，函数 e ^ cosz . sinz 在 C 
中的下述定义是很自 然的： 


e z = exp z := 1 4- ^ + \\ z2 ^ + ••• 


cosz := I — 




sin2 ：= Y\ z - J\ z + 5 ? 2 - • 


(19) 

( 20 ) 
( 21 ) 


遵循欧拉的办法，在 （19) 中代人2 = iy ， 以适当的方式把此时所得级数的部分和的 
被加项分组，求得 

1 + yj (* y ) + *( 切) 2 + 士(印) 3 + ▲(切) 4 + ▲(切 ) 5 + ••• 


e iy = cos y + i sin y . 


( 22 ) 


①欧拉 （ Euler ) (1707—1783) -卓越的数学家和力学家，按族系说是瑞士人，一生大部分时间 

住在彼得堡.按拉普拉斯的说法，“欧拉是18世纪后半叶全体数学家共同的导师”. 
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这就是著名的欧拉公式. 

在推导中我们用到了 i 2 = - 1、 i 3 = 
y 既可以是实数也可以是任意的复数. 
从定义（20)、 （21) 见到 




= i 等等.在公式 （22) 中，数 


COS(—2) = COS 2, 
sin (— 2 ) = — sin 2 , 

即 cosz 是偶函数， sinz 是奇函数.于是 


= cosy — 


将此式与公式 （22) 对比，得到 


cosy = - { e iy + e~ iy ) y 
8 iny=i(e i ^e^). 


由于 y 是任意复数，所以这些等式最好还是改用不引起误解的记号 写出: 

cosz = \{ p iz + 


(23) 


sin 2 = — ( e ** - e ~ iz ). 


这样一来，如果设 exp 2 由关系式 （19) 确定，则公式 （23) (等价于展开式（20)、 
(21)) 以及公式 

chz = -( e 2 -f e - *), 

2 (24) 


shz = -( c * 一 e - *)， 

相应地可以取作圆函数和双曲函数的定义.假若我们把那些关于三角函数的有启发 
性的然而有时不十分严格有据的看法统统忘记（尽管这些看法把我们引导到欧拉公 
式),现在可以运用典型的数学 技巧： 取公式（23)、 （24) 作为定义，从这些定义可以完 
全从逻辑上得出圆函数和双曲函数的性质. 

例如,基本恒等式 

cos 2 2 + sin 2 2 = 1， 
ch 2 z — sh 2 2 = 1， 

以及偶性，都可直接验证. 

更深刻的性质，如像和的余弦及正弦的公式，可以从指数函数的特征性质 


exp ( 2i + 22 ) = exp • exp 2 2 


(25) 
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推出，性质 （25) 显然可从定义 （19) 及公式 （18) 得出.我们来推导和的余弦及正弦的 
公式. 

一方面按欧拉公式 

e t ( zi + z 2 ) _ cos ( 2l + 22 ) + isin ( 2i + 22 ); (26) 

另一方面,按指数函数的性质及欧拉公式有 

c *(* i +* a ) = e in . c <*a — ( cos z \ + isin zi )( co8Z2 + isin 勿) 

=(cos z \ cos 22 — sin z \ - sin 勿） + i(sin z \ cos 22 + cos z \ sin Z2 ) - (27) 

如果 q 、巧 都是实数,那么，使公式 （26) 和 （27) 中的数的实部、虚部分别相等， 
我们就得到所求的 公式. 由于我们打算对任意的 z ^ z ^ eC 来证明这些公式，所以 
使用 cos 2 的偶性和 sinz 的奇性，再写下一个等式： 

e - i (^ i + z a ) _ (cos z \ cos Z2 — sin z \ sin Z2 ) — i(sin z \ cos Z2 + cos Z \ sin Z2 ) - (28) 

比较 （27) 和 (28)， 求得 

cos( Zl + z 2 ) = i ( e i(zi+za) + e -咖+外）) 

=cos A • cos 22 — sin z \ sin 22 » 
sin(zi + z 2 ) = - e ’+”)） 

=sin zi • cos ^2 + cos2i sin 句. 

完全类似地可以得到关于双曲函数 Chz 和 shz 的相应的 公式. 顺便说一下，从 
公式（23)、 （24) 可见，函数 chz 、 shz 与函数 cos z ^ sinz 通过简单的关系式 

chz = cosiz t 
shz = -i sin 

相互联系着. 

但是，要从定义 （23) 得到像 sinTr = 0或 cos(z + 2 tt ) = cos 2 这样几何上十分明 
显的事实已是十分困难 的了. 这就表示，当致力于精确性的时候，仍不应忘记相应的 
函数是在哪些问题中自然地产生出 来的. 由于这个缘故，在此我们不打算去克服那 
些在描述三角函数的性质时可能发生的与定义 （23) 有关的困难,而是在积分理论之 
后再回过头来讨论这些函数.此刻我们的目的只是要展示看来似乎完全不同的函数 
所具有的那种美妙的统一性，这种统一性不进入复数域是发现不了的 • 

如果认为对于 x € R , 


cos(a: -f 27r) = cosx, sin(x -f 2ir) = sinx, cosO = 1, sin0 = 0 



都是已知的，那么从欧拉公式 （22) 得到关系式 



在这个式子里出现了各不同的数学领域里的最重要的常数 （1 ——算术， 7 T ——几何， 
e ——分析， i ——代数). 

从 （25) 和（29)，像从公式 （22) —样看出 

exp(2 + i 27 r ) = exp 2 ， 

也就是说，在 c 中指数函数原来是一个周期函数，函数的周期 r = i 27 r ， 是纯常数. 
注意到欧拉公式，现在可以把复数的三角写法 （7) 表示成 

z = re^, 

其中 r 是数2的模，而 f 是它的 辐角. 

棣莫弗公式现在变得十分简单： 

z n = r n e in 々. (30) 

4. 函数的幂级数表示，解析性定义在某个集芯 C C 上的复变 M 2的复值函 
数 ti ； = /( 2 )是一个到 C 的映射 f : E — C . 这种函数的图像是 C x C = R 2 x R 2 = 
R 4 中的子集合，因此不具有通常的直观性.为了弥补这种损失，通常取两张复平面， 
在一张上标示定义域的点，而在另一张上标示值域的点 • 

在下面的几个例子中，标出了定义域芯和它在相应的映射下的像. 

例 9 



例10 


图37 
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例11 

iy 

© 


图39 

这从 i = = re M 从而匕= re ^ i ) 推知，这也就是说从旋转 $ 角得到. 

例12 




图40 


因为如果2 = r #， 则/ = r 2 e » 2 ^. 

例 13 


*Vi iv 



图41 




例 14 



图42 

从例13,14明白，在这种情况下，单位圆的像仍是单位圆，只是叠成两层. 

例15 



图43 



若2 == re ^, 则根据 (30) z n = 所以在我们的情况下，半径为 r 的岡的像 

是半径为 r n 的岡，且后者的每个点都是原来的圆的 n 个点的像（顺便说一下，这 n 
个点分布在一个正 n 角形的顶点 处). 

这里例外的只是点 w = 0,它的原像是点 z = 0. 

不过，当2 — 0时，函数，是 n 阶无穷 小量， 因此说 z = 0 是函数的 n 阶零点 • 
考虑到零的这个重数，现在可以说，在映射2 h =切之下，任一点 w 的原像的数 
目都等于 n . 特别地，方程 2 n = 0有 n 个重叠的根 21 =2 2 = ... = 2n = 0. 

相应于连续性的一般定义，/(幻叫做在点 zoeC 的连续复变函数，如果对于它 
的值 f ( zo ) 的任何邻域 K (/( 2q )), 存在这样的邻域 U ( zo ), 使得对于任意的^ U ( zo ), 
有 

/( z ) € V ( f ( zo )), 

简单地说就是 

lim f { z ) = f ( zo ). 

z—^zo 

像对于实的情形那样，把量 

r ( zo ) = lim /(z) ~ (31) 

2-* 20 Z — ZQ 
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叫做复变函数 /( Z ) 在点20处的导数，如果这个极限存在的话. 

等式 （31) 等价于当2 — 20时 

/( 名）一 f(zo) = f f (zo){z 一 Zo ) + 0(2 - 2 0 ). (32) 

此等式相当于函数在点 Z 0 处可微的定义. 

由于可微复变函数的定义与实函数的相应定义是一致的,而域 C 的算术性质也 
与 R 的一样,所以，一般的微分法则在复的情形下也都成立. 

例16 


U + 9) V )^ nz ) + g \ z) y 

(/ • 9)\^) = /’(《) 〆 《) + /(:)• 9’(艺)， 

(9ofY(z)=g f (f(z))-r(z). 

因此，若 /W = A 则 f ，( z ) = 1 • 2 r 1 = 而若 /⑷= 则尸⑷= n ，- 1 . 
又若 

Pn(z) = Co + C\(z - Zq) + ••• + Cn{z - Zo) n , 


则 


P 二 (z) = Cl + 2C2(z - 20 ) + • • • + rtCn(z — Zo) n 


下述定理给出了幂级数的微分法 • 

定理 1 幂级数 /( z ) = V Cn ( z -2 o ) n 的和是定义在其收敛圆内的无穷可微函 


數，而且，有 


f ( z ) = ^ c n ( z -2 0 ) n 的和是定义在其收名 

n=0 

f { k \ z ) = (Cn( 2 — 勿 n ， A ： = 0, 1 ， … 


以及 




◄在/⑻ (2) 的表达式中令 A = n 和2 = Z 0 立刻得出系数 Cn 的表达式. 

而 f ^( z ) 的公式本身，只要对 fc = 1的情形加以验证即可，因为 f ，( z ) 也是幂 
级数和的形式. ^ 

下边验证，函数实际就是 / w 的导数 • 

首先，我们注意到，根据西 —— 阿达马公式 （17), 最后这个级数的收敛半径 
与原来的/(4的幂级数的收敛半径相同. 

oo oo 

为了书写简单起见,下边将认为 勿 = 0, 即 /(Z) = ^CnZ n ,^) = [ 心产 1 ， 
而且，当 M < K 时级数收敛. 
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由于对收敛圆内幂级数绝对收敛.可以发现，最^要的是，当 M < r < R 时成 
立估计 InCnZ - 1 ! = njCnll ^- 1 ! < n | Cn | r n -1，而级数 ^ 是收 敛的. 因此， 

对于任意的 e > 0存在号码 TV 使当| 2 | < r 时有 "~ 

^2 nC n^ n_1 ^ Y1 n l C nl rn ~ 1 ^ |- 

=N+l n=N+l 

这样一来，在圆 M < r 中任何一点，函数 if ( z ) < r 确定它的级数的前 W 项部 
分和之差不超过 I . 

现设 < 和2是这个圆的任意两点.与上边类似，由变换 



= 52 〜(广 1 + + •••+<；， 


和佔计 | cn ( f - 1 +…+ z n ' l )\ < | cn | nr -\ 可得，我们感兴趣的差比，当 W < r 和 
M < r 时，与确定它的级数的前 W 项部分和之差不超过 e /3. 因此，当 W < r 和 
N < r 时，有 



N N 

n=l n=l 


如果现在固定 2 并令 < 趋于2,那么，在有限和中取极限，我们看到，当 <；与之 
充分接近时,最后这个不等式右边部分,从而其左边将小于& 

这样一来，由 r < R 的任意性，证明了，对于圆|2| < R 中任一点成立 

/’⑷=^) - ► 

这个定理正好使得可以确定这样一个函数类，它的每个函数的泰勒级数都收敛 
到这个函数本身. 

说函数在点 z 0 € C 处解析,指的是它在这点的某个邻域内可以表示成下述（“解 
析的”）形式： ^ 

/⑻ = Zo) n , 

n=0 

即关于2 - 勿的幂级数的和. 

不难验证（参见问题7)，幂级数的和在它的收敛圆的任意内点解析 • 

考虑到函数解析性的定义，从已证过的定理得到： 

推论 a ) 函数如果在一点解析，那么，它在该点无穷次可微且其泰勒级数在该 
点的一个邻域中收敛于它. 

b ) 定义在一点邻域中且在该点无穷次可微的函数的泰勒级数.在该点某邻域中 
收敛于这个函数，当且仅当，函数在该点解析. 
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在复变函数论中将证明一个极妙的事实，即若函数 /(=) 在点 z 0 的邻域内可微， 
则它就在这点解析.对于实函数并无类似之事.这确实是令人吃惊的，因为根据上边 
已证的定理，由此推出，如果函数/⑷在一点的邻域内有一阶导数 f ，( Z ), 那么，在这 
个邻域内它同样有任意阶的导数. 

此事初看起来出乎意料，有点像当我们把一个具体的方程/ = - 1的根 i 并入 
R 并得到域 C , 在 C 中任何代数多项式 P ( z ) 就都有 根了. 代数方程 P { z ) == 0在 C 
中可解这一事实，我们打算用它，对它进行证明，作为说明本节引人的复数及复变函 
数初步概念的一个很好的实例. 

5. 复数域 C 的代数封闭性如果我们能证明任何复系数多项式 

P ( z ) = Co + C\Z + • • • + CnZ n y n 彡 1 ， 

在 C 中都有根，那就再也不会由于某个代数方程在 c 中不可解而去扩充域 C . 从这 
个意义上说，任何多项式 Pn(z) 都有根这样一个命题确定了域 C 的代数封 闭性. 

为什么在 C 中一下子任何多项式都有根，而在 R 中却可以没有根呢？为了对此 
有一个完全直观的概念，我们使用复数和复变函数的几何解释- 
注意到 

p ( 2 ) = ’ (袭 + ^ ^ + 

可知，当 ㈤ — Q 0 时， P ( z ) = CnZ n + o ( z n ). 由于使我们感兴趣的是方程 P ( z ) = 0的 
根，所以只要以 Cn 除方程的两边，就可以认为多项式 P (幻的系数 Cn = 1，因此 

P ( z ) = z n + o ( z n ) y 当 M — OO 时. （33) 

我们记得（见例 15) 在映射 z h ，之下，中心在点0半径为 r 的圆周变成中 
心在点0半径为 P 的圆周，那么，对于足够大的 r 值，根据 （33), 圆周 M = r 的像 
将以甚小之相对误差重合于 w 平面上的圆周 IH = P (图 4 4).在任何情况下，像都 
是围住点 w = 0 的一条曲线，这一点是重要的 • 



如果把圆 W < r 看作是一个张在圆周 M = r 上的薄膜，那么，在由多项式 
ti； = P ( z ) 实现的连续映射下，这个薄膜变成张在圆周的像上面的薄膜.但由于这个 
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像围住了点 w = 0,所以这个薄膜必有某点与 u ; = 0 重合，这就意味着，在圆 M < r 
内存在一点 zo , 它在映射切= P ( z ) 下正好变成扣= 0,即 P ( zo ) = 0. 

这个完全直观的思想导致一系列非常重要非常有用的拓扑概念（关于点的路径 
指标，映射的级)，借助这些概念就可以做出完全的证明，其正确性尽可能地不仅是对 
于多项式才成立.不过很遗憾，这些考察会使我们偏离我们当前所研究的基本课题； 
因此我们将基于已经足够熟悉的思路做出另一个证明 • 

定理2每个次數 n > l 的复系数多项式 

P { z ) = Co + …+ CnZ n 

在 C 中都有根. 

◄不损伤定理结论的一般性，显然可以认为〜=1•设 m = inf | PW |. 由于 

/>( 2 ) = 2 " [ 1 + £^i + …+ 尝 ], 

mx r /( , . IX1 

iw 帥 r 卜(令 U ... +黑)]. 

于是显然,对于足够大的值当 M > ft 时， \ P { z )\ > max { l ,2/ i }. 因此，使 

0< \ P { z k )\ - M ^ 

的一列点22, 2 3 , • • • ， 2/ c , • • • 落在圆 W < il 中. 

我们来检验，在 c 中（甚至在圆 w 中）有使 \ P ( zo )\ = a 的点勿.为此指 
出 ，若 Z k = Xk + iyky M 

max {| a ： fcU2 / fc |} ^ \ zk \ ^ R , 

从而实数列 { x fc }.{ y fc } 都是有界的.先从{办}中抽出收敛的子列{仏}，再从{糾} 
中抽出收敛的子列 { y klm }, 就得到{办}的子列 

Z ktm = X ^lm + » 

它有极限 

X 。+ 切 0 =之 0 ， 

且由于当 m — 00时 — |2 o |， 所以 l^ol <丑.为避免写法累赞，我们不转到子 
列，而认为数列{办}本身 m BP 已收敛.从尸 W 在勿 e C 的连续性推出 

lim P { z k ) = P ( zo ). 

fc—OO 
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但这样一来①， | P (^ o )| = fc lim \ P ( z k )\ = M . 

现在假定 /i > 0,我来引出矛盾.若 P ( z 0 ) ^ 0,则考察多项式 Q ( z ) = 

按其构成，以0) = 1，且 \ Q ( z )\ = :氧:铲 1 ^1. 

由于 Q (0) = 1,多项式 Q ( z ) 有如下形式 

Q ( z ) = 1 + q k z k + q k + iZ kJrl + • • • + q n z n , 

其中 kfcl 且1彡 A : 彡 n . 若办= pe ' 则对于 p 有 

q k - ( e^) k = pe ^- = pe iir = —p = -\ q k \. 

于是当 2 = 且 r 充分接近于零时,得到 

\ Q ( re ^)\ < |1 + q k z k \ 4- (\ q k + iz k+l \ + … + \ q n z n \) 

= |1 - ， | 收 || + r fc+ U + … + IW*- 1 ) 

=1 一 r fc (| gfc | - r \ q k + i \ - r n ~ k \ q n \) < 1. 

但是当 zeC ^ \ Q ( z )\ ^ 1. 所得的矛盾表明 P ( z 0 ) =0. ► 

注 1 关于任意复系数代数方程在 C 中都可解的定理（传统上常称之为代数基 
本定理）的第一个证明是由高斯给出的.他一向注意把所谓“虚数”引向完全现实的 
生活，为它找到了各式各样的深刻的应用. 

注2我们知道，实系数多项式 P ( z ) = oo + • • • + a n 2 n 并不总有实根.但与任 
意的复系数多项式相比它具有这样的特性，若忾勿）= 0,则亦有 P ( z 0 ) = 0. 实际上, 
从共轭数的定义及复数的加法法则推出= ^ + f 2 - 从复数的三角式的写法 
及复数的乘法法则见到 * 

(21 • 22 ) = ( ne ^ 1 - r 2 e < v ?2 ) = = rir 2 e _,( ^ 1+V52) 

= ne—A • r 2 e - itp2 = z x - z 2 - 

因此 

P ( zq ) — ao + • • • + a n z ^ = do + • • • + a n ZQ = ao + • • • + a n ZQ = P ( zq ), 


从而若 P ( 2o ) = 0,则 P ( zo ) = P ( zo ) = 0. 

①注意，我们一方面证明了,从任何^模有界的复数列中都可抽出收敛的子列,另一方面也展示 
了一个可以用来证明关于闭区间上连续函数最小值定理的方法，在现在的场合,这是在圆 WH 
中进行的. 
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推论1 任何一个次数 71彡1 的复系数 多项式 P ( 2 )= C 0 + ... + Cn 2 n 都 可以表 

示成 

P{z) = Cn(z 一 ： 1)… (2 - 〜)， （ 34 ) 

其中々、..•、“€ C ( Zl , ... 、〜不必互不相同)，并且若不计较因子的次序，则表 
达式 （34) 是唯一的. 

◄ 根据多项式 P(z) 除以次数 m ^ n 的多项式 Q(z) 的除法法则（“欧几里得辗 
转相除法”)，求得 P (幻 =(幻+ t •(幻，其中 g (幻和 r ( z ) 是多项式，且 r (为的次 
数小于 Q(z) 的次数，即小于 m . 于是，若 m = 1 ,则小）= r 是常数. 

设 A 是多项式 P(z) 的根.那么 P(z ) = ( 名- zi)q(z) + r, 且由于 P(z x ) = r, PJf 
以 r = 0. 就是说，若 A 是多项式 P(z) 的根，则成立着表达式 P(z) = (z- Zl )q(z). 
多项式 (7(^ 的次数等于 n _ 1，并且对它可以重复同样的 讨论. 根据归纳法我们得到 
P(z) = c(z - Zi)--(z - Z n ). 由于应有 C 2 ： n = CnZ n , 所以 C = Cn . ► 

推论 2 任何实系数多项式 


P{z) = Oo + ••• + OnZ n 


都可以展开成一次和二次实系数多项式的乘积 • 


◄ 此命题从上述推论 1 和注 2 推出.根据注 2, 与 P(z) 的根办一起 ，知 也是 
P(z) 的根①.于是在展开式 （ 34) 中把因子 b - 办） 和 （Z - 私） 乘起来，得到实系数 
二次多项式 

Z 2 + {-Zk - Zk)z-\- \z k \ 2 . 

数〜 此时等于知，是实数，因此可以把它乘到展开式的一个括号里面去而不改变此 
因子的次数. ► 

把展开式 （34) 中相同的因子乘在一起，可以把它改写成 

P(z) = c(z - 2i) fcl … (2 - Z p ) kp . (35) 


数 心叫做根勺的 重数. 

由于 P(z) = (z- zj^Qiz), 其中 Q(zj) ^ 0, 所以 

P\z) = kj(z- Zj) k ^ l Q{z) + (z- z j ) k ^Q\z) = (2 - Zj) k ^ l R{z), 

其中 R( Zj ) = kjQ(zj )^0. 这样我们就得到下面的结论 • 

推论 3多项式 P ( z ) 的每个重数为~ > 1的根勺都是 P { z ) 的导数——多 
项式 P ，( z ) 的 kj -1 重根. 

①需要指出， 对于斗 g R ， 作为根，斗与知有相同的重数.一译者注 
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根据这个推论和展开式（35)，我们不用求多项式 P ( z ) 的根就可以求出形如 
(z - Zl)--(z — z p ) 的多项式 p ( z ), 它的根与 P { z ) 的根一样,但都是一重的 • 

实际上，按照欧几里得算法，先求出 P ( 2 ) 和 P \ z ) 的最大公因子 —— 多项 
式 q ( z ). 根据推论3、展开式 （35) 以及定理2,多项式 g ⑷与乘积（ 2 - q )^- 1 • • • 
(2 - Zp )%- 1 顶多差一个常数因子，因此，用去除 P ( z ) y 再除以#项的系数就 
得到多项式 P (2) = {Z - Z \) • • ' (Z - Z p ). 

现在考察两个多项式的比 ft ( x ) = 5^,其中 Q ( x )^ const . 如果 P ( x ) 的次数 

Q(x) 

大于 Q ( x ) 的次数，那么，用多项式的除法律，把 P ( x ) 表成 

尸 ( x ) = p ( x ) - Q ( x ) + r ( x ), 

其中 p ( a :) 和 r ( a ;) 是多项式且 r ( a :) 的次数小于 Q ( x ) 的次数.这样一来,得到了 R ( x ) 
的表达式 

其中分式 禁 依分子的次数小于分母的次数这个意义来说已是真分式了 • 

Q ( x ) 

现在我们要叙述这样一个推论，它是关于把真分式表示成所 谓最简 分式的和的. 

推论 4 a ) 若 Q ⑷=> 一 A)" 1 … b - 知产且 是真分式，则对于 
存在唯一的下述形式的表示式 

p ( z ) _ V ' 

b ) 若 P ( x ) 和 Q ( x ) 是实系数多项式且 

Q ( x ) = ( x - xi) kl ... (z - xi) kl ( x 2 pix q\) mi 

… ( x 2 + p n x + g „) mn , 

则对于真分式存在唯一的下述形式的表示式 

器=自(1^)+自®^^)， (37) 

其中 a jk 、 b jk 、 c jk 都是实数. 

我们指出，实际寻求展开式 （36) 或（3 7 )的万能的虽然并不总是最简单的方法 
是待定系数法.这个方法是这样的，把 （36) 或（3 7 )右端的和用公分母 Q ( x ) 来通分， 
然后将所得的分子的系数与多项式的相应的系数来对比.此时我们得到一个 
线性方程组，根据推论4,这个方程组永远可以单值解出. 
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因为，通常我们只对于具体的分式的展开式感兴趣，我们用待定系数法来求出 
这个展开式，所以除了根据推论4确信此事总可做到之外，我们暂且并不需要别的 
什么.由于这个缘故，我们不打算对推论4进行 证明. 它的证明通常以代数的语言 
载于高等代数教科书中或以分析的语言载于复变函数论的教科书中 • 

我们考察一个专门挑选的例子，通过它对上面的叙述作出说明 • 

例17设 


P ( x ) = 2 x 6 + 3 x 5 + 6 x 4 + 6 x 3 + 10 x 2 + 3 a : + 2， 

Q ( x ) = x 7 4 - 3 x 6 + 5 x 5 + 7 x 4 + 7 x 3 - I - 5 x 2 + 3 x + 1; 

要求算出分式的展开式 （37). 

f 先，麻烦的是我们不知道多项式 Q ( x ) 的展 开式. 我们试着把情况简化，避开 
Q ( x ) 可能会有的重根.求出 

Q \ x ) = 7 x e + 18 x 5 + 25 x 4 + 28 x 3 + 21 z 2 + 10 x + 3. 

按欧几里得算法进行相当冗繁但可完成的计算，求出多项式 Q ( x ) 和 Q ' Or ) 的 
最大公因子 

d ( x ) = x 4 + 2 x 3 + 2 x 2 + 2 x + 1. 

我们写出的是: r 的最高次幂的系数为1的最大公因子. 

用 d ( a :) 除 Q ( x ) 得多项式 

q ( x ) = x 3 + x 2 + a : + 1， 

它与多项式 Q ( x ) 有同样的根，不过都是一重的.容易猜出-1是多项式 * 7 ( 4 的根. 
用 : r + 1除 (7(2：) 后得到 rr 2 + 1. 因此 

q { x ) = (x + l )( x 2 + 1). 

逐次用 a : 2 + 1和 x + 1去除 d ( x) y 而后求得 d ( x ) 的展幵式 

d ( x ) = (x + l ) 2 ( x 2 + 1)， 


随后就得到展开式 

Q(x) = (x+1) 3 (x 2 + 1) 2 . 

于是，根据推论 4 b ) 求得分式^的如下形式的展开式: 


Q(x) ' 



(^Tp + 


(X + l) 3 


b\\X -f cn 
x 2 + 1 


b\2X + Ci2 
(X 2 +W 
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将右端通分并比较分子中所得多项式的系数和多项式 P ( x ) 的相应的系数，得 
到七个七元方程，解此方程组，最后得到 

P ( x ) _ 1_2 1 X- 1 x +1 

Q ( x ) 一 : r + 1 (: r + l ) 2 + ( a : + l ) 3 + x 2 + 1 + ( x 2 + l ) 2 


练习 


1. 使用复数的几何解释： 

a) 解释不等式 彡 |^11 -f \ Z2 \ 和 |2i + …+ 2n| 彡 |2i| + • • . + \ z n \； 

b) 指出平面 C 上满足关系式|2-1| + |2+1| ^3的点的几何 位置； 

c) 表出数1的所有的 n 次根并求它们 的和； 

d) 解释由公式2 H 5给出的平面 C 的变换的效用. 

2. 求和 

a) \+ q +-- + q n \ 

b) 1 + g + • •. + + .. •，当 M < 1 时； 

c) l+c iv， -f ••• + e inv， ; 

d) l+re iv， + ... + r n e inv， ; 

e) l + rek + ... + r n e* n * + ...， 当 |r| < 1 时； 

f) 1 +r cos«^ + -*- + r n cosnv?; 

g) 1+r cosp + ... + r n cosn^ + ...， 当 |r| < 1 时； 

h) 1 + r sin p + - h r n sin rup \ 

i) 1 4- r sin + • • • + r n sin + • • • ， 当 |r| < 1 时. 

3. 求出复数 ^(1 + ^)" 的模和辐角并证实这个数是 e«. 

4. a ) 证明切的方程 e w = z 有解 ti； = InW+iArgz. 自然认为 w ; 是数2的自然对数. 

因此1/; = liiz 不是函数关系式，因为 Arg 2是多值的. 


b ) 求出 In 1和 Ini . 

c ) H # = e aln * •求厂和 i *. 

d ) 使用表达式 t (； = 3 inz = - e -**), 求出对于 2 

e ) 在 C 中有没有点能使 | sin = 2? 

a ) 研究一下是不是在平面 C 的所有的点处函数 f ( z ) = 


—*), 求出对于 2 = arc sin ti ; 的表 达式. 


都连续. 


b ) 在勿= 0处把函数展开成幂级数并求它的收敛半径. 

c ) 对函数 丄+^ 求解问题 a ) 和 b ) 其中 A € R 是 参数. 关于平面 c 上什么样的点的 
相互位置决定 It 敛半径，你有没有什么想法？当限制在实轴上关于 XGR 来展开函数 
/( x )= \ 2xi (A € R ) 时，此事能明白否？ 

a ) 研究一下柯西函数 

勝 {木#0， 

1 0 , 2 = 0 
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在点2 = 0处是否连续. 

b ) 问题 a ) 中的函数/在实轴上的限制 /| R 是否连续？ 

c ) a ) 中的函数/在点 zo = 0处有泰勒级数吗？ 

d ) 有没有在 z 0 eC 解析的函数，它的泰$级数只 在点勿 处收敛？ 

e ) 想出一个只在点勿处收敛的幂级数£ Cn ( z - zo ) n . 

n=0 

T . a ) 在幂级数 g A n ( z - a ) n 中作形式的代换 2 - a = ( 2 - 勿） + (初一 a ) 并合并同类项， 

n =0 

将得到一个级数§ cn ( z - 2 o ) n , 试用量(勿 - a ) fc , = 0, 1， . • • 表示这个级数的 

n=0 

系数. 

b ) 试验证，如果原级数在圆 | z - a | < k 中收敛，而 | zo - a | = r < R , 则定义 Cn(n = 0,1，…） 

的那些级数绝对收敛，而且，级数 g Cn (2 - 20广当|2 - < R - r 时收敛. 

n=0 

c ) 试证，如果在圆> 一 a | < R 中有 f ( z ) = f ； A n ( z - a ) n , 而 | 勿 - a | < R , 那么，在圆 

n=0 

\ z - Zo \< R - \zo - a \ 中函数 / 有幂级数表示 /(2) = 53 Cn(z - zo ) n . 

n =0 

8. 验证： 

a ) 当点 2 € C 跑遍阒周 | z | = r > 1, 点 u ; = 2 + f 1 跑遍以 0 为中心、点土 2 为焦点的 
椭 圆周； 

b ) 当作复数平方时，更准确地说，在映射 w ^ w 2 下这样的椭圆周将变成以0为焦点的跑 
遍两次的椭圆周 

c ) 在映射 ti ；— 從 2 下，任何以零为中心的椭岡周将变成以0为焦点的椭岡周. 


§6. 自然科学中应用微分学的一些例子 

这节我们将分析自然科学中的几个问题.这些问题的出处，彼此相差甚远，但我 
们会看到它们却有相当接近的数学 模型. 这个模型不是别的，乃是关于我们在问题 
中所感兴趣的函数的最简单的微分方程.顺便提及，我们一般正是从研究一个这样 
的例子二一二体问题而开始去建立微分 学的. 这个问题归结为一个方程组，目前 
我们还不能去研究它.这里我们只考察那些按我们现有的水平能够彻底解决的问题 • 
从这节的一系列例子当中，我们除了见到数学工具的具体运用而满足之外，特别地， 
会更加相信，不但指数函数 expo : 的产生是十分自然的，而且它向复数域的推广也是 
非常有效的. 

1. 齐奥尔柯夫斯基公式 考察远离有引力的物体，在开阔宇宙中直线运动的火 
箭（图 45). 

设 M ( t ) 是火箭（连同燃料）在时刻 t 的 质量； K ⑴是它在时刻《的 速度； a ; 是 
燃料爆燃由火箭的管咀喷出的（相对于火箭的）速度. 

我们来确定这些量之间的关系. 
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根据所做的假定，火箭连同燃料可以看作封闭系统，因此它的冲董（或动最）不 
随时间变化. 

在时刻 t 系统的冲最等于 M ( t )- V ( t ). 

在时刻 f + / i 火箭连同它所剩下的燃料的冲量等于 M(t + / i ) • + / i )， 而在这 

段时间内喷出的燃料 质量是 

| AM | = \ M(t + fc ) — M ( t )\ = 一 (M (t + / i ) — M ⑻)， 

喷岀的这些燃料的冲 M △/ 由下式界定 

( V ( t ) - a ;)| AA /| < △/ < ( V(t -f ft )- u ;)| AM |, 

即 

A / = ( V ( t ) - a ;))| AA /| + a (/ i )| AA /|, 

且由 V ( t ) 的连续性推出，当 /i — 0 时， a (/ i ) ^ 0. 

对比系统在时刻 t 和 t + ft 的冲 M ， 有 

M ( t ) V { t ) = M(t + h ) V(t + ") + ㈣ ）- a ;)| AAf | + a ( h )\ AM\ t 

代人 * 

并化简，得 * 

M(t + h )( V{t + h ) — V ( t )) = + / i ) — M ⑻) + a ( h )( M{t + / i ) - M [ t )). 

以 / i 除此式并令 h — 0 取极限，得到 


M ( t ) V \ t ) = (1) 

这就是要找的我们所感兴趣的函数 V ( t ) , M ( t ) 和它们的导数之间的关系式 • 
现在必须从函数的导数之间的关系式出发来求出函数 V ( t ). M ( t ) 本身之间的 
关系.一般说来，这类问题比从函数之间的已知关系求导数之间的关系要困难得多. 
然而在我们的情况下问题倒是可以完全用初等办法来解决. 






于是 
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V(h + A ) - p ( h ) = — pp (0 

以 △ 除此式两端且令 △ — 0取极限，注意此时也有 卜 h , 得到 

p \ h ) = -g - p ( h ). (5) 

这样一来，压强变化的速度显然是与相应高度处的空气密度成比例的. 

为了得到关于函数 P (/ i ) 的方程，我们从⑸中消去函数 p ( h ). 根据克拉贝龙① 
定律，气体的压强 P 、 克分子体积 V 和开氏③ 温度 T 由下式相联系 

筝=疋 ⑹ 

其中 ft 是所谓万用气体常数.若 M 是一克分子空气的质贵，而 K 是它的体积，则 


p =~. 因此，从⑹求出 


P = V RT = V ^ ，T==P ^ T ' 


令 A = 则有 

JyJ 

P = A(T)p. ⑺ 

现在如果认为我们所观察的空气层的温度是常数，那么从 （5) 和 （7) 最后求得 


这个微分方程可以改写成 


由此得 


p'W = - jpW. 


P’W 9 

PW V 

(ln P )'(h)=(K 


\ np ( h ) = + 


p (/ i ) = e c . e -钞. 

因子 e c 可由已知的初始条件 p (0) = po 确定，据此 e c = po . 
这样,我们就求出了如下的压强对髙度的依赖关系： 


p = Poe ~^ h . (9) 

①克拉贝龙 ( Clapeyron )(179^—1864) ——法国物理学家，从亊热力学的研究. 

⑦汤姆森 （ W . Thomson )( 1824 — 1907) ——著名英国物理学家，后称 Lord Kelvin (开尔文勋爵). 
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对于室温（300 。 K = 27 ° C 左右）的空气，知道值 A « 7.7 x 10 8 ( cm / s ) 2 . 还知道 
10 3 cm / s 2 . 代人 g 和 A 的这些数值之后，公式⑼就得到了完全终极的形式•特 
别地，从⑼见到，在高度 /I = | = 7.7 x 10 5 cm = 7.7 km 处，压强将下降到初始压 

强的 e - 1 若落到深 7.7 km 左右的竖井底处，则气压要增大到 3) 倍. 

3. 放射袞变、连锁反应及原子反应堆众所周知，重元素（主要是超铀元素）的 
原子核时时进行着自发的衰变.这就是所谓的自然辐射 • 

辐射的基本统计规律（因是统计规律，所以对 M 不是太少的高浓度物质是真确 
的）告诉我们，物质由时刻《经过一小段时间&所衰减的置与 h 以及直到时刻《尚 
未衰变的原子的总量 N ( t ) 成正比，即 

N{t + / i ) — N ( t )^ - XN ( t ) • ft , 

其中 A > 0 是一个表征所说的化学元素的数值系数. 

于是，函数 N ( t ) 满足已经熟知的微分方程 

JV ，( t ) = 一 A 7 V ⑴， (10) 

由此推出 

N ( t ) = N 0 e _ M ， 

其中 7 V 0 = N (0) 是物质原子的初始总 M . 

从最初的原子数量衰减一半所经历的时间了叫做半衰期.因此可从方程 e" Ar = 

1 - 求得贵 T ， 即 T = f 

例如，对于钋 Po 2,0 ? T «138 对于镭 Ra 226 , T « 1600 年； 对于铀 U 235 , T « 
7.1 x 10 8 年，而对于铀的同位素 U 238 ，r « 4 .5 x 10 9 年 • 

核反应指的是核之间的相互作用或者核与基本粒子的相互作用，其结果出现新 
类型的核.这可以是核的聚变，即一些较轻的元素的核合成较重的元素的核 （ 例如两 
个重氢的核伴随损失质量和释放能 M 合成氦的核);也可以是一个核衰变而形成一个 
或多个较轻的元索的核.尤其是当中子与铀 U 235 的核相撞的时候，大约在一半的情 
况下要发生这样的衰变.当铀核分裂时，形成二三个新的中子，它们能继续参与与核 
的相互作用，引起核的分裂，因而使中子增殖.这种类型的核反应叫做连锁反应. 

我们来描述放射性物质连锁反应的基本数学模型，求出中子数目#⑷随时间 
变化的规律. 

取半径为 r 的球形物体.如果 r 不太小的话，则在由时刻 i 算起的时间间隔 A 
中一方面要产生数 M 正比于&和 W ⑷的新中子，另一方面要失去一部分跑到球外 
的中子. 


§6. 自然科学中应用微分学的一些例子 


- 265 - 


如果 I ；是中子的速度，那么，能在时间 A 后离开球体的中子只能是那些处在离 
球面距离不超过的区域当中且速度方向基本上是径向的那些中子.如果认为这 
个区域中经过时间 ft 后跑到球外的中子数与此区域中的中子总数的比不随时刻6的 
变化而变化，并且认为球中的中子是均匀分布的，那么就可以说，经过时间 ft 后失去 
的中子数正比于 N ( t) y 也正比于上述靠近边界的区域的体积与球的体积的比 • 

由上所述得到等式 

N(t + / i ) - N { t )^ aN ( t)h - ^ N ( t ) h } (11) 

(因为所考虑的区域的体积约等于 47 rr 2 t ;/ i , 而球的体积是系数 a 和/3仅与所 

考虑的放射性物质有关. 

将关系式 （11) 除以/ I 再令 /I — 0取极限，得到 

N \ t ) =( a -^) N ( t ). (12) 

由此 

N(t) = Noe^-rV. 

从所得的公式见到，当> 0日宄中子数目依指数律随着时间增长.这 

种增长的特点是这样的，不管初始条件 M ) 如何，在很短的时间内就会使物体实际上 
完全衰变，并伴随着释放出极大的能 M ——这就是爆炸 • 

如果^ < 0,那么反应很快就要终止，因为失掉的中子比产生的多. 

如果成立界于上边考虑的两种情形之间的条件 a - ^ = 0,则反应中新生的中 
子和退出反应的中子达到平衡，结果中子数目大致不变 • ^ 

使 a -泛= 0成立的 M r 叫做临界半径，而具有临界半径的球状物体的质量叫 
r 

做所说物质的临界质量. 

对于铀 U 235 , 临界半径约等于 8.5 cm , 而临界质量接近 5 0 kg . 

在依靠放射性物质的连锁反应来预热蒸汽的原子反应堆中，设置有人工中子源， 
它在单位时间内把确定的 n 个中子送进裂变的物质.因此，对于原子反应堆，方程式 
(12) 要稍加 改变： 

鄉 )=( a - 会)増 + n . (13) 

可以用解方程 （12) 的同样办法来解这个方程，因为当 a - ^ / 0时， 


第五章微分学 


是函数 



In 


:㈠) _) 


的导数.方程 （13) 的解是 



由这个解看出， 若 c ^> 0( 超过临界质量)，则发生爆炸.若不足临界质量，即 

r 

a - $ < 0,则很快就有 n 

r N(t) ^ _ . 

- a 

r 

因此，如果把放射性物质的质景维持在不足而又接近临界的状态，那么不管补 
充中子源的强弱如何，即不管 n 的值多大，都可以得到很大的值 N ( t ), 这就意味着 
得到很大的反应强度.把过程保持在接近临界状态是一件奥妙且要由相当复杂的自 
动控制系统来实现的事情. 

4. 空气中的落体现在我们来研究物体在重力作用下落向地球的速度. 

如果不存在空气阻力的话，那么，从相对不大的高度落下时，我们会有关系式 


= 9 - (14) 

这是从牛顿第二定律 rrm = F 和万有引力定律推 出的. 根据万有引力定律， 当 k《R 
时 （ R 是地球的半径） 

x a M - m • m 

在空气中运动的物体受到与运动速度有关的阻力，其结果使得重物在空气中自 
由下落的速度不是无限地增加而是稳定在某个水 平上. 例如,做延迟跳伞时，跳伞者 
的速度在最下层空气中稳定在 50 m 每秒至 60 m 每秒的范围内 • 

在速度由0到 80 m 每秒的范围内，我们认为阻力与物体的速度成正比.比例系 
数当然与物体的形状有关.人们有时尽量把物体的形状做成流线型的（炸弹)，而在 
另一些情况下（降落伞）却有恰恰相反的 目的. 将作用在物体上的力加以比较，我们 
得到下述方程，它是物体在空气中降落的速度应满足的方程： 

mv ( t ) = mg — av . (15) 

鼴 

以 m 除此方程并用0代表最后得到 

m 


v(t) = -0v + g. 


(130 
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我们得到一个只是字母表示与 （13) 不同的方程.我们指出，若令 -0 v ( t ) + ^ = 
/⑷， 则因尸 ⑷= -0 v ( t \ 那么从 (130 可得与它等价的方程 


m = 一卿). 


( 10 ，) 


它与方程 （8) 或 （10) 是一样的，只不过字母表示不同而已.于是我们得到它的解 

/⑻=/⑼ e - 气 

由此推出方程 (130 的解是 


从而基本方程 （15) 的解是 


^ + ( v o - ^ 9 ) e-' 
v(t) = —^ 4 - (vo - » e~^\ 


(16) 


其中 Vo =： t ;(0) 是物体的初始竖直速度 • 

从 （16) 看出，当 a > 0时,空气中的落体将逼近于具固定速率的运动，且« 
^■ g . 这样看来，与真空中的降落不同，在空气中降落的速度不仅与物体的形状有关， 

而且与它的质 撤也有 关系.当 a — 0时，等式 （16) 的右端趋于 v 0 + gt, 即趋于当 
a = 0时从 （15) 得到的方程 （14) 的解. 

利用公式 （16) 可以对空气中落体的极限速度的快慢有个概念 • 

例如，如果期望降落伞能使中等体格的人以 10 m / s 左右的速度开伞着地，那么， 
当持续自由下落速度达到大约 50 m / s 时开伞，跳伞者再过 3 s 就将有大约 l 2 m / s 的 
速度. 

实际上，从所给的条件和关系式 (16), 求得 > « 10, = « 1，妁= 50,因此关系 
式 （16) 具体化为 

v(t) = 10 + 406 -*. 

由于 e 3 ^ 20,所以当《 = 3时得 « 12( m / s ). 

5. 再谈数 e 及指数函数 expx 我们已经通过例子证明（也见于本节末尾的 
问题3.4)，一系列自然现象从数学的观点上都用同一个微分方程 

f(x) = a/(x) (17) 

来描述，只要给出“初始条件”/⑼，这个方程的解就单值地确定了•那时 

/ ⑷ = /(0)e ax . 

我们曾经相当形式地引人了数 e 及函数# = exp re , 当时我们敷衍地说这实在 
是一个重要的数和重要的函数.现在我们已经明白，即使我们早先不曾引人这个函 
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数，它无疑也一定要作为方程 （17) 的解而被引入.方程 （17) 虽然简单得很，但却是 
非常重要的.确切地说，只要对于某个具体的《值，例如 a = 1，引入一个作为方程 
(17) 的解的函数就够了.这是因为，一般的方程 （17) 经关系式 x = ^( a ^ O ) 而转换 
到新变元 i 后，就归结到 a = 1的情形 • 

实际上，那时 

dm 

/⑷ O 增，豐 

Tt 

于是代替方程 f \ x ) = a /( x ), 现在有 aF \ t ) = 即 

F \ t ) = F ( t ). 

于是，我们来考察方程 

f ( x ) = f { x ) (18) 

并用 exp a : 来代表它的使 /( O ) = 1的解 • 

我们来大略估量一下，这个定义与先前关于函数 exp x 的定义是不是一致的. 
我们尝试着从/(0) = 1及/满足方程 （18) 这些条件出发来计算 /( x ) 的值.由 
于/是可微函数，所以/是连续的，这样一来，根据 （18) 函数尸也是连续的.另外 
从 （18) 还推出/还有二阶导数/〃⑻= r ( x ), 进而一般地从 （18) 推出/是无穷可 
微函数.由于函数 /( x ) 的变化速度 f \ x ) 是连续的，所以在自变量变化的小间隔办 
中函数广变化很小，因此 

/( rr 0 + ft ) = f ( x 0 ) + /'(Oh « f ( x 0 ) + f ( x 0 ) h . 

使用这个近似公式，以小的步长 h =^ 来走过从0到 x 的线段，其中 n € N •如果 
xo = 0, Xk+i = Xfc + / i . 那么，我们将有 

/( x fc + i ) » f { x k ) + • 

注意到 （18) 和条件 /(0) = 1，有 

f ( x ) = f { x n ) « /( X „- 1 ) + /'( X n - i)/l = /( x n - l)(l + / l ) 

« (/( X n _ 2 ) + / / ( x n - 2 ) A)(l + *) = /( 工 n -2 )(l + / l ) 2 « … 

« /( x 0 )(l + h) n = /(0)(1 + h) n 
= «)' 

步长 h =- 越小，近似公式 /( a ：) « + 就越精确，看起来这是一件十分自然 

n 、 n/ 
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的事情（确实也是可以证明的). 

于是我们得到 n 

特别地，如果把量 n 

，⑴ • 

记作 e 并证明 e # 1的话,我们就得到 

/(i) '化 «)" = 賊 (1 + 巾 = ㈣ [ (i + 叫、 ’， （ i9) 

这是因为我们已经知道当 U — 1；时 u a — 沪. 

微分方程 （18) 的这种数值解法使我们 
求得公式 (19). 这种方法也是欧拉提出的， 

叫作 欧拉折 线法. 这个名称与这个算法的 
几何意义 相关: 用一条折线来代替方程的解 
/( x ), 确切地说，是近似地代替解 /( x ) 的 
图像，这条折线在相应区段 [ xk , x k+l ](k = 

0，1，... , n - 1) 上的那一节是由方程 

y = f(xk) + f f (x k )(x - x k ) 

给定的（图 46). ^ 

我们还遇到过函数 exp x 作为幂级数 f ； 的和的 定义. 也可以从方程 （18) 

引出这个定义，这只要使用下述常用的所谓定系 數法. 我们来求方程 （18) 的幂级 
数 

f ( x ) = CO + C1X + ••• + CnX n + . • • (20) 

和的形式的解，此幂级数的系数是待 定的. (n) 

我们已经见到（见§5定理1)，从（ 2 0)推出 On = 但根据（18)，/⑼= 

广⑼= ... =/⑷⑼ ==•", 并且，由于/(0) = 1，所以有 c „ = $，即如果解具有 
(20) 的形式且/(0) = 1,则必有 



可以单独验证这个级数定义的函数确实可微（不单在工= 0处)，而且它满足方 
程 （18) 和初始条件/(0) = 1. 不过我们不去做这件事了，因为我们的目的只在于考 
察一下作为方程 （18) 在初始条件/(0) = 1下的解而引人的指数函数与早先我们所 
谈的指数函数 exp z 是否 一致. 



图46 






我们指出，方程 （18) 还可以在复数域中来研究，即认为 x 是任意的复数.此时， 
所做的全部论述依然有效，只是可能部分地失去了欧拉方法的几何直观性 • 

于是，自然也是我们期望的，函数 



是方程 

IV) = f(z) 

的满足条件 /( O ) = 1的唯一的解 • 

6 . 振动如果挂在弹簧下面的物体偏离了平衡位置，例如先把它稍稍托起再放 
下，那么，它就要在平衡位置附近 振动. 我们以一般的形式来描述这个过程. 

设知道质 M 为 m 的质点可沿数轴 Ox 移动，它被作用着与它和坐标原点的距 
离成正比的力 F = - / crr ①. 还知道质点的初始位置吻= : r (0) 和它的初始速度 
i；o = x (0). 求质点的位置对时间的依赖关系 a : = x ( t ). 

根据牛顿定律，可把这个问题写成下述纯数学的形式：求方程 

mx ( t ) = - kx ( t ) (21) 

满足初始条件 x (0) = x 0 l x (0) = v 0 的解 • 

把方程 （21) 改写成 

x ( t ) + — x ( f ) = 0, (22) 

m 

并且再用指数函数来试一试，也就是说，试着选一数 A ， 使函数 o :(0 = e At 满足方程 
( 22 ). 

把外）= e At 代人（22)，得到 

(入 W 、 0 ， 


A 2 + m =0 * 


(23) 


即 Al = 一、 = 由于 m > 0,所以当 A : > 0时，我们得到两个纯虛数 

V m V m 

A a = = i 愿 我们并没指望得到这样的结果.虽说如此，我们还是要继 

续作进一#的研究. 按誤欧 拉公式 


= cos \ —t - i sin y ——t, 

v m v m 

=cos y — t + isin y 一 t. 
v m v m 


①对于弹簧，刻画它的弹性的系数 A ：>0, 叫做弹簧 的弹性系数. 
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因为关于实的时间《进行微分时， 函数# 的实部和虚部分别单独进行微分，所以函 
数 cos 及函数 sin 应该单独地满足方程 (22). 实际上确是如此，这容易直 

接验证. S 样，复指数帮我 猜中了方程 （22) 的两个解.这两个解的线性组合 


( t ) = ci cos + c 2 sin 


(24) 


显然还是方程 （22) 的解. 
我们从条件 


= a:(0) = ci, 


=i(o)= (- Cl ^ sin y^ t+C2 y^cosv^j 丈 

= C2 V^ 


来选取系数 Ci,C 2 . 

这样一来，周期函数 


工 ⑴= :OCOS 


(25) 


是所求的解. 

式 （25) 经规格化的变换后可改写成 


*(0 = 一 + W 呈 sin (^ f^t 


(26) 


式中 


= arcsin 




因此，当 fc > 0 时，质点将作周期振动，周期是了 = 2tt^ ，也就是说，频率 

i . = 而振幅是 y / x 2 0 + v^j • 我们确信这个结论，因为，从物理上考虑，很 

明显，^提问题的解 （25) 是唯一的 .( 见本节末尾的问题 5.) 

函数 （26) 所描述的运动叫做简谐振动，而方程式（2 2 )叫做简谐振动方程. 
现在回到方程 （23) 中 fc < 0的 情形. 此时，函数 

e Alf = = e v ^ t 

二者都是方程 （22) 的实解，且函数 



( 27 ) 
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也是解.常数 Cl 、 c 2 由下面的条件来 决定： 

{ Xo = x(0) = Cl + C2, 
vo = x(0) = C1A1 4 - C2A2. 

所得的方程组总是单值可解的，因为它的行列式 A 2 - Aj ^ 0. 

当 fc < 0时，因为数入丨和 A 2 反号，所以从 （27) 看到，如果抑 或吻 不为零的 
话，力 F = - fcr 不仅不驱使质点回到平衡位置 a : = 0,而是使它随着时间的推移无 
限地远离平衡位置.亦即，在这种情况下 ， x = 0 是不稳定平衡点. 

最后，我们来研究方程 （21) 的一个十分自然的改进，通过这个改进更加鲜明地 
看出指数函数以及把基本初等函数联系起来的欧拉公式的好处. 

假设我们所考察的质点是在介质（在空气中或者在液体中）运动，介质的阻力不 
容忽略.设阻力与质点的速度成正比.那么代替方程（ 2 1)我们应该得到方程 

mx(t) = -ax(t) - kx(t) y 


把它改写成 

x ( t ) + - x ( t ) + - x ( t ) = 0. (28) 

m m • 

如果还是求形如#的解，那么我们得到二次方程 

a 2 + -a + - = o , 

mm 

它的根是 



当 - 4 mA : > 0时，得到两个实根\ 、乂， 于是可求得形如（ 2 7) 的解. 

我们对 a 2 - 4 mfc < 0的情况更感兴趣，下边对它做更详细的考察.这时，根 
Ax ， A 2 都是复数（不是实数也不是纯虚 数)： 



.y/Amk — a 5 



,y/Amk - 
1 2^ * 


在这种情况下，欧拉公式给出 


e Alt = e^^r^cosa;^ — i sinu ^)， 
e X2t = e 一杰 【 (cosa^ + i sina ^)， 
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Sirius 要想简单地猜出这两个解，实在是太困难了.现在来做它们的线性组合 

怎 ⑴= cosuf + C 2 Sino ^)， (29) 

选择满足初始条件 x (0) =抑、 i : ⑼=如的 Q 、 c 2 , 从而求出原来问题的形如 （29) 的 
解. 

这时，可以验证，所得的方程组总是单值可解的.于是，经过一些变换，从 （29) 
得到问题的如下形式的解： 

x ( t ) = Ae ~^ 1 sin ( u;t + a ), (30) 

式中4和 a 是由初始条件决定的常数. 

从这个公式看到，由于有因子其中 a > 0 、 m > 0,所以在所考察的情况 
下，振动是衰减的，叫阻尼振动，其振幅衰减的速度依赖于比值振动的频率 

1 1 [k / a 

nt - 

不随时间变化.量 u ; 也只依赖于比值^和$，这一点其实早就可以从原来的方程 
(28) 看出来.当 a = 0时，我们重新回到无阻尼的简谐振动（ 2 6)和方程 (22). 

练习 

1. 喷气运动的有效作用系数 

a ) 设 (？ 是单位质》的火箭燃料的化学能， w 是燃料喷出的速度.那么是喷出的单位 

质贵燃料的动能.在等式 ^ u ; 2 = aQ 中的系数《是燃料燃烧和喷出过程的有效作用系 
数.对于固体燃料（无烟火药 ） a ; = 2 km / s t Q = 1000 kcal / kg , 而对于液体燃料（带氧汽 
油 ） a ; = 3 km / s , Q = 2500 kcal / kg . 在这些情况下确定系数 a . 

b ) 火箭的有效作用系数用它的终极动能&与烧掉的燃料的化学能 ttitQ 的比来确 
定.使用公式 （4), 求出火箭的有效作用系数用 my 、 m r 、 Q 和 a (见 a )) 表示的公式. 

c ) 如果带有液体喷气发动机的汽车加速到規定的 60 km / h 的市区行车速度，估算它的有效 
作用系数. 

d ) 估算把卫星送人稞近地面的低轨道的液体燃料火箭的有效作用系数 • 

e ) 估算对于怎样的终极速度，液体燃料喷气运动有最大的有效作用系数 • 

f ) 指出，要使不管具有何种形式的燃料的火箭得到尽可能大的有效作用系数，燃料和火箭 

本体的质进比^应该取怎样 的值. 
m/c 

2. 气压公式 

a ) 用本节2段所得结果，求出把空气柱的温度对压强的影响考虑迸去的修正项的公式，设 
空气的温度经常变化着（例如季节性的变化)，变化的范围是±40 ° C . 



b ) 按公式⑼求出当温度为 - 40 ° C 、 0 ° C 、 40 ° C 时压强对髙度的依赖关系，并将这些结 
果与您在 a ) 中所得的近似公式所给出的结果加以比较. 

c ) 设柱中空气的温度随高度按规律 T \ h ) = - aT 0 变化，其中 7 b 是地面上的空气温度，而 
ato7 x 10- 7 — . 由这些条件导出压强对高度的依赖关系. 

d ) 按公式（9)，接您在 c ) 中所得的公式，分别求出在深 1 km 、3 km 、9 km 的矿井中的 
压强. 

e ) 不管高度如何，空气中大约含着!的氧气.氧气的部分压强也大约占空气压强的 | .某 
种鱼可以在氧气分压不低于 0.15 个大气压的条件下生活.能不能指望在与海洋平面同 
髙度的河中见到这种鱼？能不能在流人髙度为 3.81 km 的的的喀喀湖①的小河中见到 
这种鱼？ 

3. 放射衰变 

a ) 在地球的矿石中取样测虽放射性物质的含童以及它衰变的生成物的含董，并总是认为初 
始时不曾有衰变生成物，这样就可以大约估算出地球的年龄（不管在什么情况下，总是 
从所说的放射性物质产生的时刻算起).设在矿石中放射性物质的质量是 mr ， 它衰变的 
生成物质 M 是 r r . 知道物质的半衰期 T ， 求从衰变开始以来经历的时间以及在初始时刻 
样品中放射性物质的 S . 

b ) 在矿石中镭原子约占一切原子总 M 的 10- 12 . 在10 5 、10 9 和5 x 10 9 年之前锚的含贵 
如何?(一般认为地球的年龄是5 x 10 9 年). 

c ) 在诊断肾脏疾病时,常常把一些特殊物质，例如肌酸引入有机体内，然后测定贤脏把这些 
物质从血液中排除出去的能力（“廊淸试验 ”). 与这类过程相反的例子是恢复供血者或 
突然大出血的病人的血红素的浓度.在所有这些情况下，引入物质排出的 M (或者，反过 
来，不足的数 ft 的弥补）遵从于规律 " =，其中 W 是初始引人*为 M ) 的物质 
经过时间 t 后在有机体内尚存的量（或者说是分子数 R ); 而 t 是所谓时间常数，$表示 
这样一段时间，经过这段时间后，有机体内尚存引人物的量为原始引入量的 p 容 
易验证，时间常数是半存留时间（或半衰期）的 1.44 倍，所谓半存留时间是有机体内尚 

存引人物成为原始引 人撤的| 时所历经的时间- 

设放射性物质从有机体内排出的速度由时间常数 T o 来表征，同时它还以时间常数 
Tp 进行着衰变.证明在这种情况下，刻画物质在体内存留时间长短的时间常数^由关系 
式 r ^ sTo ^+ T ；" 1 来确定 • 

d ) 从供血者取了某一数贵的血液，这些血中含有 201 mg 铁； 为了弥补失去的铁，让供血者 
服用硫酸铁剂药片，每天三次连服 七天. 每片药含铁 67 mg . 供血者血中铁的含 tt 按指数 
律恢复到正常，指数律的时间常数大约是七 昼夜. 设在取血之后，药片中的铁以最大速度 
一下子就进入血中.请确定，在恢复到血液正常含铁量的全部时间中，药片中所含的铁 
大约有多大一部分进人血液中. 

e ) 为了诊断的目的，给恶性肿瘤患者服一定量的放射性磷 P 32 , 然后每过一段相同的时间， 

• 测唐一下大腿皮肤处的放射性 强度. 放射性强度的减弱遵从指数 规律. 因为已经知道磷 

的半衰期是 14 .3昼夜，所以按照测量得到的资料,就能确定单由生物方面的因素引起的 
放射性强度减弱过程的时间常数.如果通过观测已确定整体上的放射性强度减弱过程的 

①的的喀喀湖属秘鲁和玻利维亚.——译者注 ■ 
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时间常数是 9.4 昼夜，求由生物原因单独引起的放射性强度减弱的时间常数（见 c ». 

4. 辐射 的吸收 射线穿过介质时总要被介质吸收掉一部分.在很多场合（线性理论）可以认为， 
通过厚度为两个单位的介质层和接连通过两个厚度为一个单位的介质层，辐射的减弱是一样 
的. 

a ) 证明 •. 在所说的条件下，辐射的吸收遵从规律 J = Ioe - kl , 其中 Jo 是落到吸收物质上的 
辐射强度，/是通过厚〖的吸收物质层之后的辐射强度，而 A : 是系数，它的*纲是波长》 
纲的倒数. 

b ) 在光线被水吸收的情况，系数依赖于射到水中的光线的波长， 例如： 紫外线 ， fc = 1.4 X 
10一 2 ;蓝光 ， fc = 4.6 X 10- 4 ;绿光 ， Jb = 4.4 x 10" 4 ;红光， k = 2.9 x 10~ 3 .太阳光垂直 
地照在深 10 m 的洁净的湖面上.把太阳光的上列每种成分在湖面上的强度与在湖底处 
的强度进行比较. 

5. 证明： 如果点的运动规律 a : = : r ( t ) 满足简谐振动方程 mi + fca : = 0,那么 

a ) 是常数 (£； = AT + t ； 是点在时刻纟的动能尺=与势能 

^宇的和). 

b ) 如果 x (0) = 0 且 ±( 0 ) = 0,那么 *( t ) s 0. 

c ) 存在唯一的一个满足初始条件 x (0) = z 0 且 x (0) = Vo 的运动 

X = x(t) 

d ) 验证： 如果点在有摩擦的介质中运动且 z = : c (0 满足方程 

mx + ai kx = 0 y 

a >0, 那么 ， tt E (见 a )) 是递减的•求出五递减的速度，并根据丑的物理意义解释所 
' 得结果的物理 意义. 


6. 在胡克①中心力作用下的运动（平面振子) • 

作为第6段和习题6中线性振子方程 （21) 的发展，我们将考察方程 mr ( t ) = - A : r ( t ), 它是 
在中心力作用下质量为 m 的质点的向径 r (0 所满足的方程，这个中心力与质点到中心点的 
距离 | r (0 l 成正比，比例系数为 *： > 0 . 如果质点与中心是胡克弹性联结，譬如，用一个弹性 
系数为的弹簧联结，就产生这种力. 

a ) 微分向 ft 积 r («) x r (0» 将证明，质点是在过中心且包含向世 r 0 = r (^), r 0 = r ( t 0 ) } 
. 即质点的初始位置向量和初始速度向量的平面内运动（平面振子） • 如果向* r 0 == 

r ( t 0 ),ro = r ( to ) 共线，则运动在包含中心和向* r 0 的直线内进行（第 6 段中研究的线 
性振子). 

b ) 验证： 平面振子的轨道是椭岡，而且，质点沿它作周期运动•试求回转周期. 

c ) 试证：情五= mr 2 ( t ) 4- kr 2 ( t ) 守恒（不随时间变 化). 

d ) 试证： 初始条件 r 0 = r ( t 0 ),ro = r ( to ) 完全确定质点在随后时间的运动. 


①胡克 (Hooke, RoBert)(1635—1703) ——英国自然科学家，多方面的学者和实验物理学家.他 
发现了组织的细胞结构， tt 细胞”的术语也是他引人的.他是弹性的数学理论和光的波动理论的创 
始人之一，他提出了引力假定和引力相互作用的反平方定律 • 
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7. 行星轨道的椭圆性. 

上题说明，在中心胡克力作用下的质点运动是在平面内进行的运动.设这是复变 M 2 = 
x + iy 的平面，运动由两个实函数 rr = x ( t),y = t /(«), 或等价地，由一个时间 t 的复函数 
2 = z ( t ) 定义.为了简单，在习题6中设 m = l,fc s 1，考察最简单的这种运动的方程 
z ( t ) = — z ( t ). 

a ) 在从习题6知道了这个方程满足初始条件勿= z ( t 0 ) y zo = z ( t 0 ) 的解是唯一的，试求 
它的形如= Cl e ie + c 2 e - i 4 的解，并利用欧拉公式再次验证，运动的轨道是以零为 
中心的随圆.(在一些特定情况它变成圆周或退化成闭区间——试分析是哪些情况 •） 

b ) 注意到植 | i ( t )| 2 + |^( t )| 2 在点外）的运动过程中不变，这里 2(0 满足方程= 一外)， 
试验证，点议⑷= z 2 ( t ) 关于新参数（时间 ） 了满足方程^ = - c ^3, 这里 c 是常数， 

W = w ( t ( r )) } 而 T 和亡由 T = T ( t ) (或 f = t ( r )) 联系•其中 T ⑷满足方程$ = \ z ( t )\ 2 . 
这样一来，胡克中心力场中的运动与牛顿引力场中的运动原来是密切相关的. 

c ) 把这里的结果与§5的习题8的结果迸行比较并证明行星轨道的椭圆性. 

d ) 如果你会用计算机，那么，再读一遍在第5段中叙述的欧拉折线法，关于原点，用这个 
-方法汁算 几个 〆 的值 .( 注意，除微分定义外，更准确地说，除公式 /( Xn ) « /( Xn - l ) + 

}'( x n ^\) h(h = x „- : Tn - 1 ) 外％这个方法没有用到什么. 

现设 r(t) = (X(t) ， y ⑷ ) ， r 0 = r(0) = (1,0),r 0 = r(0) = (0,1 ) 且 f ⑴ = 
-r(t)/\r(t)\ 3 . 借助公式 

r ( tn ) « r (« n - l ) + v ( tn - i ) h y 
V ( t n ) « V ( t n - l ) + a ( t n - l ) h , 

这里 = r (0， a (0 = t ;(0 = r (0, 试用欧拉公式计算点的运动轨道，研究它有怎样 
的形状，它是怎样由点随着时间的推移形成的. 

§7. 原函数 

在微分学中，要学会求函数的微分以及写出函数的导数之间的关系，与此同时, 
学会从函数的导数所满足的关系式求出原来的函数，也同样是很有价值的 • 这一点 
我们在上节的例子中已经认识到了 • 这类问题中最简单的，然而以后会见到，也是极 
重要的，是根据一个函数 F ( x ) 的已知导数 F \ x ) = f ( x ) 来求函数 F ( x ) 的问题.本 
节就来对这个问题做些初步的讨论 • 


1. 原函数和不定积分 

定义1函数 F ( x ) 叫做函数 f ( x ) 在某个区间上的原函数，如果在这个区间上 
函数 F ( x ) 可微且满足方程 F f ( x ) = fix ), 也就是说满足关系式 dF ( x ) = f ( x ) dx . 

例1函数尸 (: r ) = arctgx 是 /( a :) =在全数轴上的原函数，因为 
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例2函数 F ( x )= arcctg ^既是函数 f ( x )= 在正半轴上的原函数，也 

是它在负半轴上的原函数，因为^ x / 0时， 工 

F，(x) = (-去)=占 = /(x) . 

原函数是否存在？已知函数的原函数的全体构成怎样的一个集合？ 

在积分学中将证明这样一个基本事实，即任何在区间上连续的函数在此区间上 
都有原函数. 

我们只是告诉读者有这样一个事实，而在这节所用到的，本质上只是下述我们 
已知的（见第五章§3第1段）关于已给函数在实数区间上的原函数的集合的性质， 
这种性质是从拉格朗日定理得到的. 

命题 1如果 R ⑷和 F 2 ( x ) 都 是函数 f ( x ) 在同一个区间上的原函數，那么, 
它们的差 F 1 ( x )- F 2 ( x ) 在这个区间上是常數. 

/ Mo :) 和 F 2 ( x ) 的比较必须在连通区间上进行，这一点，如在证明这一命题时所 
指出的那样（见第五章§3第1段)，是很重要的.这也可以从例1和例 2 的对比中 
看出来,它们所讨论的两个函数 

Fi ( x ) = arctgx 和尸 2 (怎 ）= arcctg - 

X 

的导数在同时有定义的区域 R \0 上重合，但是 

Fi ( x ) - F 2 ( x ) = arctgx - arcctg ^ 

当 x > 0时恒为零，而当 x < 0时恒为一 7 T , 这是因为当 x > 0时 ， arcctg - = arctgx , 

X 

而当 a : < 0时 ， arcctg - = tt + arctgx . 

求微分的运算有自己的名称“微分法”和自己的数学记号 dF (: c ) ==，⑷血•与 
此一样，求原函数的运算也有自己的名称“不定积分法”和自己的数学记号 

J f { x ) dx . ⑴ 

称它为函数 / Or ) 在给定区间上的不定积分 • 

于是我们把记号 （1) 看作是表示函数/在所考虑的区间上的任何一个原函数的 
记号. 

在记号⑴中，符号/叫做 不定积分号， /叫做被 积函數 ，而 f ( x ) dx 叫做被积 
表达式. 
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从命题1推出，如果 F ( x ) 是函数/ ㈤ 在区间上的某一个具体的原函数，那么 
在这个区间上 

J f ( x)dx = F ( x ) + C , ⑺ 

即任何其他的原函数都可以从这个具体的 F ( x ) 添加某个常数而得到. 

如果 F '{ x ) = /( x ), 即 F 是/在某个区间上的原函数，那么从 （2) 有 

d J f ( x)dx = dF ( x ) = F \ x)dx = f ( x ) dx . . (3) 


此外，按照不定积分是原函数中的任意一个这样一个概念，从 （2) 还推出 


j dF ( x ) = J F \ x)dx = F ( x ) + C . (4) 

公式 （3) 和 （4) 建立了微分法和不定积分法这两种运算之间的关系.这两个运 
算互为逆运算，精确到出现在公式（ 4 )中的不定常数 C . 

至此，我们只讨论了公式 （2) 中的常数 C 的数学 属性. 现在我们用最简单的例 
子来指出它的物理 意义. 设点沿直线运动，它的速度 v ⑷作为时间的函数是已知的 
(例如 t; ⑴ s v ) •如果 x ⑴是点在时刻《的坐标，那么函数 x ⑷满足方程 i ( t ) = v ( t )， 
即它是 〃( t ) 的原 函数. 能否根据某一段时间内的速度〃⑴就确定点在轴上的位罝？ 
显然不能.能够根据速度和时间来确定的，是在这段时间内所通过的路程 * 却不能 
确定在轴上的位 S . 但是，一旦指出了点在某一时刻，例如 i = 0时的位置，也就是 
说给定了初始条件 x (0) = 那么，此点的位罝就完全由速度和时间决定•在没 
有给定初始条件时，运动规律: r ( t ) 可以是形如 + C 的运动规律中的任 
何一个，其中是函数 v ⑴的任意一个具体的原函数，而 c 是任意的常数•但 
是在给定初始条件 x (0) = 之后，整个不确定性就完全消失了，因为我们应该有 
x (0) = x (0) + c = x 0 , 即 c = xo - x (0), 从而 x ⑷ = x 0 + \ x ( t ) - x (0)]. 这个公式完全 
是物理的，因为在这个公式中，任意的原函数 i 须以差的形式出现，这个差确定了从 
已知的初始位置: r (0) ==仰开始走过的路程或位移- 

2. 求原函数的基本的一般方法 按定义，不定积分的记号 （1) 代表导数等于被 
积函数的函数，由此定义出发，考虑到关系式（ 2 )和微分法的定律，可以断定下列关 
系式 成立： 


J ( au ( x ) + 0 v ( x )) dx = a J u ( x)dx + 0 j v ( x)dx 4- 


( uvY ( x)dx = J u f ( x ) v ( x)dx - J u ( x ) v , ( x)dx 


c . 若在某区间 4 上 


J f ( x)dx = F ( x ) + c 



而 /t — 4 是区间 / t 到 4 的光滑（即连续可微）映射，那么 

J(f ° (t)di = Fo ip{t) -f c. ⑺ 

等式 （5)、（6)、（7) 可经直接对左边和右边求微分来验证.其间，在 （5) 中用到微 
分运算的线性性质，在 （6) 中用到乘积的微分法则，而在 （7) 中使用复合函数的微分 
法则. 

我们知道，微分法则使我们可以对已知函数的线性组合、乘积以及复合来求微 
分.与此类似，在一系列场合，关系式（5)、 （ 6 )、 （7) 使我们可以把求一些函数的原 
函数的运算归结为求更简单些的函数的原函数，或导致原函数本来就是已知的问题. 
有一批这样的已知的原函数，可以编成如下简申的不定积分表.这个表是由基本初 
等函数的导数表改写得来的（见§2第3 段)： 
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/ - y=^dx = \ n \ x + y /^± i \ + c , 

[ r ^dx = ^\n ^ +c. 

J 1 - x 2 2 l-x 

这些公式中的每个式子都是在实轴 R 上相应的被积函数定义的区间上来考虑 
的.如果这样的区间有好几个，那么式子右端的常数 c 可以在不同的区间上取不同 
的值. 

现在来考察几个使用关系式（5)、（6)、 （7) 的例子. 

先做出下述一般性的注释. 

因为只要求出了定义在区间上的函数的某一个原函数，其他原函数就可由添加 
常数得到，所以，为了简化写法，下面各处只对作为已知函数的具体原函数所得到的 
最后结果添加任意常数. 

a . 不定积分的线性性质这个标题的意思应是，根据关系式（5)，函数的线性组 
合的原函数是这些函数的原函数的线性组合. 

例3 

J \ a 0 + aiX + …+ a n x n )dx 
= a 。 j Idx + a \ j xdx + … + a n j x n dx 
=c + aox + ^ aix 2 + • • • + — —- a n x n ' fl . 

Z Tl 十 1 

例 4 

/ ( i+ ^) 2<iE= / 

= Jx 2 dx -f 2 Jx^dx -f J ^dx 

=^ x 3 + + In | x | + c . 

3 o 

例 5 

J cos 2 ^dx = J ^(1 -f cosx)dx 

= 臺 /(I + cosx)dx =\ J ldx ^\ f cosxdx 

11. 丄 

=-x -h - sinx + c . 

b . 分部积分法公式 （6) 可以改写成 

w ( x ) i ；( x ) = f u ( x ) dv ( x ) + f v ( x ) du ( x ) + c 


例 5 




也就是 


u(x)dv{x) = u{x)v(x) — / v(x)du(x) + c. 


(&) 


这表明，在求函数 u(x)v f (x) 的原函数时，问题可以归结为求函数 t / OcMrc ) 的 
原函数，把微分运算转到另一个因子上部分地对函数求积分，且如 （6') 表明的那样， 
分出一项 u ( x ) v ( a :). 公式 （60 叫做 分部积 分公式 • 


例 6 


= x 


In xdx = x\nx — J xd \nx 

Inx - J x—dx = xln x — J Idx = xlnx — 


例 7 


dx= x 2 de x = 


-/ 


— 2 y xe x dx = x 2 e x - 2 j xde x = 

- 2 xe x + 2 e * + c = (x 2 - 2 x + 2 )e 


— 2 (xe x 一 j e x dx) 


c . 不定积分中的变量替换公式 （7) 表明在求函数 / op ⑷ 〆 ⑷的原函数时可 
如下处理： 

J f ° ^(tW(t)dt = J f«t) 、 dip{t、=j f{x)dx 

= F(x) + c = F((p(t)) -f- c, 

也就是说，先在积分号下进行替换 f ⑷ = a : 而转到新变元2：,然后作为 z 的函数求 
原函数，再经过替换 a : = P ⑷回到原来的变元 


例8 


tdt 

TT? 


= */笔穿 = ;/令 = 卜 |3：| + <:= 备 111( ' 2 + 1) + € . 


例9 


r dx ^ r dx _ r d {\) 
J sinx 】 2 sin ^ cos ^ 』 tg 盖 • cos : 


= ln | tgu|+c = lnjtg || + c . 







§7. 原函数 


. 283 . 


函数是 


4 - ib 


Aa+ib)x _ a - ib _ r (a+ib)x 


a cos bz + bsinbx ax .asinbx — b cosbx 


a 2 + 6 2 


a 2 + 62 


这一事实得到. 

^ 留心此事，将来有用.对于实的 ： r , 上式容易直接验证，而 现在， 只要对函数 
' 的实、虚部分别求导数. 


+ ib 

特别地，由此还得到 


... a sin bx — b cos 
^bxdx = - fl2 +f 


bx 


所考察的函数不多的各种例子表明，即使在求初等函数的原函数时,也常常要用 
到附加的变换和 技巧. 这些变换和技巧，在求那些我们已知其导数的函数的复合函 
数的导数时，是全然未曾有过的.发生这样的困难并不是偶然的.例如，与求导数不 
同，对于初等函数求原函数的结果，可能得到的已不再是初等函数的复合.因此，不 
应该把“求原函数”与“用初等函数表出给定的初等函数的原函数”混为一谈，后者 
有时是不能实现的.一般而言,初等函数的范围是很窄的，还有很多对于应用很重要 
的特殊函数.我们说，人们对这些特殊函数的研究及表格制作，一点也不比 sinx 和 
e x 来得逊色. . 

例如，积分正弦 Skr 是函数—的一个原函 

CC 

零.这样的原函数是存在的，但它与函数¥的其他任何原函数一样，都不是初等 
函数的复合. x 

类似地，当 a : — 00时趋于零的特定的函数 



数/ 


sinx 


dx ， 当 a ; — 0时它趋于 


不是初等的，它叫做积分 余弦. . 

函数/一的原函数^也是非初等的.其中的一个用记号 lix 表示，叫做积 
in x y In x 

分对数.它满足条件：当 a ： — +0时 lLr — 0 (第六章§5中将更详细地谈及特殊函数 
Six ， Cia :， lix ). 

考虑到求原函数的这些困难，人们编制了相当庞大的不定积分表.不过为了顺利 
地使用这些表格，也为了能在问题十分简单时避免査表，我们必须掌握处理不定积分 
的某些技巧. 

本节后面的部分研究几类特别的函数的求积问题，这些函数的原函数都能表成 
初等函数的复合. 



3. 有理函数的原函数我们考虑形如 | R ( x ) dx 的积分的问题，其中 R ( x ) = 
是多项式的比. 

Q ⑻ 

如果在实数域中考虑，则从代数学中得知（见§5, 4段的公式（37))，任何这样的 
分式都可展开成和式 


w =p(I)+ S 


n / rnj 

SvS( 


bjk 工 + Cjk \ 

x 2 ^ p j x + q j ) k ) 1 


其中 p ( o :) 是多项式（它仅当 P ( x ) 的次数不小于 Q ( x ) 的次数时出现)， N b jk , c jk 
是单值确定的实数，而 Q ( x ) = (x - Xi) fcl . (X - Xi) kl ( x 2 +P\X 4 - gi) mi . 

( 工 2 + PnX + 9n) m ' 

关于如何构作展开式 （8), 我们在 §5 已谈过了.作出展开式 （8) 之后，函数 R ( x ) 
的求积归结为单个被加项的求积. 

在例1中我们已经求过多项式的积分，因此剩下的只是考虑形如 


1 和 bx + c 
(x — a) k ( x 2 +px + q) k 

的分式的求积. 

关于第一个分式，问题立即得到解决，因为 


(其中 fc € N ) 


/( x - a )^ x = i Z ^ V ' 

I In |x — a | + c , 


( x - a )- fc +1 + c , 当 fc 一 1 


当 fc = l . 


对于积分 


f _bx±c_ dx 

J ( x 2 + px 4- q) k 

我们做如下的处理.表多项式 X 2 + px + g 成卜+ p 2 + G 一 ，其中分 
因为多项式 x 2 + px-{-q 没有实根.置 x + |= tx、(7 - 得 




6 x + c 

( x 2 + px + q) k 


」 f au + /3 丄 


其中 a = b ,0 = c -笔 • 


其次 


f u If d ( u 2 + a 2 ) 

J ( tx 2 4- a 2 ) fc = 2； ( u 2 + 


_ J 2(1 - k ) 


( t ^ + a 2 ) 1 、 当 fc 一 1 时， 


i ln ( u 2 + a 2 ), 


(10) 


当* = 1 时- 




于是剩下的是处理积分 


( 11 ) 


-I 


du 

\ v ? + a 2 ) k * 


分部积分并做初等变换，有 


f du u 0 f 

= J (t/2 + a^) k = (u2 + +2k J 

= u . 2 fc / W 2 + a2 )- Q2 . f 


u 2 du 

(ti 2 + a 2 ) fc + : 


( u 2 -f a 2 ) fc 
由此得到递推关系式 


(tx2 + a 2 )fc+ l dU = 匕 2 + a 2)fc + 2 叫一 2ka2 L 


r 1 u 2 k-l T 

… = 2/ca 2 (ti 2 + a?) k + '2k^~ lk ' 


( 12 ) 


它使我们能够降低积分 （11) 中的次数 / b . 而 A 易于 算出: 


h = 




=一 arctg 一 + c ; 


(13) 


从而使用 （12) 和 （13) 就可以算出原函数 (11). 

这样,关于有理函数积分法，我们证明了下面的 

命题 2 任何有理函數 R ( x ) = 的原函数都可由有理函数以及超越函数 In 

Q \ x ) 

和 arctg 表出.原函數的有理部分如果通分， 应 该有这样的公分母，它是多项式 Q ( x ) 
分解出的全部因子的乘积，只是幂次比在 Q ( x ) 中少 1. 

例 13 计算/ 篆+0 

由于被积函数是真分式且它的分母的乘积展开式 （a； - l)Or + 1)(2： + 2 ) 也已知 
道，所以我们一下子就求出它的最简分式的和的形式的展开式. 


2 x 2 -f 5 x -f 5 _ A 
( x 2 — l)(x + 2) 一 x — 

将 （14) 右端通分，有 


C 

T 2 


(14) 


2 x 2 -f 5 x + 5 + C ) x 2 + (3 A + B)x -f {2 A 一 2 B - C 、 

( x 2 - l)(rr + 2) = ( a : 2 - l)(x + 2) 

于是，让分子的相应的系数相等，得到方程组 

{ i 4 + B + C = 2, 

SA + S = 5， 

2>1 — 2 B _ C = 5， 


从而求出(八 B ， C ) = (2,-1,1). 

我们指出，在所给的情况下，这些数也可以心算出来.实际上，以 （rr - 1) 遍乘 
(14), 然后在所得等式中令 x = 1，右边得次而左边是消去分母中的因子 （ a ; - 1) 后 
的分式当 a : = 1时的值，即 A = — =2. 类似地可以求出 B 和 c . 

^ X o 


于是， 


f 2 x 2 + 5 x + 5 f dx f dx f dx 

J 0 」 1 知 _4^2 产 = 2 / 1 ^T2 


=In 


21 n|x — 1| — In |x + 1| + ln | a ; + 2| + c 

— l ) 2 0 r + 2)| ■ • 


+ c . 


例 14 计算函数 R ( x ) 的原函数，这里 


ft ( x ) = 


x 7 - 2 x 6 + 4 x 5 - 5 x 4 + 4 x 3 — 5 x 2 - x 


V 7 (X - l )2( x 2 + 1)2 • 

t 先指出 R ( x ) 不是真分式.因此，打开括弧求出它的分母 Q ( x ) = X 6 - 2 x 5 + 3 a : 4 - 

4x 3 — 2:c + 1 ，用它来除分子，得到 

、 X 5 - x 4 + X 3 - 3 x 2 - 2 x 

fl{x) = X + ~ (x - l ) 2 ( x 2 + lp ~ • 

然后再求真分式 x5 n ;; 巧户 的展开式 

X 5 - x 4 + x 3 - 3 x 2 - 2 x A B Cx + D Ex F 、 

( x - l ) 2 ( x 2 + l ) 2 ~ = (x - l ) 2 十 ( X 2 + l ) 2 x 2 + 1. V ； 


然后再求真分式 


的展开式 


A B Cx + D Ex -\- F 

(x - l ) 2 + a: - 1 + (x 2 + l ) 2 x 2 + 1 


(15) 


当然，可以用正规的办法写出六个未知数的六个方程来求出展开式.但我们不 
这样做.我们向大家演示另外一些可能用到的技巧. 

我们这样求系数>1,用 （ a ： - I ) 2 遍乘等式 （15), 然后令 x = 1，得到4 = -1. 

代人已知的值4 = -1，把分式 r -^2 移到等式 U 5) 的左边 • 那时得到 

(工 一 1尸 


x 4 + x 3 + 2x 2 + x- l B Cx-\- D Ex -\- F 
(x - l)(x 2 + 1)2 ~ = + (x 2 + l) 2 x 2 + 1 

由此，以 Or — 1) 遍乘 （16) 然后令 x = 1，求得 S = 1. 

现在把分式移到等式 （16) 的左边，得 
x - I 

x 2 +x + 2_Cx + £> Ex + F 
( x 2 + 1 ) 2 " = ( x 2 + I ) 2 x 2 + l . 

将等式 （17) 右端通分，让两边分子相等 

x 2 ^x + 2 = Ex 3 + Fx 2 -^{C + E)x + (D + F )， 


( 16 ) 


( 17 ) 



由此推出 


I 五 = 0， 

F = 1 , 

C + E = l ， 

£) + F = 2 

即 （ C ， D ,£， F ) = (1，1，0，1). 

现在我们已经知道等式 （15) 中的全部系数.前两个分式求积时分别给出 
和 ln | x - l |. 还有 


Cx + D 
(x 2 + I) 2 — 


f x +1 

” (工 2 十 l ) 2 
_ 1 f d(x 2 -f 
= 2 J ( x 2 +I 


d{x 2 + 1) f dx 一 1 

( x 2 + l ) 2 + 7 ( x 2 + l ) 2 = 2( x 2 + 1) 


+ /2 


其中 


h = I(^r^ = l 2 W 


-^- H - arctgx , 


这是从 （12) 和 （13) 推出的 • 

最后 

f 努缸 

J x 2 + 1 

把所有的积分收拢起来，最后有 


-I 


工 2 + 1 


dx = arctg x. 


]R{x)dx = -x 2 + j--f 2 ( x 2 + 1)2 + In |x - 1| + -arctg x-h c. 

现在来考察一些常见的可以归结为求有理函数的原函数的不定积分 • 

4. JR(cos x,sin x)dx 型的原函数设 R(u,v) 是 u 和 t ; 的有理函数，即多项 
式尸 ( w , v ) 和 Q ( tx , V )的比，其中 p ( ti ， v ) 和 Q(u,v) 是单项式 u m v n (m 、 n = 0,1，2,…) 
的线性组合. 

计算原函数/ R(cosx 1 sinx)dx 有好几种方法，其中有一种是完全万能的，虽然 
并不总是最省事的. 


L . 做替换 t = 因为 


l - tg 2 | 2 tg | 

cos a: - - 4-, sin x = - 

l + tg 2 | l + t g 2! 


dt = - 


即 dx = 






(sin x 4 - cos x) 2 


x(tgx +1) 


dtgx 
( tgx-f l) 2 


f dt 1 1 

= /^tip = -^tt+ c=c 一 rrt g 


例 17 


dx 

2 3 x — 3 cos 2 3 rr + 1 
dx 

3 x [2 tg 2 3 x - 3 + (1 + tg 2 3 xj ) 


-U 


dtg 3 x 
3 tg 2 3 x - 2 


If dt 1 /2 /* d ^2 t _ I f du 
= 3j 3t 2 - 2 = 6V 37 3 f2 = 3^7 u 2 -T 

1 u-l 1 yf * -1 

= — 7 = In -- + c = — ■= In — = - + c 

6\/6 tx +1 6\/6 + i 


tg3x 


6Vl 


-4 


tg 3 x 4 - 



例 18 


f COS 3 x J 

J ^ dx= 


-I 

-I 


cos 2 xd sinx 
sin 7 a : 


-t 5 )dt = --1 


4 sin 4 x 6 sin 6 x 


5. I H ( x , y ( x))dx 型的原函数像在第 4 段中那样，设 R ( x , y ) 是有理函数. 
我们考察形如 

J y { x))dx 

的某些特殊的原函数，其中 2 / = 2 /( x ) 是 x 的函数. 

首先，很明白，如果能够进行替换 a ： = z ⑷使得两个函数 a ; = a : ⑷和 y = y ( x ( t )) 
都是 t 的有理函数的话，那么 x f ( t ) 同样也是有理函数，从而 


R ( x , y ( x))dx = J R { x ( t ), y { x { t ))) x f { t ) dt , 


第五章微分学 


也就是说，问题归结为有理函数的求积. 

我们考虑下列给定函数 y = y( ： r) 的特殊 情形. 

a . 如果其中，那么，置 = 
t , 从而被积表达式被有理化. 

例19 



其中 △ 
b . 现在考察 y = Vax 2 + br , + c 的情形，即考虑下型的积分 


ft(x ， 


bx 4- c ) dx . 


从三项式中分出完全平方并做适当的线性变量替换，我们把一般情况化为下列 
三种简单情形 之一： 

f R ( t , \ A 2 + 1) 成 f R { t , y / t 2 - l ) dt , f R ( t , y / l - t 2 ) dt . (18) 


为把这些积分有理化，只须分别令（欧拉替换） 
v^TT = ㈨ + 1 或 Vt 2 + 1 =加 - 1 或 \/t 2 + 1 = t -u ； 

= (t - i)w 或 Vt 2 - l = (f + i)w 或 Vt 2 - l = t-u ； 
= u(\ 一 t) 或 Vl-t 2 =u(l +1) 或 y/l = 加 土 1. 
这些替换也是由欧拉提出的（见本节末的问题 3). 



作为例子我们来验证经第一个替换之后，把第一个积分化为有理函数的积分. 
事实上，若 VWTT =〜+ 1，则 i 2 + 1 = t 2 u 2 + 2tu + 1,由此， 


2u 

= 1 ^. 


以及 


\ 4 2 +1 = 


1 一 w 2 


这样一来， t 和都通过 U 有理表出了，因而积分化成了有理函数的积分. 
积分 （18) 还可经替换 f = sh(p^ t = chy?、f = siny ? (或 f = cosy ?) 分别化为三 
角形式 

J R(sh tp, ch (p) ch (pd^p, J R(ch ip, sh ip) sh ipdip 


以及 


R(s\n ( p , cos ip) cos (pdip， - j 尺 (cos p，sin p ) sin ipdtp. 


例 20 



令 y/FTl = tx — 亡，有 1 = tz 2 — 2tu y 由此亡 = 



2u * 


因此 



现在只要再做相反的替换 u = t-^ y/FTl 和 i = a ; + 1即可. 


c. 椭圆 积分. 形如 


I «( X , y/p^))dx 



的原函数也是很重要的，其中 P ( x ) 是次数 n > 2的多项式.阿贝尔和刘维尔曾经证 
明，这样的积分一般说来已不能用初等函数表示. 

当 n = 3和 n = 4时，积分 （19) 叫做椭圓积分，而当 n > 4 时叫做超椭圓 积分. 




第五章微分学 


可以证明，一般的椭圆积分经过初等替换，在不计一个初等函数被加项的条件 
下，可归结为下面三个标准椭圆 积分： 

( 20 ) 

( 21 ) 

( 22 ) 

其中/ I 和 fc 是参数，且在三种情况下参数 / b 都位于开区间 j 0, 1[之中. 

经替换 x = cos ^ 这些积分可化为下列典则积分或它们的线性 组合： 




积分（23)、（24)、 （25) 分别叫作（拉格朗日形式的） 第一类、第二类和第三类椭 
圓积分 .用 W 和 E{k, ip ) 分别代表由条件 F{k,0) = 0和 E ( fc ,0) = 0 确 定的第 
—类椭圆积分和第二类椭圆积分 （23) 和 （24). 

函数 F ( fc ， vp ) 和 E ( k ^) 常常被用到，因此对于 0 < fc < 1 和 0 < # < tt/2 为它 
们编制了相当详细的函数值表. 

阿贝尔指出，在复数域中很自然地看到椭圆积分与所谓椭圆函数的不可分割的 
联系.椭圆函数与椭圆积分的关系，举例来说，就如同函数 sin # 与积分/ 

arcsin tp 的关系一样. 


练习 

1. 奥 斯特洛格拉德斯基① 方法， 这是一个将有理真分式的不定积分的有理部分划分出来的方法. 
设是有理真分式 Mb ) 是与 Q ( X ) 有相同的根但都 是一重 根的多 项式; Ql ( x ) = 

Q ( x ) 

证明 

a ) 下面的奥斯特洛格拉德斯基公式成立： 

/器** = 譏+/ 静 *， 

①奥斯特洛格拉德斯基 （ M . B . Ocxpor ^ a ^ CKHft )(1801—1861) ——杰出的俄罗斯力学家和数学 
家，彼得堡数学学派中实际应用研究方向的倡导者之一. 



A ( X ) 


其中是有理真分式，且 / ^ dx 是超越函数. 

(根据这个结果 ,(26) 中的分式叫作积分/ ^ dx 的有理部分 .) 

b ) 在微分奥斯特洛格拉德斯基公式所得到的公式 


P ( x ) _ [ Pi ( x ) l / 
Q(x)~[Q^c)\ 


P(jQ 

Q(x) 


中，分式 §^)] 经适当约简可得分母«(^)* 

c ) 既使不知道多项式 Q ( x ) 的根，也可以用代数的办法求出多项式 q ( x ). Qr ( x ) 并随后求 
出多项式 pOr )、 AOr ). 这样一来，既使不计算整个原函数，也完全可以求出积分 （26) 的 
有理部分. 

d ) 如果 P ( x ) = 2 x 6 + 3 x 5 + 6x 4 + 6x 3 + 10 x 2 + 3 a : + 2,而 

Q ( x ) = x 7 + 3®* + 5 * 8 + 7 x 4 + lx z + 5 x 2 + 3 x + 1, 

试分出积分 （26) 的有理部分（见本章 §5例 17). 


2. 设欲求原函數 


i ?( cosx,sin x ) dx , 


其中 = 是有理函数 • 

证明： * 

a ) 若丑 (- u ， v ) = 则 R ( u y v ) 形如 Ri ( u 2 , v ). 

b ) 若 R (- u , v ) = 一 /2( ti ， v ), 则 /?( ti , v ) = R2 ( u 2 f v ) u t 且替换 
理化. 

c ) 若 R (- u ,- v ) = 则 R ( u t v ) = R3 且替换 

理化. ^ 

3. J R ( x , \/ ax 2 + 6 x + c ) di 型积分 
a ) 验证： 经 下列欧 拉替換 

t = \ Jax 2 + + c 土 y / ax , 若 a > 0， 


，若 xi 、 a：2 是三项式 ax 2 + 62 ; + c 的实根， 


= sinx 把积分 （27) 有 


=tgx 把积分 （27) 有 



积分 _ 

J R ( x , \ Jax 2 + 6 x + c ) dx (28) 

被化为有理函数的积分. 

b ) 设 ( x 0y yo ) 是曲线 y 2 = ax 2 -hbx + c 上的点，而 t 是过点 ( x 0i yo ) 与曲线在点 （ x ， y ) 
处相交的直线的斜率.通过 （ a ： o ， yo ) 和 t 来表示坐标 ( x , y ) 并把这些公式与欧拉替换联 
系起来. 


c ) 由代数方程 P ( x , y ) = 0确定的曲线，如果能借助于有理函数 x ( t ) , y ( t ) 用参数形式 
x = x ( t ) , y = y ( t ) 表示的话，就叫 做有理曲线. 证 明：若 R ( u , v ) 是有理函数， y ( a :) 是 
满足给出有理曲线的方程 P ( x , y ) = 0的一个代数函数，那么/ R ( x , y ^)) dx 归结为 
有理函数的积分. 

d ) 证明： 永远可以把积分 （28) 归结为计算下列三种类型的积分： 



[ (Ax + B)dx _ 

J ( x 2 + prr + q ) m \/ ax 2 + + c 


4. a ) 试证： 微分二项式的积分/，沁+仏”广也(其中 m , n , p 是有理数）可归结为积分 

+ bt ) p t q dt t (29) 

其中 p 、 g 是有理数. 

b ) 如果 p ， g、p + (? 这三个数中有一个是整数的话，积分 （29) 就可以用初等函数表示•(切比 
雪夫证明，除了这种情形，积分 （29) 不能用初等函数表示 •） 

5. 櫧圓积分 

a ) 任何实系数三次多项式都有实根功，且替换 x ^ x 0 = t 2 导致形如 t 2 ( at A + bt 3 + ct 2 ^ 
dt ^- e ) 的多项式，其中 a /0. 

b ) 函数(其中是有理函数，而尸是三次或四次多项式)，可以化成 
Ri ( t , y / at 4 + W 3 + c < 2 + rft + e )， 其中 a ^ 0. 

c ) 四次多项式 az 4 + 6 a : 3 + • • • + e 可表成乘积 

a ( x 2 + pix + q \)( x 2 + P2X + 砟）， 

且经替换 z = ^TT 总 可化成 

(Mi + Nit 2 )( M 2 + N 2 t 2 ) 

(yt + 1) 3 • 





R \( t , y / A(l + mit 2 )(l + m 2 t 2 )). 


e ) 函数 fi ( x , y / y ) 可以表成和 fii ( x ， y ) + 其中尺 i 和丑 2 是有理函数. 

f ) 任何有理函数都可以表成偶的和奇的两个有理函数的和 • 

g ) 若有理函数 H ⑷是偶的，则有 r ( x 2 ) 的形式，而若它是奇的，则有 xr ( x 2 ) 的形式，其中 


r ( x ) 是有理函数. 



h ) 任何函数 i?Or，v^) 都可化为 


Rl (^ yV ) + 


丑 2(x 2 ,y) . R 3 (x 2 iy ) 


i) 任何 / R(x, y/P^))dx 型的积分（其中 P(x) 是四次多巧 

f r(t 2 )dt _ 

J v//i(l+mit2)(r+m2t 2 ) 

再加上一个初等的项，其中是有理函数， A = 士1. 

j) 如果 那么 

\Z\mx\t = x, \Z\mT\t = \/l-x^ y 

^ t = 7r=T^ 

这四种形式的变换中有一种珂把积分/ / , 

J WA(l+mit 2 )(l 


这四种形式的变换中有一种珂把积分/ / , 气)?： 0 ： 

J \/A(l + mit 2 )(l + m 2 t 2 ) 

f f(x 2 )dx 

J x/(l-x2)(l — 

其中 0 < fc < 1 而 f 是有理函数 • 
k) 求出使积分 


化为 


r (l-x2)(l- ^ x 2) ， y ( X 2 _ a^ Jd - x2)(l - k^) 


中指数 2n、m 降低的公式. 
1) 任何椭岡积分 


y/P(x))dx 


(其中 P 是四次多项式）都可以化为（20)、（21)、 （22) 这三种标准的积分中的一种加上 
一个初等函数. 

■ f dX »_». j.— im*- ran cn /V 一 - >!■ 


^cosa — cosx 


的原函数. 


m) 把积分/ -^== 通过标准椭圆积分表示出来 • 

n) 用椭圆积分表出函数和 /」——一 的原遂 

VCOS 2x y/cosa — cosx 

6 . 求下列非初等的特殊函数的原函数，精确到线性函数 Ac + 

a) Ei(x) = J (积分指数). 

b) Si(x) = J 积分正 弦). 

c) Ci(x) = J (积分余弦) • 

d) Shi(x)= f (积分双曲正弦). 



e) Chi(x) = J (积分双曲余 弦). 

f) S(x) = J sinx 2 dx (菲涅耳积分 )• 

g) C(x) = J cos:r 2 d:c (菲涅耳积分). 

h) ^(x) = J 欧拉-泊松积分). 

i) li(x) = j ^ (积分对数). 

验证，稍确到常数下列等式 成立： 

a) Ei(x) = 11(0, 

b) Chi(x) = i[Ei(x) +EK-x)], 

c) Shi(x) = f Ei(x) _ Ei(-x))， 

d) Ei(ix) = Ci(x) + 1 Si(x)， 

e) e iw/4 4»(xe- iw/4 ) = C(x)-f iS(x). 


8. 形如 


dy = /(x) 
^ ~ 9(y) 


的微分方程叫 作变量分离的 方租，因为可以把它改写成 

9(y)dy = f(x)dx t 

这里变 M a: 和 y 已被 分开. 分开变量之后就苟以分別计算原函数而解出方程: 


9 (y)dy= j /(x)dx + c. 


试解 方程： 

a) 2x 3 yy / + y 2 = 2. 

b) xyy f = v/TTx^. 

c) y' = cos(y + a：)， 令 u(x) = y(x) + x. 

d) x^y' 一 C os2y = 1， 并挑出当: r — +0 时满足条件 y(x) — 0 的解. 

e) = Si(x). 

f) 幽 =C(x). 

cosx 

9. 跳伞者从 1.5km 高处跳下，而降落伞在 0.5km 高处 张开. 试问，从跳下至开伞经历了多少时 
间？在正常密度空气中人落下的极限速度取作 50ra/s. 假定空气阻力正比于： 

a) 速度； 

b) 速度的平方， 

(压强随商度的变化忽略不计）分别解答这个问题 • 

10. 已经知道水从容器底部的小孔流出的速度可以相当精确地按公式来计算，其中 P 
是重力加速度而 H 是孔以上水面的高度 • 




• 原函数 


• 297 - 


底部有小孔的圆柱形桶垂直地放着. 5 min 从整桶水中流走一半的水,问需多少时间流走 
全部的水？ 

11. 当水从旋转体容器中流出时，为了使得水面均匀下降，该容器应具有怎样的形状?(参看问题 
10 ) 

12. 在容积为 10 4 m 3 的厂房中，通风机在 lmin 内送人 lO 3 !!! 3 含 0.04% C 0 2 的新鲜空气，同时 
从厂房中抽走同 样数* 的混合气体.早上九点钟职工上班，经过半个钟头空气中的 co 2 增加 
到0.12%.问经过两小时后厂房中含有多少二氧化碳气体？ 
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§1. 积分定义和可积函数集的描述 


1. 问题和启发性想法设有一点沿数轴运动，它在时刻 t 的坐标是 s (0 ，而 
v ( t ) = s \ t ) 是它在同一时刻《的速度.假定我们知道这个点在时刻 to 的位迓是 
s ( toh 而且还给我们提供了它的速度的数据.我们想用这些资料，对任意确定的时刻 
t > to 计算 s (0. 

如果认为速度 t ; ⑷是连续变化的，那么点在一小段时间内的位移将近似地等于 
该时间间隔内任一时刻 T 的速度 V(T) 与这一小段时间间隔的值的乘积 v ( r ) At . 
这提示我们，指定一些时刻啡= 0, • • •， n ), 纪< h < • • • < t n =亡，以分割区间 [ i 0 , t ]. 
设间隔 \ ti . uU ] 都取得很小.记 AG =匕 - ii - i , 取 Tj 则有近似等式 

n 

s ( t ) - s ( t 0 ) ^^ 2 v ( Ti ) Ati . 
i=l 

可以想象，如果对区间 M 所做的分割越细，这个近似等式就越准确.这样一 
来，可以设想，在当分划的最大间隔长 A 趋于零的极限情形下，我们将得到精确等式 


W • 

lim v ( Tj)Ati = s ( t ) - s ( to ). 


' 这个等式不是别的，正是全部分析学的基本公式——牛顿-莱布尼茨公式.一 
方面，它使我们能够根据导数⑷求出它的原函数 数值; 另一方面，又，根据已经用 
某种方法得到的函数 的原函数 <<)，求出位于等式左边的和式|>(7^)仏< 的 

极限. =1 




• 积分定义和可积函数集的描述 


在许多极其不同的场合都会遇到这种和式，我们称它为积分和. 

臂如，我们试图仿效阿基米德方法求位于拋物线 2/ = x 2 
下边、闭区间[0，1】上边的图形的面积（图 47). 这里不详细 
讨论图形的面积概念，以后会论述它.像阿基米德一样，我们 
将利用已经会计算其面积的最简单的图形——矩形，对上 
述图形施行穷尽法.取点0 = < 工 1 < ••- < x n = 1,把区 

间 [0,11 分成一些小区间 [ x ^ uxi ]. 显然，我们可以把图上画 
出的那些矩形的面积的和作为要求的面积 a 的近 似值： 

n 

i=l 

这里 = Xi — Xi_i. f ( x ) = X 2 以及& = Xj-I. 我们把所得的公式改写成如下 
形式: 

n 

i=l 

使用这些记号，当过渡到极限时就得到 

! im n ^ 瓜) = <T . ⑺ 

同上边一样，这里的 A 是分划的最大区间长 • 

公式 （2) 只在 i 己号上与公式 （1) 不同.暂时不管/沁）和的几何意义，而把 
x 看成时间，/⑷看成速度，来求/⑷的原函数 F ( x ). 然后，根据公式⑴将得到 

(7 = F ( l ) - F (0). 

在我们的情形， / Or ) = : r 2 , 因此 

F ( x ) = ^ x 3 + c ,(7 = F ( l )- F (0) = 1/3. 

这正是阿基米德的结果，而他是用直接计算 （2) 中的极限得到的. 

积分和的极限叫做积分.这样，牛顿-莱布尼茨公式 (1) 就把积分与原函数联系 
起来了. 

现在我们来精确地叙述并检验上边那些从一般想法得到的具有启发性的东西. 
2. 黎曼积分的定义 
a . 分划 

定义1闭区间的分划 P 指的是由这个区间的有限多个点: co ,"-， 
x n 做成的点组，其中 a = x 0 < xi < < x „ = 6. 

区间 [ x i ^ l , x i ](i = l r - , n ) 叫做分划 P 的 区间. 

分划 P 的最大区间长 A ( P ) 叫做分划 P 的参數. 
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定义2如果 P 是闭区间 la ，6 j 上的一个分划，而且在它的每个区间 [ x ^ uxi ] 
中选定了一个点& € = I ，... ， n )， 则说给出了区间 [ a ,6] 的一个带 标志点 

的分划 ( P ，0- 

数组（6,…，匕）用一个符号€表示. 

b . 分划 集的基 给定闭区间 [ a ,6], 在它的带标志点的分划的集合 P 中考察如 
下的基 S = {乳}.基0的元素 B d (d > 0) 是区间 [ a ，6] 的一切满足条件 A ( P ) < d 的 
带标志点的分划 ( P ，0 的集合. 

我们来验证 { B d }( d > 0 ) 确实是 P 的基. 

首先,# 0. 事实上，对任何数 d > 0,显然存在区间 [ a , 6] 的分划 P ， 其参数 
A ( P )< d (例如，分成 n 个全等区间的分划).由此，也存在带标志点的分划 （ P ，《） 且 
A ( F ) < d . 

其次，如果0 < di ，0 < 以及 d = min { di t d 2 }» 则显然有 n 乳 3 = B d e B . 

因此， 0 = { B d } 确实是 P 的基 • 

c . 积分和 ^ 

定义 3 如果函数 / 在闭区间 [ a ， 61上定义，而 ( P ，0 是这个区间的一个带标志 

点的分划，则和 n • 

a (/； P ,0 : =^/(^) Ax i (3) 

i=l 

叫做函数/在区间 [ a ，6] 上对应于带标志点的分划 （ P ，0 的积分和，其中△々= 

Xi - X*_1. 

这样，对于确定的函数/，积分和 a (/; P ,0 是定义在集合 P 上的函数= 
cr (/; p ), 这里 p = (尺0跑遍区间 [ a ，6] 上带标志点的分划的集合 

由于在 P 中有基艮所以可以提出函数中 ( P ) 关于这个基的极限的问题 • 

d . 黎曼积分设/是给定在闭区间 [ a , 6】上的函数. 

定义4称数 J 是函数/在闭区间 [ a ，& j 上的黎曼积分，如果对于任何 e > 0可 
以找到 (5 > 0,使对区间 [ a , 句的任何带标志点的分划（60,只要其参数 A ( P ) < (5, 
就有 

n 

<e 

»=i 

因为满足 A ( P ) < (5 的那些分划 p = 组成了上面在带标志点的分划的集 

合 P 中引进的基 S 的元素氏,所以定义 4 等价于 


I = lim^>(p), 


⑷ 




L . 积分定义和可积函数集的描述 


亦即：积分/是函数/在区间 Ml 上，对应于带标志点的分划的积分和的值关于基 
B 的极限. 

用符号 A ( p ) — 0表示基 S 是自然的，从而，积分定义可改写成 

的形式. 

函数 /(: r ) 在区间上的积分用符号 

J f ( x)dx 

表示，数 a ，6 分别叫做积分的 下限和上限; /叫 做被积函数， f ( x)dx 叫做 被积表达式， 
x 叫 做积分 变量. 】 

于是， 



定义 5称函数/是闭区间 [ a ，&] 上的黎 曼可积函数， 如果对于它，公式 （5) 中 
的积分和当 A ( P ) — 0时的极限存在（也就是说，它的黎曼积分有定义 )• 

在区间 [ a ，& l 上的一切黎曼可积函数所成的集合以 ^ b ] 表示. 

由于暂时不研究黎曼积分以外的其他积分，为简单起见，我们约定，分别以《积 
分》和《可积函数》代替《黎曼积分》和《黎曼可积函数》这两个术语. 

3. 可积函数集根据积分的定义（定义 4) 和它另外的形如⑷、⑻的表述，积 
分是一个特定函数 Hp ) = ( r ( f \ P , 0 的极限，这个函数是定义在区间 [ a ， W 的带标志 
点的分划 P = ( P ，0 的集 P 上的积分和.这个极限是关于 P 的基 S 取的，我们以 
A ( P ) —♦ 0表 7 K 它. 

这样一来，函数/在闭区间 [ a ，6] 上的可积性取决于上述极限的存在 • 

根据柯西准则，这个极限存在，当且仅当对于任何 e > 0可以找到元素执€ 0， 
使在其中任何点 j / y 都成立关系 

W ) - 少 ( P")l < 已 

更详细地说，这意味着：对于任何£ > 0,可以找到«5>0,使对区间 [ a , 6】的任何 
带标志点的分划（尸，， 0,( 尸"， D ， 只要 A ( P ) < (5 和 A ( P 〃） < 就成立不等式 






或 
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X ： /(^)Ax ； -^/(OA< 

t=l i=l 



⑹ 


利用柯西准则，我们将首先得到函数黎曼可积的一个简单的必要条件，然后得到 
一些充分条件. 


a . 可积性的必要条件 

命题1为使定义在闭区间 [ a , b ] 上的函数/在这个区间上黎曼可积，它必须在 
这个区间上有界. 

简申地说 ， BP 

(/€尺^61)4(/在[^，6】上有界). 


◄如果/在 [ a ， 61上无界,则对区间 [ a , 6] 的任一分划 P ，/ 至少在它的一个区间 
[ Xi ^ xi ] 上无界.因此，可以选出点& € [2^ ，:^使 |/( C i ) Ax i | 任 意大. 于是，只需 
改变点&在这个区间中的位置，就能使积分和 tr (/; P ,0= t 的绝对值任 

意大. 

在这种情形下，积分和显然没有有限极限，同时，由柯西准则看出，这时关系式 
(6) 甚至对无论多么细的分划都不全成立. ► 

将会看到，这个必要条件与可积性的必要充分条件还相距很远.但是，它告诉我 
们今后只须研究有界函数. 


b . 可积性的充分条件和最霣要的可积函数类首先介绍一些下面用到的记号 
和知识. 

我们约定，当给定了闭区间 k & l 的一个分划/ > 


a = x 0 < xi < x 2 < • • • < x n = 6 

时，与表示差 A -的符号 △: Ti 一起，我们还使用记号表示区间 [ Xi ^ Xi ]. 

如果区间 [ a , 61的分划 P 是由分划 P 添加一些新的分点得到的，则说分划戶是 
分划 P 的开拓 • 

当把分划 P 开拓成 P 时，分划 P 的某些（可以是其全部）区间4 
被分割: Xi -1 = Xi 0 < . • • < 由于这个原因.对 P 的点用两个指标编号比较 

方便.在0^中的第一个指标表示€ △“ 而第二个指标是在区间4上点的顺序 
号码.现在，自然地应记 

Axij := Xij - 一 1 和 Aij := [xij-lyXij]. 

这样一来， Ax * = Axu + …+ Ax * n< . 



. 积分定义和可积函数集的描述 


由分划 P ' 和分划尸〃的点的并得到的分划 P = P / UP // , 是同时是分划 P 和 
P n 的开拓的例子. 

最后，我们提醒注意.如同过去一样，符号表示函数/在 集合五 上的 
振幅，即 

u { f ; E ) := sup |/(®’）一 /( x 7/ )|. 
x \ x"eE 

特别地，0；(/;^)是函数/在区间上的振幅.如果/是有界函数，这个振幅 
显然是有限的. 

现在，我们叙述并证明 

命题2 为使闭区间 K 61 上的有界函数/在这个区间上可积， 只 要对于任意的 
£>0, 都存在 (5 > 0, 使对区间 [ a ,6] 的参数 A ( P ) < 6 的分划 P 总成 立关系 

n 

^2 uj ( f ; Ai)Axi < e . 

i=l 

◄设 P 是区间 | a ,6 j 的一个分划， P 是分划 P 的开拓.我们来估计积分和之差 
crif 、 P 、 i ) - aU ⑽ • 利用上面引进的符号，有 

|ct(/;P ， 0-^(/ ； P,0I= EE， ⑹) △〜 -£/(&)△% 

i=l j=l »=1 

= EE 觸 )〜 -EE / ⑹△叫 

»=i j=i »=i i=i 

= EE(/(^)-/te))A^ 

t=i j=i 

*=i j=i 

n rij n 

^ △<)△〜 = ^(/； △*)△々• 

i=l i=l i=l 

在这些计算中，我们利用了 

△A = Ax 0 以及 1/( 心）一 /⑹I < a ;(/ ; △《)， 
j=i 

因为 b C 

从得到的积分和之差的估计 推出： 如果函数/满足在命题2中说的充分条件， 
则对每个 e > 0都能找到 6>0 使得对于区间 [ a ，6] 的参数 X ( P ) < S 的分划 P 以及 
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P 的开拓戶，关于任意取的标志点 《和 I ，都有 

k (/； A 0- a (/； p ,0 l <| - 

如果 ( W ) 和 ( P ", n 是区间 [ a , 6] 的任意两个带标志点的分划，且 A(PO < 
占， X ( P f/ ) < (5, 考察分划 P = P f U P \ 它是两个分划 P ， P 〃 的开拓，那么，根据已经 
证明的事实，有 

由此得出，一旦 X(n < (5, A ( P /, ) < (5, 就有 

这样一来，根据柯西准则，积分和的极限 

A ( ^ o^ /( ^ )AXi 

存在，亦即 /€7 e [ a ，6].> 

推论 1 (/ € C \ a y b \) =>(f ^ ^[ a , b ]) y 亦即闭区间上的任何连续函数在这个区 
间上可积. 

◄ 如果函数在闭区间上连续，则它在这个区间上有界，从而可积性的必要条件 
成立.但是，闭区间上的连续函数也一致连续,因此，对于任何 e > 0可以找到5 > 0, 
使在任何区间 △ C [ cz ，6 j 上，只要 △ 的长小于 <5,就有 a ;(/； A )< 于是，对于 

任何分划尸，只要其参数 A ( P ) < 就有 

A > Ax * < b ^ fl Axi ：= b ^ {b ^ a)=£ ' 

i=l *=1 

根据命题 2 可以得到/ €尺 [ a ，6 l . ► 

推论2如果定义在闭区间 K &] 上的有界函数/在该区间上最多除有限多个 
点外是连续的，则 fen [ a , b ]. 

◄设 a ；(/; [ a , 6]) < C < oo , 而/在 [ a ， 句上有 fc 个间断点.我们来验证函数/ 
满足可积性的充分条件. 

对于给定的 e > 0,取数& = 并做函数/的每个间断点的 邻域. 这些 
邻域的并关于区间 [ a , 6】的补集是由有限个区间组成的，在每个这样的区间上/都是 
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连续的，从而是一致连续的.由于这种区间只有有限多个，对 e > 0可以指定 (fe >0, 
使在任何区间△上，只要它的长小于5 2 且全部被包含在上面所说的使/连续的一 
个区间内，就有 u ;(/; A )< 2{ f ) 6 - a y 现在取 

n 设 P 是闭区间 [ a ，6 j 的任意一个分划且 A ( P ) < (5. 与分划 P 相应的和 

Y . ^(/； △£)△々分成两部分： 

1=1 • 

〜(/; △‘)△々 = E^C/; Ai)Axi + E ,; a；(/; △ 恤 i. 

在和 S ' 中包含了那样的项.与它相应的分划 P 的区间与所做的间断点的 
A -邻域没有公共点.对于这样的区间，有0；(/；^)< 因此 

%(/; AOAx, < 2(T^)(6 - a) =4 

容易看出，剩下来的分划 P 的区间的长度和不超过 ( S -^2 S l +6) k < 4 g ^- A : = 
.因此 

S"U；(/; AOAxi < Cn^Xi ~ = 

于是，当 A ( P ) < 5 时，得到 

n 

^a;(/;Ai)Axi < e. 

t=i 

亦即， / 满足可积性的充分条件，从而/ e n [ aM -> 

推论 3 闭区间上的单调函数在该区间上可积. 

◄ 从函数/在闭区间 [ a ， 61上的单调性推出 


^(/; M 】) = I / W -/ ⑷ I . 

设给定了 e > 0,取 (5 = 我们假定 /( b ) - /( a ) / 0,因为在相反的情形 

|/(6) — /(a)| 

/是常数，从而无疑是可积的.设 P 是区间的任意分划，且其参数 A ( P ) < 6. 
注意到/的单调性，我们有 




S \ f ( b )- f ( a )\ = 


这样，/满足可积性的充分条件，即/ € U [ aM -> 
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单调函数可能是有无穷多个（可数多个）间断点的函数.例如，在闭区间丨0，1]上 
由关系 

{ 1 一 当1 一 < 丨 < 1 一 , . , fl G N , 

2 n， ^ 2n+l’ 

1’ 当 X = 1 

定义的函数是不减的，而且在每个形如 ^(n G N ) 的点处间断. 

注我们指出，虽然我们讨论的是在闭区间上定义的实函数，但是无论是在积分 
的定义中，还是在上述那些断言的证明中，除去推论3,实际上并没用到函数是实值 
而不是复值或向最值这样的假设条件. 

相反地，我们将要讨论的上积分和与下积分和的概念，则是专对实值函数而言 
的. 

定义6设/ : — R 是定义在闭区间 [ a ，6] 上的有界实值 函数； P 是区间 

[ a ,6] 的一个分划；△ 〆 < =1,…， n ) 是分划 P 的区间•设 


i = inf /( x )， = sup f ( x)(i = 1，". , n ). 


和式 

n 

s(f]P) = 53 mi △而 

t=i 

以及 

n 

5(/; 尸 ） =E MiAxi 

t=i 

分別叫做函数 / 在区间 [ a ,6] 上对应于分划尸 的下积分和与上积分和® 和式 
5(/; P ),5(/; P ) 也叫做关于区间 [ a , 6] 的分划 P 的下达布和与上达布和. 

如果 ( P .0 是闭区间 M 】 的任一带标志点的分划，显然有 

(7) 

引理1 

5 (/;P) = inf(7(/;F ? a 

5(/;P) = supa(/;P ， 0. 

①从形式上看，这里使用“积分和”这一术语不太合理，因为叫和从并不总是函数/在某个 
点 €* e 的值 • 
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◄ 我们来验证，例如，对应于闭区间的分划 P 的上达布和，是对应于闭区 
间的带标志点的分划 ( P ,0 的积分和之值的上确界.这里的上确界是关于一切 
可能的标志点组 S = (6, • • •， G ) 取的. 

由 （7) 可见，只要 证明： 对于任何 e > 0,可以找到标志点组&使成立不等式 

5(/； P )< a (/; P , e )+ e . (8) 

根据数 M 的定义，对每个 i € {1，…， n } 可以找到点& € 使从< /(^) + 

• 设 S = (6,…， ( n ) •那么 

AfjAxi < E (/(&) + Axi = y^/(gi)Axj +e. 

<=1 t=l i=l 

这就证明了引理的第二部分.它的第一部分的证明是类似的. ► 

从引理的证明和不等式（7)，考虑到黎曼积分的定义，可以推断出下面命题是正 
确的. 

命题3 有界实值函數 / : [ a ,6] ^ R 在闭区间 ( a ,6] 上黎曼可积的充分必要条 
件是极限 

L = ^ f ' P) ' / = ^ o 5(/；P) ⑼ 

存在且相等.这时，它们的公共值了 = /； = 7等于积分 

J f ( x ) dx . 

◄ 事实上，如果 （9) 式中两个极限存在并相等，则根据极限的性质，从 （7) 式得 
到积分和的极限的存在性，而且 



A( Um o a(/;P,0 = /- 


另一方面，如果/ € 7 l [ a ,6 j , 亦即存在极限 w l $ a (/; P ，0 = ^ 则从⑺和⑻ 
推出存在极限 


x^o S{f；P) = IKl = L 


类似地，可以验证 

A( lim o5 (/;P) = / = /.► 


作为命题3的推论,我们得到以下命题，它是命题 2 的精 确化. 
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命题 f 为使闭区间 ！ a ，6] 上的有界实值函数/: ㈨ 句—股在该区间上黎曼可 
积，必须且只需满足关系 


A( ^ 0 E-(/ ； A.)Ax i= 0. (10) 


◄ 考虑到命题2,只要证明关系 （10) 是/可积的必要条件. 

我们知道， o ；(/ ; Ai ) = M i - m ii 因此 

n n 

u )( f ; Ai)Axi = y^(Mj - rrn)Axi = S ( f ; P ) - s ( f ; P ) 

*=i t=i 

从而由命题 3 立刻从 （10) 导出 / € n \ a , b ].^ 

c . 向 量空间 n [ a , b ] 对可积函数可以进行一系列运算，其结果不超岀 n [ a , b \ 
命题 4 如果 f 、 g £ 尺 [ a ，& l , 則 

a ) (/ + p )€ W [ a ,6] ； 

b ) ( a /)€ n [ a , bl 其中 a 是数因子； 

c) 

d ) / lied ] € 7 e [ c ， d ], 如果 [ c ， d ] C [ a , 6]； 

e) (/*^)€^[a,b]. 

现在我们只研究实值函数，但性质 a )， b ), c )， d ) 对于复值函数和向 M 值函数也是 
对的.一般说来，对向量值函数，乘积/ j 是不定义的，因此对它们不研究性质 e ). 
但这个性质对复值函数仍然有效 • 

现在我们在/和9是实值函数的情形下证明命题 4 . 

^ a ) 这个结论是显然的.因为 

53(/ + p )(6 )^t = 5 Z / ⑹如+沒⑹ Axi 

i=i *=i *=i 

b ) 这个结论是显然的，因为 

5^(«/)(^t)Axi = a ^/ ⑹ Axi. 

*=i i=l 

c ) 因为 a ;(|/|; £)<(*;(/; £?)， 所以 

^ u ;(|/|; Ai)Axi < ^ uj ( f ; Ai ) Axi , 

»=i *=i 

从而根据命题 2 得到 ••(/ e K [ a , b ]) ^ (|/| € 兄 M ). 
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d) 我们要证明闭区间 [ a ,6] 上的可积函数在任何闭区间 [cA C [ a ,6] 上的限制 
f \[ c , d ) S [ c y d ] 上的可积函数.设 7 T 是区间 [ c ， d ] 的一个分划.给 7 T 补充一些点使之 
成为区间 [ a ， 纠的一个分划 P 且 A ( P )^ A ( tt ). 显然，这总是可以办到的. 

现在可以得到 

S w u ;(/|[ C|d ]； Ai)Axi ^ E P u ;(/; Ai ) Axi , 

其中^表示关于分划 tt 的全部区间取和，而 S P 表示关于分划尸的全部区间取和. 

当 A ( tt ) — 0时，根据 P 的构造方法也有 X ( P ) - 0,于是，根据命题2'，从上边 
的不等式得到 •. 如果 [ c ， d ] C 则 

( fen [ a 1 b ))=>( f \ [ Ctd ] en [ c , d \). 

e ) 首先验证 •. 如果 / € w [ a ,6]， 则 / 2 € H [ a , b \- 

如果/ € W [ a ，6]， 则/在 [ a ,6] 上有界.设在 M 上 |/( x )| 彡 C < oo •则 

I / 2 ⑹- f \ x 2 )\ = |(/( X !) + /( x 2 ))(/( x x ) - f ( x 2 ))\ 

^2 C |/( X !)-/( X 2)|, 

因此 u ;(/ 2 ; 五 ) < 2 Cu ( f ; E ), 其中 £ C [ a , 6]. 这样， 

< 2 C ^ a ;(/; A i ) Ax i , 

i=l »=1 

从而根据命题 2', 我们得到 

(/ €^[ a ,6])=>(/ 2 €7 i [ a ,6]). 

现在来证一般情形.利用等式 

(/ • 9)(^) = *[(/ + 9?( x ) - (/ - g ) 2 ( x)l 

并注意到刚刚证明的结果和命题4的 a ) 和 b ), 就 得岀： 

(/G H [ a } b ]) A{ge U [ a , b ])=>( f - g £ H [ a y b ]). ► 

向量空间的概念是大家从代数教程中早已知 道的. 定义在一个集合上的实值函 
数，可以逐点相加以及与实数相乘，且所得到的结果仍然是定义在这个集合上的实 
值函数.如果把函数看作向量，那么可以验证，实数域上向量空间的全部公理都成立， 
从而实函数的上述集合关于函数的逐点加法以及与实数的乘法是一个向量 空间. 

命题4的 a )、 b ) 两点说明了可积函数相加以及与数相乘的结果均不超出 nl ^ b }. 
这样一来， n [ a . b ] 本身也是一个向 M 空间，它是定义在闭区间 [ ci ， fc ] 上的实值函数所 
构成的向量空间的子空间. 




d . 函数 黎曼可 积性的勒贝格判别法最后，我们暂不加证明地给出勒贝格定 
理，它刻画了黎曼可积函数的内在本质. 

为此我们引进以下概念，而它本身也是有用的. 

定义7称集合 ECR (在勒贝格意义下） 有零测度或 称它是 一个零测度集 ，如 
果对于任何0,存在集合的由最多可数个开区间组成的覆盖 {4}, 且这些区 
间的长度和不超过 e . 

由于级数£ AI 是绝对收敛的，求和的顺序对结果没有影响（见第五章, §5.2 的 
命题4)，因此上^的定义是合理的. 

引理2 a ) —个点或有限多个点的集合是零测度集. 

b ) 有限多个或可数多个零测度集的并是零测度集. 

c ) 零测度集的子集本身也是零测度集. 

d ) 当 a<b 时，区间 [ a ,6] 不是零测度集. 

◄ a ) 点可以用一个长度小于事先指定的任意小的 e > 0的开区间覆盖，因此点 
是零测度集 . a ) 的其余部分可由 b ) 推出. 

b ) 设£； = U 是最多可数个零测度集^ " 的并.对于每 个五' 关于 e > 0,做 

E n 的覆盖{/|?^使 $ |/?| < e /2 n . 

由于有限或可数集的有限或可数并本身最多是可数的，开区间 /?， A:，n e N ， 所 
组 成的五 的隳盖最多也只能是可数的，而且 

n t k 

在 gl 4 n l 中关于指标 n ^\ k 的求和顺序是无关紧要的，因为该级数只要在某求和 

顺;?下收敛于一个和，那么它在任何求和顺序下收敛于同一 个和. 由于我们的级数的 
部分和以 e 为上界，因此级数在某一求和顺序下的收敛性是显 然的. 

于是 ，五 是勒贝格意义下的零测度集. 

c ) 这个断言显然可由零测度集的定义和覆盖的定义直接 推出. 

d ) 由于闭区间的任一个由开区间作成的覆盖有有限覆盖，它的开区间的长度和 
显然不超过原覆盖的开区间的长度和.因此，只要证明组成区间 [ a ，6 j 的任意一个有 
限覆盖的开区间的长度和不小于这个区间的长度 fc - a 即可. 

我们关于覆盖的开区间数进行归纳证明 • 

当 n = 1时，也就是区间 [ a ,6] 被一个开区间 （ a ,/?) 包含的情形，显然 a < a < 
b < 0 ，从而 0 — ol > b — a . 

假设对于 n = 1, • •. , / b 我们的断言正确，现在考察覆盖是由1个开区间组成 
的情形.取开区间 ( ai , a 2 ) ? 它覆盖点 a . 如果 a 2 彡则 a 2 - 叫 > 6 - a , 从而证明 
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了我们的断言.如果 a < a 2 < 6,则区间 [ a 2 ,6] 就由最多 fc 个区间所组成的开区间 
系所覆盖，根据归纳假定，它的区间长度的和不小于 fe - a 2 . 但是 

6 — a = (6 — o ? 2 ) + ( a2 — a ) < (6 — + («2 — « i ), 

从而，区间原来的覆盖所含开区间的长度和大于 b — a .， 

有趣的是，根据引理2的 a ) 和 b ), 数轴 R 上的全部有理点的集合 Q 是一个零 
测度集.当与该引理的 a ) 比较时，乍一看，这似乎是不可想象的. 

定义8在集合 X 上，如果除去零测度集合的点，某一性质都成立，则说该性质 
在集合 X 上几乎处处成立，或者说在集合 X 的几乎所有点有该性质 • 

现在来叙述勒贝格定理（判别法). 

定理 定义在闭区间 [(2,6] 上的函数/,当且仅当它在 [ a ，6] 上有界且几乎处处连 
续时，它在该区间上黎 曼可积 ，即 

(fe (/ 在上有界 ） A (/ 在 [ a ,6 j 上几乎处处连 续). 

显然，命题2的推论1,2,3和命题4都可以从勒贝格判别法和引理 2 中所说的 
零测度集的性质推出. 

现在我们不去证明勒贝格判别法，因为我们面临的任务是研究那些足够正规的 
函数，暂时还不需要这个准则.但是，现在已经可以完全清楚地阐明勒贝格准则的思 
想内容了. n 

命题 2' 中的关系 （10) 包含了实值函数可积性判别准则.为使和△而 

很小，首先考虑因子 a ;(/; Ai ). 我们知道，它在函数的连续点的小邻%中是很小的 • 
如果 { A ,} 中有些区间含有函数的间断点,那么，对于这些区间，不管区间 [ a , 6] 的分 
M P 多么细， a ;(/; A 0 都不接近 于零. 但是, a ;(/； A 0 < a ;(/； la ,6]) < oo (因为/在 
[ a ,6] 上有界).因此，含有间断点的那些项的和还是可能很小的，只要分划中覆盖间 
断点集合的那些区间的长度和是很小的，或者更准确些说，只要函数在这些区间上 
振幅的高度可以从这些区间的长度很小得到补偿 • 

勒贝格判别准则正是这些直观东西的严格叙述和实现. 

现在引人用以说明黎曼可积函数性质的两个经典例子 • 

例1狄利克雷函数. 

Jl ， 当 o ：€ Q ， 

X — { 0,当 a : e R\Q 




在闭区间 [0,1] 上不可积，因为对区间 [0,1] 的任何分划 P ， 在其每个区间中都能 
找到一个有理数$和一个无理数因此 

n 

cj(f ； p,a = Y, l ' Axi = l ' 

i=l 

而 

n 

^(/；^n = E 0Ax * = 0 - 

t=i 

这样一来，当 X ( P ) - 0时函数 V ( x ) 的积分和不可能有极限. 

从勒贝格判别法来看，狄利克雷函数的不可积性也是明显的，因为函数在 
区间 [0, lj 中间断点的集合不是零测度集（见引理 2). 

例2黎曼函数 

奶，、 f \当 : r € Q 且 a ： = 2是既约分数， 

1 l ( x ) = { n n 

\0,当 x € R \ Q . 

我们已经在第四章 § 2 的第 2 段中研究过这个函数，而且知道，函数 n ( x ) 在一 
切无理点连续,在一切有理点间断，这样一来，函数 n ( x ) 的间断点集合是可数的，从 
而其测度为零，根据勒贝格判别法，尽管这个函数在积分区间的任何分划的任何区 
间中都有间断点，但它在任何区间 [ a ，6] C R 上仍然是可积的 • 

例3现在再考察一个不太经典的问题和例子. 

设 / : — r 是 [ a ， 6 j 区间上的可积函数，它在区间 [c ， d] 中 取值. 又设函数 

r [ c ， c /] — R 是连 续的. 因此，复合函数 P / : [ a ，6 j — R 在整个区间 [ a ， 61上定义并 
在使/连续的那些点上连续.由此，根据勒贝格判别准则得到， ( gof)e 7 l [ a y b }. 

现在举例说明，可积函数的复合函数未必可积 • 

考察函数贞岣= | sgn |( x ), 当 rr # 0时这个函数取值为1;当 x = 0时，它取 
值为零.设/是上面所讲的黎曼函数.可直接验证，替如在区间[ I , 2 ]上，复合函数 
(go f )( x ) 正好是狄利克雷函数 P ( x ). 这样一来，甚至 9(4 只有一个间断点，也可导 
致复合函数 go / 不可积. 

练习 

1. 达布定理 

a ) 设 s (/ ; P ) 和 S(f ;P) 是在闭区间 [ a ， 句上定义的有界实值函数对应于这个区间的分划 
p 的下 达布和 及上达 布和. 试证：对于闭区间 [ a ,6] 的任两个分划 Pi , ft, 成立 


8(f ； Pl)<S(f ； P2). 
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b ) 设分划 P 是闭区间 [ a , b ] 的分划 P 的开拓，而是分划 P 的那样一些区 
间，它们包含着 M 于分划 P 但不属于分划 P 的点. 试证： 成立如下 估计： 


0 彡 5(/; P) - 5(/; P ) ^ ; [a, 6])( Ax il + … + Ax ifc ), 

0 < «(/； P) - «(/; P) + ••• +Ax ifc ). 


c) / = sups(/;P)J = infS(/;P) 分别叫做函数 / 在闭区间上的下 达布积分及上 
达布积分 . 试证： 


d ) 试证达布定理 


1 = 


lim 

HP)- 


s ( f ； P)J 


lim 

A(P)- 


S ( f ； P ). 


e ) 试证 :(/ € n [ a , 6 J ) ^ (/ = 7).( 达布判别法) 

f ) 试证: / e 7 e [ a ,6], 当且仅当对于任何 e > 0 存在区间 [ a ,6] 的分划尸使 S ( f ; P ) - 

s(f\ P) < e. 


2. 康托尔零测度集 

a) 第二章 §4 的问题 7 中所说的康托尔集是不可数的.试验证，它仍是勒贝格意义下的芩 
测度集. 试问： 怎样修改康托尔集的构造方法可以得到类似的处处“有窟《”但测度不 
是零的集合 .( 这种集合也叫康托尔 集). 

b ) 设在区间10, lj 上给定了一个函数，它在某康托尔集外等于零，而在该康托尔集上等于 
1. 试证： 当且仅当该康托尔集是零测度集时，给定的函数是黎曼可 积的. 

c ) 在区间[0, lj 上构造单调不减、连续的非常数函数，而且* t 多除去一个具零测度的康托 
尔集，它的导数处处等于 0. 


3. 勒贝格判别法 

a ) 直接验证（不准引用勒贝格判别法）本节例 2 中的黎曼函数的可 积性. 

b ) 试证： 有界函数/ € U [ a t 6), 当且仅当对于任意的 e > 0和 <5 > 0,存在区间 [ a , 6] 的一 
个分划尸，使函数在其上的振幅大于 e 的那些区间的长度之和不超过& 

c) 试证:/ € n [ a . bl 当且仅当/在 [ a , 6] 上有界且对于任何 e > 0和 5 > 0,区间 | a ，6】 上 
使/的振幅大于 e 的点的集合可以用有限多个开区间覆盖，而这些开区间的长度和小 
于 <5.( 杜布瓦雷蒙@判别法） 

d ) 利用上题结果证明函数黎曼可积性的勒贝格判别法. 

4. 试证: 如果 f , g € H [ a y 6] R f，g 是实的，则 max {/,^} € n [ a , blmm { f , g } e n [ a , b }. 

5. 试证： 

a ) 如果 f 、 g £ 尺 [ a ,6], 在 [ a ,6] 上几乎处处有 /( z ) = p ( x ), 则 / fl b f ( x)dx = g ( x ) dx . 

b ) 如果 / € 尺 [ a , 6 j , 在 [ a , 6] 上几乎处处有 f ( x ) = g ( x ), 则甚至当 g 在 [ a , 6] 上定义旦有 
界时，它也可能是黎曼不可积的. 

6. 向馕值函数的积分 

a ) 设 r ( i ) 是空间中一动点的矢径 向量； r 0 == r(0) 是该点的初始位置； <0是作为时间的 
函数的速度向量.试根据 r 0 和函数 v (<) 求 r ( t ). 

①杜布瓦雷蒙 (du Bois Raymond ) (1831—1889) ——德国数学家. 
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b ) 能否把向 M 值函数的积分归结为实值函数的积分？ 

c ) 在命題 2' 中的可积性判别法对于向量值函数是否成立? 

d ) 对于向 M 值函数，勒贝格判别法是否成立？ 

e ) 本节的哪些概念和结果可以转移到复值函数的情形？ 


§2. 积分的线性性、可加性和单调性 

1. 作为空间 H [ aM 上的线性函数的积分 

定理 1如果/和分是闭区间 [ a , 6] 上的可积函数，则它们的线性组合 a / + /3 p 
也是 [ a , 6] 上的可积函数，且 

J (af -f- 0g)(x)dx = a J f(x)dx 0 j g(x)dx. (1) 

◄ 考虑关系 （1) 左端积分的积分和并对它进行变换，有 

y^(a/ + 0g ) ⑹ Axi =Q^ f((j)Axj g ⑹厶恥 . ⑺ 

i=l t=l *=1 

因为当分划的参数 A ( P ) 趋于 0 时， (2) 的右端趋于 （1) 右边的积分的线性组合， 
所以 （2) 的左边当 A ( p ) — 0时也有极限，而且这个极限与右边的极限相等.这样， 
(af + 0 g ) € Tl [ a y b \ 且等式⑴成立 • ► 

如果把集合 n[aM 看做是实数域上的向 M 空间，而积分 f:f(x、dx 看做是定义 
在向 M 空间 n[aM 上的实值函数，则定理1说明，积分是向 M 空间 n[a y b) 上的线性 
函数. 

为避免混淆，函数的函数通常叫做泛函.于是，我们证明了：积分是可积函数向 
M 空间上的线性泛函. 

2. 作为积分区间的可加函数的积分积分值 f^f(x)dx = I(f; [ a , 6]), 既依赖于 
被积函数，又依赖于进行积分的区间，譬如，如果/ € n [ aM ， 则对于 [ a，/?】C [ a ， fc 】 有 
/ | (q ^)G n[a y 0] y 亦即积分 f(x)dx 有定义，从而可以用它对积分区间 [ a ，/?] 的依 
赖关系的观点研究它 • 

引理 1 如果 a < 6 < c ，/ € 兄 [ a , c 】， 則/ | | a ,6]€ n[a,b)J l | M ]€ W[M 且① 

J f(x)dx = J f{x)dx + f(x)dx. (3) 

①我 们提醒 注意，符号 / k 表示函数/在集合五上的 限制，其中 五 被包含在 /的定义域内•在 
等式 （3) 的右边本应写/在相应的区间上的 限制， 而不应当写成 /. 
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◄ 首先注意，有界函数/在区间 Mj 和 [6， cj 上的可积性由上一节命题4保证. 
其次，由于/ € H [ aM ， 所以当把积分 r a f { x)dx 作为积分和的极限进行计算 
时，我们可以选取任意的对我们方便的区间 [ a ， cj 的分划，我们只取区间 [ a ， c ] 的那样 
一些分划，它们都包含点&显然，每一个这样的带标志点的分划 ( P ，0 都产生区间 
[ a ，6] 和 [6， c ] 的相应的分划（尸 V )和（尸〃，)，而且 P 以及《 =^ U 

由此得到积分和之间的 关系： 

(7(/； = ^(/；户0(/; W )- 


因为 X(n < A ( f >) 和 A (/>") < A ( P ), 所以当 A ( P ) 充分小时，上面的每个积分 
和就充分接近于 （3) 中相应的积分.这样就证明了 （3) 成立 • ► 

为了对所得的结果的适用性做一些推广，暂时回到积分定义上去. 

我们已经把积分定义为与积分区间 la , 6] 的带标志点的分划 ( P 乂 )相应的积 

分和 

n 

。(/; PyO = 5Z /(^i) Ax * 、 ⑷ 

t=l 

的极限，分划 P 由一个单调的有限点列吻，〜…，〜组成，而且点吻与积分下限 
a 重合，点: r „ 与积分上限6重合.这种构造当时是在 a < 6的假定下进行的•如果 
现在取任意两个数 a , 不要求 a < 6,把 a 作为积分下限，而 作为上限，进行上面 
那种构造，那么我们将重新得到形如 （4) 的和； 当 a < &时有 >0 (i = l ,--., n ), 
而当 a > b 时有< 0 (i = 1,…， n ), 因为々 - Xi - i . 这样一来，当 a < 6时 
的和 （4) 与区间 [6, a ](6< a ) 相应分划的积分和只差一个 符号. 

根据这些想法，当 a > <>时，我们做如下 约定： 

J f ( x)dx - j f ( x ) dx . (5) 


与此同时，自然地也假定 



⑹ 


做了这些约定之后，并注意到引理1，我们将得到积分的如下重要性质 ■ 


定理2设 a ， 6 ， ceR, 而/是在以这些点为端点的最大区间上的可积函數，则 
/在另外两个区间上的限制在相应的区间上也可积，且成立以下等式 

J /(x)dx + J f(x)dx-\- J f(x)dx = 0. (7) 

◄ 由于等式⑺关于 a ， 6，c 是对称的，不失一般性可以假定 a = min{ci ，&， C }， 如 
果 max{a, 6, c} = c*a<6<c, 则根据引理 1 有 





由此，注意到约定 （5), 就得到等式 （7). 

如果 max { a , 6, c } = 6且 a < c <6, 则根据引理1有 

J f(x)dx -f J f(x)dx — j f(x)dx = 0. 

由此，注意到约定 （5)， 也得到等式 （7). 

最后，如果点 a , fe , c 中有两个或三个重合在一起，则 （7) 可由约定 （5) 和⑹直 
接得到 .► 

定义1设每个由闭区间 的点 a ，0 组成的有序点对 ( a ,/3) 对应于一个数 
l ( a ,0), 而且对于任意三点 a ,/3,7 ^ [ a , b ], 成立等式 

J(a,*7) = /(a, ^) + /(/?, 7 ). 


那么，赚 I ( a y p ) 就叫做在包含于闭区间 [ a , bj 中的区间上定义的定 向区间的可加 
函数. 

如果/ e n [ A , 机而 aA C € [A B 】， 令 


/(a, 6) = / f(x)dx y 


则由 （7) 得 


f(x)dx 


f(x)dx+ / f(x)dx, 


也就是说，积分是积分区间的可加函数，在这种情形，区间的定向性在于我们给积分 
区间的端点陚了顺序，指出了哪是第一个 （ B 卩积分下限)，哪是第二个（即积分上 限). 

3. 积分的估计，积分的单调性和中值定理 

a. 积分的一个一般估计我们从积分的一个一般估计开始，以后会看到，它的 
正确性不限于实值函数的积分. 

定理3 如果 7 e [ a , 6 ], 則 |/| € U [ a , b ] 且成立 

I f /(x)dx| ^ f \ f \{ x ) dx . ⑼ 


如果在 [ a , 6] 上还假定 |/|( x ) < (7, 那么 


\f\(x)dx ^ C(b - a ). 


(10) 


当 a = 6 时，定理的断言是显然的，因此，我们假定 
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为了证明这个定理，只要记起|/| €尺 [ a ，6] (见§1的命题4)，就得到积分和 
ct (/； P ，0 的以下 估计： 

E /⑸史 |/(^)1^| = ^ 1/⑹ I △而 


^ C Axi = C(b — a ). 


令 A ( P ) -> 0取极限，我们得到 


f ( x)dx ^ J \ f ( x)\dx ^ C ( b - a ) 


b . 积分的单调性和第一中值定理下面的定理是实值函数的积分所特有的. 
定理4 如果 a < 6 , /x N /2 €兄»]且 f\{x) < f2(x) 在每一点 a : € [ a , 6] 都成 
立，则 

J fi(x)dx ^ J f 2 (x)dx. ( 11 ) 

◄当 a = 6时定理的结论是显然的.如果 a <6,则关于积分和成立不等式 

t=i «=i 

(因为> 0 (i = 1,… , n )). 只要在这个不等式中令 A ( P ) — 0取极限即可 • ► 

定理4表明积分关于被积函数是单调的. 

从定理4可以得到一系列有用的推论. 

推论 1如果 a^bje n[a, b) 且 m 彡 f(x) 彡 Af 在 x € [ a ，6] 成立，则 


rrt(b - a ) 彡 / f ( x)dx ^ Af(b - a ). 


( 12 ) 


特别地，如果 0 彡 f ( x ) Axe [ a , b ] 成立，則 


0 ^ y f ( x ) dx . 

◄ 积分不等式 m < f ( x ) < M 的每一项并引用定理 4 就得到关系 （12). ► 

推论2 如果 / € 7 l [ a , b),m = inf /( x)，M = sup /( x ), 则存在 /x € [ m , Af ] 

*€(a,b) x£[a,b\ 


f ( x)dx = fi(b - a ). 


(13) 
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如果 a = b 、 结论是显然的，如果 a + b 、 则令 


# = 占 I f{x)dX ' 


于是，当 ci < 从 （12) 可以推出但是，将 （13) 两端同时改变符号，即 
可看出它对 f > < a 的情形也成立 .► 

推论3如果/€(7[(1，6]，則存在€€[〜&】使 


/( x)dx = /(0( b - a ). 


(14) 


◄ 根据连续函数的中间值定理,在区间 [ ci ，6 j 上存在点 C 使/⑹= M ， 如果 M 满 
足条件 

m = min ^ /( x ) 彡 /x 彡 max ^ f ( x ) = M . 

这样一来， (14) 可由 （13) 导出. ► 

等式 （14) 常叫做积分的第一中值定理.对以下更一般的断言我们仍然保留这个 
名称. 

定理5 (积分的第 一中值 定理）设 /， P €尺[(1，6]， m = M = 

sup /( x ). 如果函数 p 在区间 [ a ,6] 上非负（或非正) ，則 

*e(a,6) 


(/ • g ){ x)dx = m / 9 ( 工)血 


(15) 


其中 /i € [ m , A /]. 

如果还有/ € C [ a , fe ], 則存在 《 e [ a ，&] 使 


(/ • p )( x)dx = f (0 / g { x ) dx . 


(16) 


M 因为在等式 （15) 中两边调换积分上、下限将导致两边同时变号，所以只要对 
a < b 的情形来证明这个等式就行了.改变的符号也同时使（ I 5 )两端变号，所 
以不失一般性，可以假定 〆 x ) > 0在 x € [ a ，6] 成立. 

由于爪 = inf /⑷和从^ sup /( a :)， 因此当 〆 x ) > 0时就有 

*€[a,6) a ： €lo,6] 

mg ( x ) < f { x ) g { x ) < Mg ( x ). 


因为爪1€尺>，&]，/1€尺^1, 6 】和 A/.ge TCla , b 】， 所以，应用定理 4 和定理1，我 
们得到 K h b 

/ b rb ro 

g { x)dx ^ J f ( x ) g ( x)dx ( M J g { x ) dx . (17) 
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如果 y ff ( x)dx = 0, 很显然，从这个不等式能导出关系 (15). 

如果/ g { x)dx / 0,令 M = ( / g ( x ) dx ) / f ( x ) g ( x ) dx } 则从 （17) 得到 

m ^ $ M , 

从而证明了关系 (15). 

最后，等式 （16) 由 （15) 和关于函数/ e C [ a ,6] 的中间值定理并注意， 在 f e 
C [ a ,6] 的情形，有 

m = min /( x ) 和 M = max f ( x ) 

xe [ a , b ] xe [ a , b ) 

即可得到. 

我们指出，如果 〆 re ) = 1在 [ M ] 上，等式 （14) 由 （16) 得出. 

c . 积分的 第二中值定理 在黎曼积分理论中更加特别，更加微妙的是第 二中值 
定理①. 

为了不使这个定理的证明过分复杂，首先做一些准备，它们本身也是很有趣的. 
阿贝尔变换 阿贝尔变换是和式的如下变换.设 ai ， 还令 A ) = 
o . 于是有 ，_1 t_1 

n n n n 

axbi = y^jAj 一 = ^ 2 义九 一 

1=1 »=1 <=1 t=l 

n n—1 n—1 

=^2 一 ^*^*+1 = ^ rxb n - Ao ^\ + Ai(bi — b i + i ). 


因此， 


■ 單 -擎 一 

cubi = (i4 n 6 n — ) + 火冰一 h+i )， 


(18) 


CL%bi = A n b n + ^2 ~ h+l )， 


(19) 


因为 A ) = 0. 

根据阿贝尔变换容易证明 

引理 2 如果数 A = $ a d k - 1 ，…，口）满足不等式 m 彡 A 彡 M ， 而数 
bi(i = 1 ， … ， n) 是非负的且 ~ 彡 6» + i(i = 1 ， …， n - 1 )，則 


mfei < ^2 a >^» ^ Mb\. 


( 20 ) 


①对函数辅加一些通常完全可以接受的条件后，这一段的基本定理6很容易从第一中值定理推 
出.关于这一点，可参看下一节的问题 3. 




◄利用 brx > o 和 6 i — 6 i+1 彡 0 (i = 1,.• •，n - 1) 从 （19) 得到 


aibi ^ Mb n + ^ M (6 j - 6 i + i ) = Mb n - f - M (6 i — 6 n ) = Mb \. 

»=i t=i 

用类似的方法也可验证 （20) 中左边的不等式. ► 

引理3如果/ € n [ a , b ], 则对于 a : € [ a ,6] 可以定义函數 


F ( x ) 




( 21 ) 


且 FGC [ a y b }. 

◄ 对于任何 a: € (a,6], 积分 （21) 的存在性已从§1的命题 4 知道，因此剩下的只 
是验证函数 F(x) 的连 续性. 由于/ e 尺 [Ml, 在 [a，6] 上我们有 |/(x)| < C < oo .设 
: r € [a，6j 和: r + /I € [a，6j. 那么，根据积分的可加性以及不等式⑼，(10)，我们得到 


|F(X + ft)- F(x)\ = 


f(t)dt - / f(t)dt\ 


/ x+h 

imidt 


这里我们利用了不等式（10)，并注意到以下 事实： 当 /I < 0时，有 

J: +h i/w 叫= |-乙 丨，⑷ H = 乂: imdt 

这样，我们证 明了： 如果 + 则 


\F(x + /i) - F(x)\ < C\h\. 


( 22 ) 


显然，由此立即导出函数 F 在区间 [ cz ， 61的任意点连续 • ► 

现在来证明下面的引理，它是第二中值定理的变形. 

引理4如果 /， p € 尺[〜&】，而 p 在区间 [ d ,&] 上非负，不增，則存在€€[〜6]使 


(/ . ^)(x)dx = g(a) / f(x)dx. 


(23) 


在证明这个引理之前，首先指出，与第一中值定理中的关系 （16) 不同,(!23)中积 
分号下的函数是/，而不是单调函数 

◄ 为了证明公式 （23), 跟已经研究过的上述情形一样，我们将设法估计相应的 
积分和. 
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设 P 是闭区间 [ a ，6] 的一个分划.首先记下等式 

/ (/ - g)(x)dx = J2f U-9)(x)dx 
Ja i=l 

=f f(x)dx 

t=l J Xi-! 

+ 51 f b ⑷ - g{xi-i)]f(x)dx. 
i=l Jx i-l 

我们来证明，当 A ( P ) — 0 时，上式中最后的和式趋于 0. 

因为/ €尺 Ml , 所以 |/( x )| 彡 C < oo 在 [ a ，6] 上成立.于是，利用证明了的积 
分的性质，得 到：当 A ( P ) — 0时，有 



[ 咖 ) 


-g{x^i)]f(x)dx (乞 I |p(x) — 夕 (Xi_i)||/(x)|dx 

«=1 Jx i-l 

f 1咖) 一咖 -1)哗 

t=l Jx i-l 
n 

^ C^uj{g, Ai)Axi —0， 


因为 p e 兄 [a ， 6 】 ( 见 §1, 命题 2 ). 这样就证明了 


(f-g)(x)dx = J f(x)dx. 


(24) 


现在估计 （ 24) 右端的和式，令 F(x) = /； mdt, 根据引理 3, 我们得到，它在区 
间 Mj 上连续 . 

令 

m = min F(x),M = max F(x). 
x€[a,b] xe[a t b) 

由于 Ci = F ( 々） 一 FOrhO , 所以 


[s(^t-i) [ f(x)dx = ^[F(xi) - F(xi-i)]^(x<-i) 

»=1 J Xi-x i=l 

考虑到函数 g 在区间上的非负性而且是单调不增的，记 


(25) 


ai = F(xi) - F(x^i) y bi = g(xi-i) y 


根据引理 2 ,有 


爪夕⑷ < 5Z[F(x») - F(xi^i)]g(xi) < Mg(a). 


(26) 


因为 


^ o , = F ( xat ) - F ( x 0 ) = F ( x k ) - F ( a ) = F ( xk ). 

i=l 

这样，我们证 明了： 和式 （25) 满足不等式 （26). 因此，利用关系 （24)， 得 

mg ( a ) ( j (f • g )( x)dx ^ Mg ( a ). (27) 

如果咖 ）= 0,那么，如同 （27) 的证明，要证明的关系 （23) 显然是对的. 

如果咖）> 0,令 

从 （27) 得 m < a 彡 A /; 而由函数 F ( x )= /； f ( t ) dt 在区间 [ a , 6) 上的连续性可知，存 
在点€ € [ ci ， M 使 F (0 = / i , 正是这个结果确定了等式 (23). ► 

定理 6 (积分的第二中值定理） 如果 f,ge Tl[aM 而 g 在 [a,6) 上单调，则存在 
点4 € [ a , 6] 使 

乂 V 9)dx = 9 ( a ) f ( x)dx -f 9 ( b ) f ( x ) dx . (28) 

等式 （28)( 以及等式 (23)) 常叫做波内公式① 

◄设 g 是 [ a ， bj 区间上的不减函数.则 G ( x ) = g ( b ) - g { x ) ^ [ a , b ] 上的非负，不 
增，可积的函数.利用公式（23)，我们得到 

J \ f - G )( x)dx = G ( a 、 J : f ( x ) dx . (29) 

但 

J (/• G ){ x)dx = g ( b ) J f ( x)dx - J (f • 9 )( x ) dx , 

G ( a ) j f ( x)dx = ^(6) J f ( x ) dx - g ( a ) J f { x ) dx . 

注意到这些关系式以及积分的可加性，从 （29) 即可得到待证的等式（ 28 ). 

如果 P 是不增函数，那么令 G ( x ) = g ( x ) - g (6)， 我们就得到 G (: c ) 是 [ M ] 上的 
非负，不增，可积的函数.这样,我们又得到公式（29)，跟着也就得出公式 (28). ► 

①波内 ( Bo nnet )(1819—1892)^^ 国数学家和天文学家.波内最主要的数学著作是关于微分几 
何方面的. 



积分的线性性、可加性和单调性 


练习 

1. 试证： 如果/ € ^[ a , 6] 且在 [ a , 6] 上有 /(: r ) > 0,则 

a ) 当在 f ( x ) 的某一连续点: r 0 € ㈨ 有 /( x 0 ) > 0 时，必成立严格不等式 

J f ( x)dx > 0. 

b ) 从条件 j a b I ( x)dx = 0可推出在 [ a , 6] 上几乎处处成立 f ( x ) = 0. 

2. 试证：如果 / € 尺 [ a ，6 j，m = inf /( x ), M = sup /( x ), 则 

*€ ja ,6[ x €] a ,6[ 

a ) f ( x)dx = / i (6 — a ), 其中 /i € [ m ， A/j (见上节问题 5 a )). 

b ) g / 在 [ a , 6] 上连续时，存在点《 €] a , 6[ ^ 

f b f ( x ) dx ^ m ( b - a ). 


3. 试证： 如采 / € C [ a ,6],/( x ) 彡 0 在 [ a , 6] 上成立，以及 M = max /( z ), 则 

*€( a ,6 J 


lim / f n ( x)dx = M . 


4. a ) 试证： 如果 / € 穴 la ，6], 则 |/卩 € n [ a t b ]( p ^ 0 ). 
b ) 试根据和式的赫尔德不等式证明积分的赫尔德不等式 


( f ' 9 )( x ) dx \ ^ 


\ f \ P ( x)dx 


}'{I ： 


\g\ q (^ 


其中 f.ge n[a y b\ 且 p 彡 1 ， *7>1，^ + 3 = 1. 

c ) 试根据和式的闵可夫斯基不等式证明积分的闵可夫斯基不 等式: 


\f + g \ p ( x ) dx \ ^ / \ f \ p ( x)dx 




\ 9 \ P (^ 


其中 /，P € n [ a y b ] 且 p 彡 1. 试证： 当 0 < p < 1 时，这个不等式的不等号调转方向. 

d) 试 验证： 如果/是 R 上的连续凸函数，而 p 是 R 上的任意连续函数，则当 c # 0 时成 
立詹生不等式 c e 


①当 p = g = 2 时，赫尔德代数不等式首先是柯西于 1821 年得到的，并以他的名字命名.当 
p = g = 2时，赫尔德积分不等式首先是俄国数学家布尼雅可夫斯基（1804—1 # 889)于1859年发现 
的.这个重要不等式 （P = <? = 2的情形）叫做布尼雅可夫斯基不等式或柯西-布尼雅可夫斯基不等 
式.有时还看到不准确的命名一“施瓦茨不等式”.在德国数学家施瓦茨 ( Schwartz ) (1843—1921) 
1884年的著作中出现过这个不等式. 
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1. 积分和原函数 

设/是闭区间 la , ^上的黎曼可积函数.考虑这个区间上的函数 

F[X) = f : 卿 1 ， ⑴ 

常把它 叫做变上限的积分. 

因为 / € n [ a , b ), 所以 /|[ a , x ] € H [ a , x ], 其中 [ a , x ] C [ a ,6]; 因此，函数 a : F { x ) 
对 : re 有定义. 

如果 \ f ( x )\ < C < + oc 在 [ a , 6] 上成立 （/ 作为可积函数在 [ a , 6] 上有界)，则从 
积分的可加性和最简单的估计 得到： 如果 a:、x + ft € ㈨ 礼则 

\ F(x + h ) - F ( x )\ ^ C \ h \. (2) 

顺便指出，关于这一点在证明上节的引理 3 时我们已经说过 • 

特别地，从不等式 （2) 得到 F 在 【 a ,6] 上 连续. 于是 F € C [ a ,6]. 

现在，我们对 F 进行更详细的研究. 

下面的引理对以后的整个理论具有根本的重 要性. 

引理1 如果 / € 兄 [ a ，6]， 而 / 在某点 x € [ a ，6] 连续，则公式⑴定义的函数 F 
在这个点可微，而且成立等式 

F \ x ) = f ( x ). 

◄设 o:，:r + /i € [ a , 6]. 我们来估计差 F(x + h ) - F ( x ). 从 / 在 re 的连续性推出 

f ( t ) = f ( x ) -f △⑷，其中当 t — a : 时有△⑷ — 0 ,f e [ a ,6]. 如果 a : 是固定点，则函数 

A ( t ) = f ( t ) - f ( x ) 作为可积函数 f h /⑷和常数 /(： r ) 之差是区间 [ a ，6] 上的可积 

函数，以 M ( h ) 表示贵 sup I △⑴|，其中 /(/ i ) 是以 a : 和 x + /i e Ml 为端点的区间. 

tei ( h ) 

根据假设条件，当 /I — 0时，有 M ( h ) - 0. 

记 

rx+h rx rx^-h 

F(x + /i) - F(x) = J f ( t)dt - J f ( t)dt = J f ( t)dt 

rx+h /> x+h rx+h 

= / [ f ( x ) + A ( t)]dt = j f ( x)dt + j A ( t)di 

= f ( x)h 4 - a ( h ) h , 

其中 ' P+h 

I A ( t)dt = a ( h ) h . 


因为 
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rx+h 


rx-\-h 


rx+h 

/ A(t)dt 


/ 1 △⑷㈣ 


/ M(h)dt 

J X 




Jx 


= M ( h)\hl 


所以 \ a ( h )\ < M ( h ), 从而，当 fe 0时(但 ： r + /i e [ a , &】)，有 a { h ) 0. 

这样一来，我们证 明了： 如果/在点 x € [ a , 6 j 连续，则当位移/ I 使 x + e [ a , 6] 
时，成立等式 


F(x + h ) - F ( x ) = f ( x)h + a ( h ) h y (3) 

其中 a ( h ) — 0, 当 ft — 0 时. 

然而, 这个结果正说明函数 F 在点 x € [ a , 6】处可微且 F \ x ) = f ( x ). ► 

引理1的最重要的直接推论是下面的 定理. 

定理1闭区间 [ a ,6] 上的每个连续函数/ : Mj — K 在该区间上都有一个原 
函数，而且区间 [ a ,6] 上的函數/的任一原函數都有 

T { x ) = f { t)dt + c ⑷ 


的形式，其中 c 是一个常数. 

◄ (/ € C [ a , fe ]) => (/ € TC [ a ,6]), 因此，根据引理1,函数⑴是/在 [ a , b ] 上的 
原函数.但是，同一个函数在区间上的两个原函数 7( x ) 和 F ( x ) 只能相差一个常数， 
因此， T { x ) = F { x ) + c. ► 

为了今后应用的方便，我们把原函数概念作稍许推广，采用 

定义1区间上的连续函数 x ^ T { x ) 叫做定义在该区间上的函数 a : ^ /( re ) 的 
原函数 （广 义原函数)， 如果最多除去有限 多个点 以外，在该区间上成立关系 ^( x ) = 
/(x). 

根据这个定义可以证明： 

定理 1，在闭区间 [ a ，6] 上定义的有界且仅有有限多个间断点的函数/ : [ a ，&】 
— R ， 在该区间上有（广义）原函数，而且/在 [ a ， b 】 上的任一原函数都具 有⑷的 
形式. 

4因为/只有有限个间断点且有界，所以/ €尺 [ a ，6]， 从而，根据引理1,函数 
⑴是/在 [ a ， M 上的广义原函数，而且，如已经指出的那样，根据 （2), 函数 （1) 在 
M ] 上连续.如果是函数/在 [ ca ] 上的另一个原函数，则 7(4 - F ⑷是 
连续的，而且在由/的间断点分割区间 K 6] 而成的每个开区间内是常数.由此，从 
尸⑷在 [ M ] 上的连续性得出，在 [ a , 句上 Hx )- F ( x )^ const . ► 
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2. 牛顿-莱布尼茨公式 

定理 2如果/ : [a,b] ^ R 是有界且仅有有限个间断点的函数，则/ € n[a, b] 
且 _ 

f a f(x)dx = : F(b )- ，⑷， ⑹ 

其中只： [ a ，6 j — R 是/在闭区间 [ a , b] 上的任一原函数. 

◄ 在闭区间上定义的仅有有限个间断点的有界函数的可积性是已经证明过的 
(见§1命题2的推论 2). 函数/在 [ a ，6] 上的原函数的存在性由定理〗/保证，根据 
这个定理，7⑼有⑷的形式.在⑷中令 re = a 得 F ⑷= c ， 由此 

J^(x) = f f(t)dt + T(a). 


特别地， 

I f(t)dt = T{b) - JF ( a ), 

这与要证的 （5) 只是表示积分变量的字母不同而已 .► 

关系 （5) 对整个分析学具有基本的意义，它叫做牛顿-莱布尼茨公式 • 

函数的差值 m - Ho) 常用符号 T{x)t 表示，利用这个记号可将牛顿莱布 
尼茨公式写成如下 形式： _ 

乂 f(x)dx = J^(x)\\ 

由于当 a 和 fc 调换时，这个公式两端同时改变符号，所以该公式对于任何关系的 a 
和6,也就是，无论 a < 6还是 a > 6,都是正 确的. 

在分析练习中，牛顿-莱布尼茨公式多用来计算它左边的积分，这容易造成对这 
个公式应用的误解.事实上，具体的积分很少是通过原函数求出的，而常常是借助于 
常用的积分近似计算法用电子计算机直接进行数值计算求 出的. 牛顿-莱布尼茨公 
式在数学分析理论本身中占有关键地位,它把积分学和微分学联系起来.特别是，它 
在分析中还进一步发展成一般的斯托克斯①公式. 

这一节剩下的部分可以看作是牛顿-莱布尼茨公式在分析本身中应用的例子 • 

3. 定积分的分部积分法和泰勒公式 


命题1如果函数 w ( a :) 和 v(x) 在以 a 和6为端点的闭区间上连续可微，则成 
立关系 k 

於 b . u rb 

⑹ 


(u - v , )(x)dx = (u - v )( x )| — J (v - u , )(x)dx. 


①斯托克斯 ( G . G . Stokes ) (1819—1903) ——英国物理学家和数 学家. 




习惯上常把这个公式写成以下简略 形式: 


udv = u-v\ — I vdu ， 


称它为定积分的分 部积分公式. 

◄ 根据函数乘积的微分规则，我们有 

(W . vY(x) = (u - v)(x) (u - v f )(x). 

根据假设条件，这个等式中的函数都是连续的，从而在以 a 和为端点的区间上可 
积.利用积分的线性性和牛顿-莱布尼茨公式，我们得到 

(u-v)(x)| = J (u f • v)(x)dx j (u - v')(x)dx. ► 

作为推论，我们将得到带积分余项的泰勒公式. 

设以 a 和 a : 为端点的闭区间上的函数 t m /⑷有 n 阶连续导数.利用牛顿-莱 
布尼茨公式和公式 （6), 进行下面一串 演算， 其中所有的微分和代人都是关于变 盘 < 
做的: 

f ( x ) - f ( a ) = f \ t)dt = 一 j: 尸 ⑴ (x — 

= 一 /，⑴ (z - t)「+ £ /"⑼ x - 

= r ⑷ (x 一 4 一 \1: r_- t) 2 Ydt 

= 广⑷ (X-a)- 备 /"(0(x — t ) 2 「+ r f (t)(x-t) 2 dt 

= / ，⑷ (X-a)4 - \r(a)(x - a) 2 - ^3 £ /'" ⑴⑹一 tfYdt 

=/’(a)(x -a) + |/"(a)(x — a) 2 + ••• + 

7T-^ —— l —rz ~ 7 T/ (n_1) (a)(^-«) n-1 +^n(a ； x), 


23 


(n — 1) 


其中 


rn(a,x) = 乂 :/⑷， _ t) n ~y 


这样，我们就证明了 
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命题 2如果函数 t h /(0在以 a 和: r 为端点的闭区间上有直到 n 阶连续导 
数，则成立泰勒公式 

/(x) = /⑷ + ^r(a)(x -a) + ..-+ ⑷^一 f 1 + ^(a;x) 

其中 r n ( a ; x ) 是形如 （7) 的积分形式泰勒余项. 

我们指出，在以 a 和 x 为端点的闭区间上函数 （x - t ) n ~ l 不改变符号，而函数 
/( n )( t ) 在这个区间上连续.因此，根据第一中值定理在这区间上存在点 《使 

Tn ( a ； x ) = J^y [ /(") ⑴(X - V — 1 出 

= (^ Tj !/ ( n ) ( o /；(-0-^ 

=^i / (n) (0(x-a) n . 

这样，我们又导出了熟知的拉格朗日形式的泰勒公式余项（根据上一节的问题 
2 b ), 可以认为€在以 a 和 a ： 为端点的开区间内 •） 

如果从⑺式的积分号下拿出/ ⑷⑹ 化 - O n " fc (fc ^ [ l , n ]), 上边的推理可照样 
进行.同时，与 fc = 1和 fc = n 相对应，得到余项的柯西公式和拉格朗曰公式- 

4. 定积分中的变置替换定积分中的变掻替换公式是积分学中的基本公式之 
一. 这个公式在积分理论中，就像复合函数的微分公式在微分学中一样地重要，并在 
一定条件下借助于牛顿莱布尼茨公式与其相联系 • 

命题3如果[«，/?] — [ a , 6】是从闭区间 a 彡《彡0到闭区间 a 彡 rc 彡&的连 
续可微映射，且 (^( a ) = a 和 ip ( P ) = 6,则对于在 [ a ,6] 上连续的任何函数 f ( x ) y 函数 
f (< p { tW ( t ) 在闭区间 [ a ,0 ] 上连续且成立等式 

J f ( x)dx = J fMO ’( t ) dt . ⑻ 

◄设 7( x ) 是函数/( X )在 [ a , 6 j 上的原函数，则根据复合函数微分法定理知道， 
T (< p { t )) 是函数的原函数，因为函数是区间上的连续 
函数复合和乘积.根据牛顿-莱布尼茨公式，有 

J f { x)dx =尸 (6) - T { a ) 

J 9 f {< p { tW ( t)dt = TMP )) - 


和 



但根据条件 ^( a ) = a 和 M = b ， 可得等式 （8) 成立 • ► 

从公式 （8) 看出，在积分号下不用函数符号而用微分表达式 f ( x)dx 是有道理的， 
它使得在经过变换 x = ^⑴后能自动地得到关于新变量的积分号下的表达式. 

为了不致使事情因烦琐的证明而复杂化，在命题3中我们故意缩小了公式 （8) 
的使用范围，从而可由牛顿-莱布尼茨公式得到它.现在我们转入变量替换基本定理 
的讨论，它的条件与命题3的条件有些不同.这个定理的证明直接从积分的定义岀 
发，即把积分作为积分和的极限. 

定理3设 —[ a ,6】 是从闭区间 a 彡到闭区间 a 彡: c 彡 b 的连续 
可微且严格单调映射，而且 ip ( a ) = aM 0) = &或= b ，( p (0) = a 那么，对于在区 
间 [ a ,6] 上可积的任意函數 /( x ), 函数在区间 [ a ,0] 上可积且成立 等式: 

⑼ 


◄由于#是从区间 [ a ,0] 到区间上的严格单调函数，所以区间 [ a ， 列的 
任意一个分划 P t (a = to <---< t n = 0) 借助于分划尸 t 的点的象心== 
0，1,…， n ) 产生区间 [ a ，6 j 的一个相应的分划 P z , 我们把它记做 ip ( P t ). 同时，当 
< p { ct ) = a 时有 x 0 = a ， 而当 ( p ( a ) = b 时有 x 0 = b . 由 tp 在 [ a ,/?] 上的一致连续性得 
到，如果 A ⑻ — 0,则 \( P X ) = \ MP t )) 也趋于零. 

利用拉格朗日定理，把积分和 a (/; P x > 0 变成以下形式： 

X ! - Xi - i ) 

i=l t=l 

/Mn))^(r<)(ti - «t-i) 

*=i 

= ⑹厶 
i=l 

这里 A = ( p ( ti)^i = 属于以 Xi ^ i . Xi 为端点的区间， Ti 属于以 ti - l.ti 

为端点的区间 （i = l ， •••，). 

其次 

史 /( 咖))/(六)处 = ^/( V > ( T i ) V ， ( T »)^i 

*=1 *=1 





我们来估计最后这个和.由于/ € U [ a , 6), 函数/在 ta ，6 j 上有界.设 \ f ( x)\^C 
在 la ， b 】 上成立.那么， 

»=1 t=l 

这里4表示以为端点的区间 • 

上式右端的和式当 A ( P t ) — 0时趋于零，因为 〆 是区间 [ a ,(3) 上的连续函数. 
这样一来，我们证明了： 

n n 

Y1 /(^i)Axi = ^2 /M r i)V(n)Ati + a, 


其中 a 当 A ( P t ) - 0 时趋于零.已经看到，如果 A ( p f ) - 0,就有 A (/^) — 0,但 

/€ n [ aM ， 因此，当 A (匕 ）— 0时，上面等式的左端趋于积分/ f ( x ) dx . 因此， 

当 X ( P t ) — 0时，这个等式右端应有相同的极限. 

然而，和 A f (< P ( Ti )» i ) 厶 “完全可以看作是对应于带标志点 T = ( n ， …， T „) 

的分划巧的二 1 个积分和，这是因为由 W 的严格单调性，任何点组 T 都能从分划 
P x = M ) 的区间中与之相应的标志点组€ = (6，. ••，《 n ) 得到 • 

这样一来，根据定义，这个和式的极限是函数在区间上的积 
分，这就同时证明了函数在区间 [ a ,/? l 上的可积性和公式⑼ • ► 

5. —些例子现在考虑几个例子,其中将要用到刚讲过的这两节中所得到的公 
式和证明过的关于积分性质的定理. 


J 1 \/r^dx = 厂 


一 sin 2 tcostdt 



为了计算这个积分，我们做了变量替换工= sinf ， 然后求出经过这个变换后的被 
积函数的原函数，再应用牛顿〜莱布尼茨公式. 

当然，也可以用另外的方法去做：首先求出函数 y / T ^ 的相当复杂的原函数 

-xVT^+Urcsm x, 然后再用牛顿-莱布尼茨 公式. 这个例子说明，在计算定积分 
2 2 

时，有时能幸运地避开求复杂的被积函数的原函数. 




例 2 证明： 当 m , n € NB 寸，有 

a ) J sin mx cos nxdx = 0, 

b ) [ sin 2 mxdx = n ， 


a) L si 


nxdx = 


sin mx cos nxdx 


2 7.. 


( sin(n + m)x - sin(n — m ) x)dx 


(一 ▲ cos ( m 十咖 + ⑺咖 一 m ) x ) L =°^ 

其中 n - ^ / 0. 而当 n - r ^= 0 时可以单独计算，显然这时也得到同疗结果. 

b ) J sin 2 mxdx = - / (1 — cos 2 mx)dx = ^ ^ — sin 2 mx ) | = 7 r . 

c ) J cos 2 nxdx = ^ ^ (1 + cos 2 nx)dx = i ^ sin 2 nx ) | = 7 r . ► 

例 3 设/€尺[- a , a } •证 明： 


/ (咖 = 2 /。/(咖 当 / 是顧数 


当/是奇函数. 


如果 f (- x ) = /⑷，则 


f ( x)dx 


f ( x)dx + h /⑷血 


= /o /( 一⑽ 


f ( x ) dx . 


=Jo (/(:)+/(- 触 ="。 /( #. 

如果 /(- x ) = - fix ), 仍然通过上面那些计算可以看出 


/ f { x)dx = / (/( x ) + f (— x))dx = 0 -dx = 0. 

J-a Jo Jo 

例 4 设 / 是在整个数轴 R 上定义的以： T 为周期的周期函数，即/& + T ) 
f ( x ) 对于 2 ： € R . 



如果 / 在每个有限区间上可积，则对于任何 aeR 成立不等式 


> a+T 


f ( x)dx 


f ( x ) dx , 


也就是说，周期函数在长度等于它的周期的区间上的积分不依赖于积分区间在数轴 
上的 位置： 

/»a+T rO rT ra-\-T 

J f ( x)dx = J f ( x)dx + j f ( x)dx + j f { x)dx 
= 〔 f ( x)dx + /( x)dx + j : + 


= /o f{X)dX 


/(x)dx-f J f(t)dt = j f(x)dx. 


在这里我们做了替换 x = t + r ， 并应用了函数 /(： r ) 的周期性 • 

例5假设需要计算积分 sinx 2 dx 精确到10- 2 的值 • 

我们知道，函数 sinx 2 的原函数/ smx 2 dx (菲涅耳积分）不能表示成初等函数， 

因此，像通常那样地利用牛顿-莱布尼茨公式，在这里是不 行的. 

我们用另外的做法.在微分学中研究泰勒公式时，作为例子我们曾指出（见第五 
章§3的例 11): 在区间 [-1,1) 上成立精确到10- 3 的等式 

sinx « x - + = P ( x ). 

然而，如果在区间 [-1,1] 上有 | sinx - P ( x )|< 10- 3 ,则成立 | sinx 2 - P ( x 2 )|<10- 3 
当0彡 x 彡 1. 因此， 

[ 8\ nx 2 dx - f P ( x 2 )dx < f | sinx 2 - P ( x 2 )\dx 

Jo Jo Jo 

< C 10" 3 dx = 10* 3 . 


这样一来，为了以所需要的精确度计算出 


dx 的值，只要计算 


P ( x 2 ) dx 就够了.但是， 


P ( x 2 )dx = 


/»1 个 

+ 0.310 土 1CT 3 . 

3 3!7 5!11 




因此， 


sinx 2 dx = 0.310 土 2 • 10~ 3 = 0.31 土 10_ 2 . 


例 6值 m = r [ b f ( x)dx 叫做函数 f ( x ) 在区间 [ a ,6] 上的积分平均值. 

0 - a J a 

设/是在 IR 上定义且在任何区间上都可积的函数. 

用/构造新函数 

1 r x ^ 6 

F sM = 2S J s ’( ⑽， 

它在点 X 处的值是/在点 x 的5-邻域中的积分平均值. 

我们来证明，函数巧⑷(它叫/的平均函数）比/更正则些.确切地说，如果/ 
在任何区间 [ a ，6] 上都可积，则 G 在 R 上 连续； 而如果/ € C ( R )， 则 A € ^( R ). 
首先检验函数 Fs ( x ) 的连 续性： 


\ F s (x ^ h ) - F s ( x )\ = 




f ( t ) dt + f [ t)dt 

Jx-S+h 


<^(C\h\+C\h\) = j\hl 

这里假设 1 / ⑴ I < c ， 为此只要 《 在 a : 的 2(5 -邻 域中变动且 |/ i | < (5 即可.显然，从这 
个估计立刻推出函数 F s ( x ) 的连续性. 

如果/ e C ( R ), 根据复合函数微分法，有 


因此，从 


f ( t)dt = ^ / /( ⑽•尝= /( P ⑻) 〆 ⑻. 

1 rx +6 1 rxS 

Fs ( x ) = - / f ( t)dt f ( t)dt 


得到 


• ㈣ 2 y (“) 

经过积分变量的替换 t = x + tx 之后，函数 Fs ( x ) 可以写成以下 形式: 


Fs ( x ) 


f{x -f u ) du . 


如果 / € C ( R )， 利用第一中值定理，就得到 

Fs ( x ) = 士 f(x + r ) • 2^ = f(x -f r ) 
其中 | T | < (5. 由此推出很自然的结果： 

lim F ^ x ) = f { x ). 

d —+0 




练习 


利用积分求 

^ n^oo [(^TIF 
b ) lim 1^. + 


_ JL.l 

(2 n )2 j - 

k 

-，a 彡 0. 


2. a ) 试证： 幵区间上的任何连续函数在该区间上都有原函数. 

b ) 试证： 如果/ € 贝 ij /可以表示成区间 [ a ,6] 上的两个不减函数之差（见§1的 

问题 4). 

3. 试证： 在函数 g 光滑假定下，利用分部积分即可把积分第二中值定理 （§2 的定理 6) 直接归 
结到第一中值定理. 

4. 试证： 如果/ € C ( R ), 则对于任意确定的区间 [ a ,6], 根据给定的 s >0 t 可以取5 > 0,使在 
区间 [ a ,6] 上成立不等式 \ Fs ( x )- f ( x )\ < e , 其中 A 是例6中的平均函数 • 

5. 试证：当 I —► + oo 时，有 

「、>〜 2 一， 

Ji 1 x 

r *+ 1 

6. a ) 验证：当 a : — oo 时，函数 f ( x ) = J sin t 2 dt 有下列表示 

/w = £^!- S^O 

b ) 求 lim xf ( x ) 和 lim xf ( x ). 

X —♦<» X 一 OO 

7. 试证： 如果 / : R — R 是在每个闭区间 ( a ,6] cR 上可积的周期函数，则函数 


F ( x ) = 

可以表示成线件闲数与周期函数之和的形式. 

8. a ) 验证： 当 : r > l 和 n € N 时，函数 




Pn(x) = — / (X -f \fx 2 COS ip) n dip 


是 n 次多项式 （n 次勒让德多项 式). 
b ) 试证： 

1 厂 dtp 

Pn(X) - n J Q (x _ y/x 2 - 1COS 矽 ) n 

9 .设 / 是定义在区间 [ a ,61 C R 上的实值函数，而《 1 ，.- ，《 m 是这个区间的不同点 • rn - 
拉格朗日插值多项式 m 

“-“工) = 史/⑸ n I —% 



的值与函数 / 的值在点心，… ，6 n (插值节点）重合，而且，如果/ € C ( m ) [ a ，6]， 则 

f ⑻- L m - x ( x )= ▲/—)(«*))‘(:)， 

m 

其中 ujm ( x ) = n (工一 6)，而 C ⑷ eK 6[(见第五章§3的问题 11). 

*=1 

设 & = ^ ^氏，则氏 € [- l , l](i = l ,..., m ). 
a ) 试证： 


Lm - i ( x)dx = 


6 — a 


WWW 

1 >胤 


其中 


一 /:ta 技 


特别地， 


« i ) J Lo ( x ) da : = ( fc - a )/ (^^)，当 m = 1，01 = 0; 

»2) f Li ( x ) d:r = ^ y ^[/( a ) +/(!>))，当 m = 2，^ = 一 1，沒 2 = 1; 

J a b 

«3> J L 2 ( x)dx = [/( a )+ 4/(^^) +/(6) j ， 当 m = 3，〜=-1，〜= 

0, 03 = 1. 

b ) 设 / € C ( m ) [ a ,6], 令 M m = max |/ ( m ) ( x )|. 估计公式 

*€(a,6| 


f ( x)dx = / L m -\( x)dx + Rm 


中 Km 的绝对误差，并证明 |Hm| < 


UJm { x )\ dx . 


c) 在情形 ai) t a 2 ),a 3 ) 中公式 （*) 依次称做矩形公式，梯形公式和拋物形公式.在最后一 
种情形中，这个公式也叫辛普森公式①. 试证： 在情形 ai),a 2 ),a 3 ) 中成立 公式： 

«. = ^(6-a) 2 ,fl 2 = - tlM { b - a ) 3 , R 3 = 

其中 [a,6], 而函数 / M 于相应的函数类 C (fc) (a,6]. 

d) 设 / 是多项式 R 为使矩形公式、梯形公式和拋物形公式是准确的，问多项式 P 的最 
高次数分别是多少？ 

设 /i =- -；Xfc = a + hk. A: = 0,1， • • •，n;2/fc = f(xk)- 

e) 试证 ： 在设形公式 

[f(x)dx = h(yo + 2/i + • • • + i/n) + Hi 


中， 余项柘 = 其中 之 € [a,6]. 
①辛普森 (Simpson) (1710—1761) ——英国数学家. 



f ) 试证： 在梯形公式 
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J ( x)dx = 2 [(2/0 + y n ) - f - 2 (yi + 2/2 + . • • + 2 /n-i)] + 


中，余项 ％ = ^(6- a )/ i 2 , 其中以 [ a , 6]. 

g ) 试证： 在辛普森公式（抛物形公式） 


j f(x)dx = - [(yi + 2/n) + 4(yi + y3 + …+ 2/n- i) + 2(y 2 + 2/4 + ••• + yn- 2 )] + R3 
中，这里 n 是偶数，只 3 = - l ^ p .( b - a ) h \ 其中 f G [ a ,6]. 


h ) 试根据关系 


= 4 /^ 


计算 7 T 的值，要求精确到10- 3 ,依次利用矩形公式、梯形公式和拋物形公式.注意辛普 
森公式是特別有 效的. 正因为如此，它是最常用的求积公式（对一维情形下数值积分公 
式采用这些命名，是因为它们可把积分与相应的曲边梯形的面积等同起 来). 


10. 变换公式（7)，求出如下形式的泰勒公式余项，其中 /I = z - a : 

a ) 爾 O ; 

b ) 

11. 试证： 积分中的重要变 M 替换公式 （9)， 在没有替换函数单调的假定时，仍然成立. 


§4. 积分的一些应用 

在应用中经常是按照同一个格式运用积分，因此，单独地叙述一下这个格式是 
有益的.这就是本节第一段的内容 • 

1. 定向区间的可加函数和积分在§2中讨论积分的可加性时，我们引进了定 
向区间的可加函数的概念.我们记得，定向区间的可加函数是形如 (^(3) ^ 1(^0) 
的函数，它使由固定区间 [ a ，6] 的任意两点 a ，/? € [( x ， fc ] 构成的每个序对 ( a ,/?) 对应 
于一个数 /( a ,^), 而且对于任意三点 a ,^ 7 €[ a ,6] 成立等式 

/(a, 7 ) = /(a,/?) + /(^7). ⑴ 

当 a = 0 = 7时，从 （1) 推出 /( a , a ) = 0;而当 a = 7时，我们得到 1(^0) + 
/(^ a )=0, 亦即 /( a ,/3) = -/(/?, a ). 在这里可以看出点《，/?的次序的影响 • 

令 


^ F { x ) = /( a , x) y 




根据函数 J 的可加性，我们有 
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/( a ,/?) = /( a ,/3)-/( a , a )= 增- T ( a ). 
这样一来，每个定向区间的可加函数都有 


I(a,0)=T(p)-T(a) ( 2 ) 

的形式，其中 : r ^ T ( x ) 是区间 [ a , 61上点的函数. 

容易验证，上述断言的逆命题也对， 亦即： 定义在区间丨 a , 61上的任意一个函数 
: c h T ( x ), 按照公式 （2) 都产生一个定向区间的可加函数. 

我们举两个典型例子 

例1如果/ €叫〜6】，则函数 : F ( x 、 = J : f ( t)dt 按公式 （2) 产生可加函数 

I ( o ,0) = J f ( t ) dt . 

我们注意到，在这种情形下，函数 Hx ) 在区间 [ a ，6] 上连续. 

例2设区间丨0, lj 是无重 M 的一条弦，在 a : = 1/2处系一个质 M 为1的珠子. 
设 Hx ) 是位于区间 I 0， a；l —段弦的质 M ， 则由假设条件，有 

可加函数 

/(«，/?)=增-，⑷ 

当/?〉 a 的物理意义是半开区间 ) a } 0] 中的质最. 

由于函数7间断,在这种情形可加函数 /( a ,/?) 不可能表示成某个函数——质 
M 密度——的黎曼积分.（这个密度，亦即区间的质量与区间长之比，在区间[0，1】 

上任意点处应当等于0,而在 x = | 处应当是无穷大 .） 

现在来证明一个以后有用的命题，它给出了可加函数能由积分产生的一个充分 
条件. 

命题1设可加函数 I ( a ,0) 对于区间 [ a ,6] 的点 a ,/? 有定义，且存在函数/ G 
n [ a y b ], 它与 J 以下述方式相联系：对于任意区间彡 a <0 彡6,成立关系 

inf f ( x )(0 - a ) < /( a ,/3)^ sup f ( x )(0- a ). 

xe [ a , 0 ) x €[ a ,/3] 


那么， 


八 a ,6)=/ f ( x ) dx . 


4设 P 是区间 [ a ，6 j 的任意一个分划= 


= 6 ; 


i = inf /(X )， Mi = sup f { x ) 

xe[Xi-uXi\ X^[Xi^i t Xi] 


对于分划 P 的每个区间根据假设条件，我们有 

rriiAxi ^ ^ MjAxj. 

对于这个不等式求和并利用函数 l ( a ,0) 的可加性，得到 

n n 

rriiAxi 彡 7 ( 0 , 6 ) ^ AfjAxj. 

t=i t=i 

我们知道，这个不等式两头分别是函数 / 相应于区间 [ a , fe 】 的分划 P 的下积分 
和与上积分和.当 A ( P ) — 0时，它们有同样的极限，即/在 [ a ，6] 上的积分.这样一 
来，取极限 A ( P )—0, 就得到 


/( a , 6) 


f ( x ) dx . 


现在，我们以具体问题来说明命题1的作用. 

2. 道路的长度有一质点在空间 R 3 中运动.设已知它的运动规律是 r ( i ) = 
_，!/(<)，■，其中 x ( t ) Mt ), z ( t ) 是点在时刻 < 的笛卡儿直角坐标. 

我们要确定在时间间隔 a ^ t ^ b 内质点所通过的道路的长度/ [ a , 6]. 

首先把几个概念精确化. 

定义1设 x ( t ) Mt ), z ( t ) 是定义在区间上的连续函数，则从这个区间到空间 R 3 
的映射 f ^ ( x ( t ) iy { t ), z ( t )) 叫做 R 3 中的一 条道路 • 

定义2如果 f ^ ( x ( t ) iy { t ), z { t )) 是一条道路.它的参数《的变化范围是闭区 
间则称空间 R 3 中的点 >1 = ( x ( a ), i /( a ), 2 ( a)),B = ( x ( b ) Mb ), z ( b )) 分别是该道 
路的 起点和 终点. 

定义3 —条道路叫做 闭的， 如果它有起点和终点而且它们是重合的 • 

定义4如果 r : — R 3 是一条道路，则区间/在空间 R 3 的像 r ( i ) 叫做该 

道路的承栽子. 

抽象道路的承载子完全可能不像我们称之为曲线的几何图形.替如，有这样的 
道路，其承载子包含整个三维立方体（佩亚诺“曲线”).但是，如果函数 x ( t ) Mt ), z { t ) 
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充分正规（臂如，机械运动的情形，这时它们是可微的)，则可严格地证明它没有任何 
与我们的直观相抵触的东西. 

定义5设 r : — R 3 . 如果映射/ — r(i) 是双方单值的，则尸叫做简单道路 
或参数化曲线，其承载子叫做 R 3 中的曲线. 

定义6闭道 路厂： - R 3 叫做 简单闭 道路或 简单闭曲线， 如果道 路尸： 
[ a , b ] ^ M 3 是简单的. 

这就是说，简单道路与任意道路的区别在于当我们沿着它的承载子运动时不会 
间到曾经经过的任何点，亦即在任何地方它都不与自己的轨迹相交，除非是在终点 
(此时，给定的简单道路是闭的). 

定义7 设厂. • J — R 3 . 称它是具某种光滑性的某某类的道路，如果确定这个道 
路的函数 x { t ) Mt ), z { t ) 属于相应的函数类. 

例如，我们有 CM 类， C ⑴ [ a ，6 j 类以及 [ a ,6] 类道路 • 

定义8 设厂： [ a , 6】 — R 3 . 称它是 分段光 滑的，如果能把区间 [ a , &1 分成有限多 
个区间，且在其中每一个上，映射厂都由连续可微函数确定. 

光滑道路,也就是 C ⑴ 类道路，以及分段光滑道路正是我们现在要研究的对象. 

现在可以把原来的问题陈述成如下形式：试确定一光滑道路 r : [ a , 6] — R 3 的 
长度 • 

关于在时间间隔内所通过的道路的长度 l \ a,bl 我们原来的概念是这 
样的： 第一，如果 a < /? < 7,则 


/ [ a , 7] = + 

第二，如果 v ( t ) = _， 淋 _是点在时刻《的速度，则 

inf \ v ( t )\(0 - a ) < l [ a , P ] < sup | v (^)|(/3 - a ). 

这样一来，如果函数 i : ⑷， 2) ⑷， i ⑴在 [ a ，6 j 上连续可微，则根据命题1，我们能 
定义 , 

lla ， b ] = Ja \ v ( t)\dt = ^ V ^ 2 (0+ 浐⑷ + P ⑷成 (3) 

我们就取它作为光滑道路厂 ：[ a ，— R 3 的长度的定义. 

如果= 0,则道路的承载子在一个平面内，而公式 （3) 有如下形式\ 

i [ a ,6] = J b y / x 2 ( t ) 4- yHt)dL ⑷ 
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例3我们做一些把公式 （4) 应用于已知对象的 尝试. 设有一点按规律 

x = Rcos 2 / jrt i 

y = /? sin 27 r ^ (5) 

在平面内运动. 

在时间间隔[0，1]内该点绕半径为尺的圆周一次，通过的路程长应当是 2 nR . 

根据公式 （4) 计算可得： 

广 1--- 

l [ a y b ]= / yJ (-2 nRsm 2 Trt ) 2 4- (2 TrRcos 27 rt) 2 dt = 2 nR . 

尽管这两个结果的一致是令人鼓舞的，但值得注意的是在上面的推理中存在一 
些逻辑上的漏洞. 

如果采用中学里的定义，函数 COSQ 和 sin a 是点 po = (1,0) 旋转 a 角所得的像 
P 的笛卡儿坐标. 

不计符号， a 的值是以圆周 x 2 + y 2 = l 上界于 po 和 P 之间的弧的长来度量的. 
这样一来，在这种处理下，三角函数的定义以圆弧的长的概念为 基础. 因此，当计算 
上面的圆周长时，由于用了圆周的参数方程（5)，从一定意义上讲，是陷人了逻辑循 
环. 

但是，我们将会看到，这个困难并不是原则性的，因为圆周的参数形式完全可以 
不用三角函数 给出. 

考察定义在区间 [ a ,6] c R 上的函数 y = /( x ) 的图形 的长. 这是计算具有特殊 
参数化形式 : r ^ ( xj ( x )) 的道路厂： — R 2 的长度的 问题. 从这个参数化形式 
看出，映射 [ a，bl — R 2 是双方单值的•因此，根据定义5,函数的图形是 R 2 中的 

曲线. 

这时，公式⑷可以简化，因为在其中令 x = t，y = m 钵得到 

l[aM = ⑹ 

特别地，如果考虑圆周 X 2 + y 2 = 1的半周圆2/ = -1 < Z < 1，则得到 

/= f ' 八 +[ ^ X -Sdx= f -^=5 ⑺ 

7-1 V L\/i - Vi - x 2 

但是，在最后的积分中被积函数是无界的，因此，在前述意义下它是不存在的 • 
这难道说半圆周没有长度吗？这仅仅说明半圆周的上述参数化不满足使函数元分连 
续的条件，而这些条件能保证公式（ 4 ),从而也保证公式⑺）成立 • 因此，我们应当或 
者考虑推广积分的概念，使（ 7 )式中的积分有确定的意义;或者选取另外的参数化形 
式使之能满足保证公式 （6) 可用的条件. 




. 积分的一些应用 


我们看到，如果在形如 [-1 + (5,1-(5] (其中 <5满足条件-1<-1 + (5<1-(5<1) 
的区间上考察上面所取的参数形式，则公式 （6) 可用，根据它求出在区间 1-^] 
上的圆弧的长为 


Z[-l + (5,l-5] = f 


dx 

1+5 y/1-x 2 ' 


因此，自然应当认为，半圆周的长 Z 是极限 £ r ^ Z[-l + M -外正是在这个意 

义下理解关系 （7) 中的积分.下一节我们将详细黎曼积分概念的这种自然的推 
广.至于说到我们研究的具体问题，那么，既使不改换参数形式也可以求出，臂如，长 

度 ； hi 它是单位圆圆周上所对的弦等于半径的那样—段弧的长度.这样，(从几 

何知识可知）应当 成立 ： 1 = 3.1 
我们还看到 

/d-f + 工 2 )气 f - x ' } 

J \/\ — x 2 J \/l — x 2 J 2 J y/\ — x 2 

= 2 j y/l — x 2 dx 一 x>/\ — x 2 , 


因此， 


/ l 一彡 l — 彡 

\/l — x 2 dx — (x\/l — x 2 ) • 


这样一来 


=Jii^Z [一 1 6 y l — S] = 2 J y/l — x 2 dx. 


半径为 1 的半圆周的长度以符号 7 T 表示，于是，我们得到 公式: 

7T = 2 / \/l — X 2 dx. 


最后这个积分是常义（不是广义的）黎曼积分，从而可以计算出它的具有任意给 
定的精确度的值. 

如果对于 : r € 1-1， lj 称 lj 为 arccos x , 则根据上面的计算，有 


arccos 


X = J: 


dx 

y/\ — x 2 


或 


arccos x = x 
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如果把弧长作为原始的概念，那么，刚才引入的函数 a : ^ arccos x , 以及可用类 
似方法引人函数 a:arcsin x 都应作为原始概念，而函数 a : cosx 和 : r sinx 可 
以作为它们在相应区间上的反函数得到.实际上，在初等几何中正是这样做的. 

计算半圆周长这个例子的教益不仅在于通过对它的分析使我们有可能对三角函 
数的定义作出某些有益的评注，还在于它提出了一个很自然的 问题： 当论及曲线长 
度时，由公式 （3) 确定的数是否依赖于 rr 、 y 、 2 坐标系和曲线的参数形式的选取？ 

我们把对空间笛卡儿坐标的作用的分析留给读者自己去做，这里只讨论参数形 
式的作用. 

准确地说,设 r : — R 3 是一条简单道路,它的承载子是一条曲线.给定了一条 
道路，就是建立了相应曲线的参数形式.点或数 t € J 叫做参数，而区间 J 叫做参数 
的变化区域. 

如果厂 ： J — £和 f : — Z ： 是具有相同值域£的两个双方单值映射,则显然可 
产生这两个映射的定义域间的两个双方单值映射户- 1 or : /和 r - 1 ： 

特别地，如果一条曲线有两个参数形式，则在它们的参数 tel mrei 之间可 
以建立自然的对应 e = «( T ) 或 T = r(t), 使得能根据点在一个参数形式下的参数值 
确定它在另一参数形式下的参数值. 

设厂： [ ci ，6 j — Af : [ a ^] - C 是同一条曲线的两个参数形式，且在起点和终 
点分别有 r ( a ) =户 ( a ) 和厂(&) = f (/?). 那么，从一个参数变到另一个参数的变换 
函数 t = t ( r),r = r { t ) 是把这两个区间中的一个映成另一 
个的连续、单调映射，而且 a ^ a 和6 ^ 如果曲线 厂和 t 分别由光滑函数组 
( x ( t ) f p ( thz ( t )) fP ( x ( r ) 9 y ( r ) 9 z ( r )) 给出，且 \ v ( t )\ 2 = x 2 ( t ) -f y 2 ( t ) + z 2 ( t ) / 0 在 
[ a , 6] 上成立，而在上有 \ v ( t )\ 2 = i 2 ( t ) + i 2 ( t ) + i 2 { t ) / 0. 那么，可以验证，这 
时变换函数《 = «(T) 和 T = 7 •⑷是光滑的，而且在各自的定义区间上有正导数. 

我们现在不证明这个命题，它将在适当的时候作为隐函数定理的一个推论而得 
到.而现时，上述命题促使我们引出以下 定义. 

定义9称道路 户： [ a y 0] - R 3 是从道路 r : — R 3 借助于 参数的容许替 

换得出的，如果存在光滑映射 r : [ a ，/?] — [ a ， fej 使 T ( a ) = a , T ( p ) = 6,在 [ a y 0 ] 上有 
r ( T )> o , 且 r = ror . 

现在来证明如下一般的命题. 

命题2如果光滑道路 [ a ， 列 — R 3 是从光滑道路 r •• [ d ,&] — R 3 借助于参 
数的容许替换得出的，则这两条道路的长相等. 

◄设户：[«，別和7 1 : 【 a ,&] R 3 分别由光滑函数组 f h ( i ( r ), 2 /( r ) ? i ( r )) 
和亡^ ( x ⑴， y ( t )，2(0) 给出，而 t = «( t ) 是参数的容许替换，在这个变换下有軻 t ) = 

x(t{T)),y(T) = y(t(T)),z{T) = z(t{r)). 



.， 复合函数微分法以及积分变量替换规则，得到 


x 2 ( t ) + y 2 { t ) + z 2 ( t)dt — 


x 2 (t(r)) + y 2 (t(r)) + z 2 {t(r))tf(T)dT 


= J q [ 邱 ⑺)⑺]2 + _(T))f ⑺+ [i(t(r))^(r)]2dr 

= J \ J x 2 ( r ) 4- ^ 2 ( r ) -f l 2 ( r ) dr . ► 

特别地，我们也证明了曲线的长不依赖于它的光滑参数形式的选取. 

分段光滑道路的长定义为组成它的诸光滑道路长之和.因此，容易验证，分段光 
滑道路的长经过参数的容许替换仍然不变. 

作为结束关于道路的长和曲线的长这些概念的讨论（在得到命题1之后我们就 
有权正式使用这些概念了)，我们再研究一个例子. 

例4求用标准方程 

会+ ^ = 1 ⑻ 

(其中 a ^ 6 > 0) 给出的椭圆的周长. 

取参数形式 x = asin ^, 2 / = 6 cos ^»,0 ^2 n . 我们得到 

,2 tt _ 

1=1 (acosTp) 2 + (—bsimp) 2 dtp 
Jo 

=f Ja 2 - ( a 2 - fr 2 ) sin 2 rpdxp 


= 4 a 


sin 2 tpdip 


= 4 a 


— k 2 sin 2 少钟、 


其中 fc 2 = 
积分 


- ~ 是椭圆的离心率的平方. 




- k 2 sin 2 rpd^f 


不能表示成初等函数，而且，由于它与椭圆有上述关系，所以叫 做椭圆积分. 更准确 
地说， E(k ， ip) 叫第二类勒让德椭圆积分. 当 p = tt /2 时，这个积分的值，显然它只 
依赖于 fc ， 记做 E ( k ), 叫 第二类全椭圆 积分. 因此， E ( k ) = E ( fc ,7 r /2), 而楠圆的周长 
I = 4aE(k). 


3. 曲边梯形的面积我们来研究图形以56(图 48), 它叫做曲边梯形.这个图 
形由垂直线段 aA ， bB , 横轴上的线段 [ a ,6] 和曲线围成，其中是区间 [ a ， fc ] 
上的一个可积函数 y = / Or ) 的图像. 
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设 [ a ,/3] 是包含在 [ a ,6] 中的一个区间•以 S ( a ^) 
表示与 [ a ,/?] 相应的曲边梯形的 面积. 

我们关于面积的概念是这 样的： 如果 a < a < /? < 
7 彡^则 

S(a,7) = S(a,0) + 5(/3, 7 ) 

(面积的可加性）以及 


图 48 

J& /(X)( ^ aK5(a ^ K 


(一 个图形的面积不小于它所包含的图形的面积). 
因此，根据命题1,上述图形的面积应按公式 

S ( a ， b ) = f f ( x)dx 


⑼ 


计算. 

例5用公式 （9) 计算由标准方程 （8) 给出的椭圆的面积. 

根据图形的对称性和面积的可加性，只要求出该椭圆位于第一象限的那一部分 
的面积然后将它四倍即可.我们来进行 计算： 

s=4 f: 

rir /2 

= 4 ab cos 2 tdt = 2 ab I (1 一 cos 2 t)dt = nab . 

Jo Jo 

在这个计算过程中我们作了变换工 = asin ^0^ t ^7 r /2. 

因此， S 特别地，当 a = 6 = H 时，我们得到半径为 i ? 的圆的面积公式 

irR 2 . 

注必须指出，公式 （9) 是在条件“在6】上 /( x ) > 0” 下给出曲边梯形面积 
的.而如果是任意一个可积函数，则积分 （9) 给出的显然是位于横轴上边和横轴下边 
的那些曲边梯形的面积的代数和.这里在横轴上边的曲边梯形的面积带有正号，而 
横轴下方的则带负号. 

4. 旋转体的体积设图48上的曲边梯形绕区间 [ a , 旋转,我们来确定所得立 
体的体积. 

以 V ( a ,0) 表示由曲边梯形 a / ⑷/(/?)沒旋转所得立体（见图必）的体积，其中 
相应的区间 [ a , (3) C [ a ,6). 

根据我们关于体积的概念，应当成立以下关系：如果 a < a < /? < 7 < 6,则 
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V 1 - sin 2 ta cos tdt 


V(an) = V(^0) + V(0n) 





和 


兀（^ ^ su p f ( x )) 2 (0~ a )- 

x € l Q ^] i 6[ a ,/3] 

在上式中，我们用了内接和外切柱体的体积去估计 V ( a ， 奶，还用了柱体体积公式（如. 
果已经知道了 _面积公式就不难得到它). 

因此，根据命题1，有 

V ( a , b ) = 7 T J f 2 ( x ) dx . (10) 

例6将由横轴上的区间 [-«,«] 和圆弧 y = y / R 2 - x 2 (-R ^ x ^ R ) 所围成 
的半圆绕横轴旋转，就得到半径为丑的三维球，根据公式 （10) 容易算出它的体积 

= 1 ^- 

对线、面以及体的度量的更详尽的讨论将在本教程第 II 卷中进行，那时我们还 
将解决给出的定义的不变性问题. 

5. 功与能物体在常力作用下沿着力的作用方向移动.力对物体所做的功以力 
和位移的乘积来度量.这个量叫做力在给定位移上的功.在一般情形，给定力 
的方向与位移方向可能不共线（臂如用绳子拖雪撬)，这时功是用力向 S 与位移向 M 
的内积 〈 F ， S 〉 来度 M. 

下面几个例子涉及功的计算并利用了与功相联系的能姑的概念. 

例7根据定义，把质量为 m 的物体从离地面高度为心的地方举到高度为心 
的地方，克服重力所做的功等于 mg ^- h ,). 假定整个操作过程是在地面附近进行 
的，从而重力 mg 的变化可以忽略不计.关于一般情形将在例10中讨论. 

例 8* 设有一理想的弹簧，它的一端固定在负半轴上一点，且使数轴的 O 点与 
另一端的平衡位置重合.众所周知，当这个端点位于2；点时，拉住它所需要的力等于 
kx 、 此处 fc 是弹寶的弹性系数. 

现在来计算将弹簧的右端点从 x = a 处移动到 rr = &处所需之功. 

我们认为功 A { a ^) 是区间 [ a ,0 ] 的可加函数并满足估计 

inf kx (0 一 a ) 彡 A ( a ,0) < sup kx (0 - a ), 

找[«，纠 x€[q,^] 




这是克服弹性力所需之功，而弹性力本身在同一段位移上做的功与此只差一个 
符号. 2 

我们求出来的函数 U ( x ) = — 可以用来计算改变弹簧状态时所要完成的功， 
而这意味着，当弹簧恢复到原来的状态时它将完成这些功.这种只依赖于系统构形 
的函数叫做该系统的势能.从势能的构成看出，它的导数给出了弹性力，但具有与弹 
性力相反的符号. 

如果质点 m 在上述弹性力的作用下沿 a : 轴运动，则它的坐标: r ⑴作为时间的 
函数将满足方程 

rax — — kx . (11) 

有一次我们验证了（见第五章§6第6段 ） M 

^ ^ = m + U ( x { t )) = E (12) 

(即系统的动能和势能之和）在运动过程中保持不变 • 

例9现在再考察一个例子，在这个例子中将遇到一系列我们已经掌握的微分 
学和积分学的概念. 

首先注意，类似于为描述满足方程 （11) 的具体力学系统而引进的函数（ I 2 )，对 
于形如 

s ( t ) = f ( s ( t )) (13) 

的任意方程，其中/⑷是给定的函数，只要取 t / ⑷满足 U \ s ) = -/⑷，就能得到和 
式 

i -^ U ( s ) = E (14) 

不随时间变化. 

事实上， 

dE 1 ds 2 dU ( s ) ... dU ds .... ( .. 

m + 丁々一 /w)=o. 

这样一来，从 （14) 求出 i = ± y / 2 (E - (这里根式的符号应与导数石的符 
号一致)，从而 



由此， 

其中是常数. 





因此，利用方程 （13) 的能量守恒律（14)，原则上 
可以解出这个方程，但求出的不是函数而是它的 
反函数 t(s). 

方程 （13) 岀现于，臂如，描述点沿着给定曲线运 
动的问题中.设质点在重力作用下沿着一个狭窄的理 
想光滑槽子移动（图 49) .设 <0是从某固定点0■一 
计算的起点，沿着槽子到时刻 < 质点所处位置的距离（即路程的长).显然，冲）是质 
点的速度，而 .¥(0 是它的加速度切向分量，它等于重力在小槽的给定点处的切线分 
撤.重力的切线分 M 只依赖于小槽的点，也就是说它只依赖于 S (因为 s 可以看作小 
槽所在曲线的参数①)，这是很明显的.如果以 /( s ) 表示重力的这个分力，则 

ms — f(s) 

对于这个方程，有 

-\-U(s) = E 

保持不变，其中 U(s) 满足 U，(s) = 一/⑷ • 

由于 \ms^ 这一项是点的动能，而沿梢子运动假定没有摩擦，因此，无须计算就 

可猜到，不计常数之差，函数 U(s) 应具有 mgh(s) 的形式，这里 mgh(s ) 是重力场中 
位于高度处的点的势能 • 

如果在初始时刻 f = 0 有 3(0) = 0, «(0) = 5。和 h(so) = ftoi 则从关系 



—= 5 2 + 2gh(s) = C 
m 

可以求出 ， C = 2gho. 因此， i 2 = 2g(h 0 - h(s)), 



特别地，如果点沿着半径为/?的圆周运动（譬如摆的振 
动)，长度 s 从圆周的最低点算起，而初始条件 如下： 当 f = 0 
时 40 ) = 0并给出了初始倾角仰(图 50), 那么，容易验证, 
以倾角 W 表示 s 和 / i ( s ) 后，有 



图50 




® 借助于曲线的长对曲线做的参数化叫做自 



这样一来，我们得到摆的半周期 


2 T= 2 



dtj? _ 

«po . 2 ^ 
-- —— sin — 
2 2 


(17) 


由此，经过代换 



= sin ^, 


我们得到 


其中 fc 2 = sin 2 ^. 




(18) 


我们记得，函数 


F(A: ， p) = 


- k 2 sin 2 0 


叫做第一类勒让德椭圆积分 • 当 f ^时，它只依赖于 fc 2 , 记做 K ( k ), 叫做第一类 


全椭圓积分.这样，摆的振动周期等于 


=4 々 


(19) 


如果初始倾角很小，则可令 fc = 0,从而得到近似公式 


T « 27T 




( 20 ) 


在得到公式 （18) 后，我们应当分析一下推导的全过程.我们将发现， (15) — ( I ?) 
中被积函数在积分区间上是无界的.类似的困难在讨论曲线长的时候就遇到过.因 
此，我们大体上已知道应当賦予积分(15)-(17)怎样的意义. 

但是，一次又一次的产生这个问题，使我们认识到有必要仔细地研究一下它的 
精确数学提法.这些将在下一节去做 • 

例10在地面上空将质每:为 m 的物体沿着轨线 t ^ 举起，这 

里《是时间 ， a < a 6,而 x ^ z 是点在空间中的笛卡儿坐标.要求计算在时间间隔 
[ a , 6] 中克服重力所做的功 • 

功 A ( a y 0) 是区间 [ a ，/?] C M 的可加函数. 

当常力 F 作用于以常速度 v 运动的物体时,在时间 h 内所做的功为 ( F , vh ) = 
( F ， v ) h . 因此，可以想象，成立以下估计 

Jni ^( F { p ( t )), v ( t ))(0 - a ) 彡 A ( a , P ) ^ jup ^( F ( p ( t )), v ( t ))(0- a ), 




其中 V ( t ) 是物体在时刻 t 的速度, p ⑷是它在时刻 t 在空间所处的位置，而 F ( p ( t )) 
是在 p = P ( t ) 点处作用于物体的力. 

如果函数 ( F ( p ( t )) Mt )) 可积，则根据命题1，应当认为 


A ( a ， b ) = J ( F ( p ( t )), v (0)( ii . 

在上述具体情形， _) = _,齡乏⑹.如果记 r («) = _巢：⑹，则根据 
万有引力定律，得 

F (p) = z ) = G ]7jT r= (^Ty^TW^ {x ' y ' z)> 

其中 A / 是地球的质 M ， 并将坐标原点放在地球的中心. 

这样一来， 

(F |V )(0-GmM (a：2 ⑷ + y2 ⑷以⑹ 3/2 ， 


因此， 


( F , v )( t)dt = 


, f f b (x 2 (t) + y 2 (t)^zHt)Y 
2 GmM J a ( x 2 ⑷ + 州 + 邱 )) 3 , 2 
GmM 6 Gt 

(x 2 (e) + y 2 ⑷ + / ⑴ ) l72 a = 


GmM 

爾 


于是， 


A ( a } b )= 


GmM GmM 


、’ , 一 | r ⑷ I | r ( fc )|. 

我们揭示了所求的功只依赖于 | r ( a ) Ur (6)| 这样一个事实，即它只依赖于物体 
在所考察的时间间隔 [ a ， 6】的初始时刻和结束时刻离地球中心的距离 • 

令 


f/(r) = 


GM 


我们得到，将质 M 为 m 的物体从半径为 ro 的球面上任一点移动到半径为 n 的球面 
上任一点，克服重力所做的功用公式 


Arou = m { U ( r 0 )- U { r 1 )) 


计算. 


GM 


函数 C /( r ) 叫 做牛顿 位势. 如果以尺表示地球半径，那么，由于 f 
可以把函数 C /( r ) 写成如下形式 


= g ， 所以 


U ( r ) = 


.9^ 



• 350 . 
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由此可以得出为脱离地球重力场，准确地说，为使 质量为 m 的物体从地球表面 
飞到距地心无限远的地方，所需要的功的表达式.这个量显然是极限 
因此,脱出功为 

gR 2 

I 一 



竽)= 


mgR . 


练习 


1.在图51上_出了沿横轴作用于处在该轴上 rr 点处的试验粒子的力 F = F ( x ) 的函数图像. 

a ) 试在同一坐标系中画出这个力的势的草图 • 

b ) iHi 出力 一 FOr ) 的势 • 

c ) 研究在: to 的各种可能的位置中怎样的位置是稳定平衡位置，这与势的什么性质有关 • 



图51 

2. 在例10的结 果的基 础上计算物体飞离地球鼂力场所应具有的初速度（关于地球的第二宇宙 
速度). 

3. 在例9的基础 

a ) 导出数学摆的振动方程 K 分 = 

b ) 假定振幅很小，试求它的近 似解. 

c ) 根据近似解确定摆的振动周期并与公式 （20) 的结果比较. 

4 . 有一个半径为 r 的轮子沿水平面以速度 v 均匀无滑动地滚动.设在时刻 t = 0轮子最髙点 A 
的笛卡儿坐标是 （0,2 r ), 坐标系的横轴在指定的平面上，其方向与速度 v 的方向相同 • 

a ) 写出点 A 的运动规律《 - ( x ( t ). y ( t )). 

b ) 作为时间的函数，求点 A 的速度 • 

c ) 画出点 >4的轨迹（这条曲线叫 旋轮线 )• 

d ) 求该旋轮线一个拱的长度（即该周期曲线一个周期的长度) ■ 

e ) 旋轮线有许多有趣的性质，其中一个是惠更斯①发现的，他说：旋轮摆（在旋轮槽中滚动 
的小球）的振动周期不依赖于它从槽的最低点升起的髙度.试根据例9 (参看讲述反常积 
分的下一节的问题 6) 做出证明. 

①惠更斯 ( Huygens )( l 62 卜 I 695 )—二荷兰力学家、物理学家、数学家和天文 学家. 




5. a ) 见图 52 •设 y = f ( x ) 和 a : = g ( y ) 是互逆的连续、非负函数，且分别在 z = 0 ，y = 0时 

等于零.试证成立不等式 

f ( t 、 dt + f g { t ) dt . 

Jo Jo 

b ) 从 a ) 导出杨格不等式 

xy ^ -x p + - y q 
P q 

其中 0， p，g >0 且 i + l = l . 

p q 

c) 在问题 a) 和 b) 的不等式中等号有什么几何意义？ 

6. 浦丰®问题.数 tt 可以用以下非正统的方法计算. 

取一大张纸， 画满 间隔为/ I 的平行直线.我们将一根长为£ < / I 的针完全随意的扔在纸上.设 
扔了 N 次，其中有 n 次扔 T 的针与一条直线相交.如果 N 充分大，则 7 T » g ，其中 p = # 
可以解释做扔下的针与一条直线相交的槪率.试从有关计算面积的几何知识出发给这个计算 
7 T 的方法一个满意的解释. 


§5. 反常积分 

在上一节我们已经看到把黎曼积分概念作某些推广的必要性.在那里通过对具 
体问题的分析，我们形成了关于朝着什么方向推广黎曼积分概念和怎样推广的想法. 
这一节我们来实现这些想法. 

1. 反常积分的定义、例題和基本性质 

定义1设函数 a : ^ f(x) 定义在区间 [ a , + oo [上，而且在任何包含在这个区间 
内的闭区间 [ a , 上可积.如果下式右端的极限存在，则把童 

J f(x)dx := ^ lim J f(x)dx 

①浦丰 ( Buffon )(1707 — 1788) ——法国自然科学家. 




叫 做函数 /( x ) 在区间 [ a , + oo [ 上的反常黎曼积分， 或简单地叫 做反常积分. 

符号/ + °°/⑷血本身也叫 做反常 积各.当上边的极限存在时就说它是收敛的 

反常积分.&之，则说它是发散的反常积分.这样一来，反常积分的收敛性问题就等 
价于它是否有定义的问题. 

例1研究参数 a 取什么值时，反常积分 



收敛或有定义. 
因为 


lnx| 1? 


所以，仅时 ，极限 Ac / 


，当 — 1时， 
当 a = 1时， 
r 存在.因此, 


对于 a 的其他值，积分 （1) 发散，也就是无定义 • 

定义 2设函数 a ： ^ /⑷定义在区间 [a y B[ ±,而在任何闭区间 [ a ,6] C [ a , B [ 
上可积.如果下式右端的极限存在，则把 M 

I mdx /(x)dx 

叫做函数/在区间 [ a , 5[上的反常积分. 

这个定义的本质在于，函数/可能在有限点 S 的任何邻域中都是无界的 • 

类似地，如果函数 x — /( a :) 在区间 ]A y b) 上定义，在任何闭区间上 
可积，则可给出定义： 6 b … 

• f A f(x)dx == j 3 v 0 / a / ㈤ 血 • 

同样地也可给出定义： 

J f(x)dx := ^ lim^ J f(x)dx. 

例 2 研究参数 a 取什么值时，积分 



( 2 ) 




收敛. 


因为对于 ae 】0, 1)，有 


1 dx 


，如果 a # 1. 


lnX la 


如果 (> = 


所以仅当《< 1时，极限 


a !™ 0 / a 1 i = i4 


存在. 


这样，积分 （2) 只对 a < 1的情形有定义. 


伊 3 


dx = lim 


e x dx 


.气(叫:) 


lim (1 — e a ) = 1. 


由于反常积分的收敛性问题，无论说的是在无界区间上的反常积分，还是在区 
间的一个端点附近无界的函数的反常积分，解决的方法是一样的，所以今后我们将 
把这两种情形放在一起讨论.为此引进以下基本定义. 

定义3设 [aM 是有限或无限区间 ， ：r - /( rr ) 是定义在这个区间上的函数，而 
且它在每个闭区间 [ a ，6 j C [ a , u ;[ 上可积.那么，如果下式右端的极限存在，则把 


f(x)dx := 



f(x)dx 


叫做函数 f{x) 在区间 [ a , a ; [上的反常积分. 

如果没有相反的声明，今后在研究反常积分 （3) 时，总假定被积函数满足定义3 
的条件. 

此外，为确定起见，暂时假定积分的反常性只与积分上限 联系. 对反常性与下限 
联系的情形可完全同样地去研究 • 

从定义3、积分的性质和极限的性质，酊以得到关于反常积分的以下结论. 

命题1设： r h f(x) 和 z h p (: r ) 是定义在区间 [a,u[ 上且在任何闭区间 
[ a , b ) C [ a , u ;[ 上可积的函数.设对它们能定义反常积分 

J f(x)dx, ⑷ 

[g(x)dx. (5) 


那么， 




a) 如果 u；eRJ e n [ a , oj \ 则积分 （4) 的值，无论理解做反常积分还是常义积 
分都是一样的. 

b) 对于任何 Ai,A 2 elR, 函数 (X l f + X 2 g)(x) 在反常积分意义下在 [a^i 上可积， 
而且成立等式 

fuJ fU) ru ； 

/ (入 i/ + X29)(x)dx = Ai / f(x)dx + A 2 / g(x)dx. 


c) 如果 c € [a,o; [，则 


f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx. 


d) 如果 p : [a,7[-* [a,u;[ 是光滑、严格单调映射，且 y?(a) = a ，当/? e [a, 7 [且 
冷 — 7 时有 M — 吣那么，函數《㈠ （/ o ⑷〆⑴在 [a， 7[上的反常积分存在且 
成立等式 w ^ 

f f(x)dx= f (/op)(t)v/(t)(ft. 


◄ a ) 由函数 


= / f(x)dx 


在区间 [ aM 上的连续性（因为/ € U [ aM ) 即得证. 

b ) 对于6 € fa , o ; [，有 

J (Ai/ +A 2 ^)(x)dx = Ai J f(x)dx + \ 2 J g{x)dx. 

由此即得证. 

c ) 对于任何 6, c € ( o , u ;[, W 

f f(x)dx= f f(x)dx+ f f(x)dx. 


由此即得证. 
d ) 利用公式 


/ f{x)dx= / (/ 。妒 ) ⑷ *〆 ⑷成 

J a=(p(a) J cn 


即定积分的变董替换公式，即得证 .► 

注1对命题1中所述反常积分的性质，还应补充非常有用的反常积分的分部 
积分规则.这条规则 如下： 




如果 ⑴ [ a , 0 ； [，且存在 极限賊 (/ 1 )( X ), 則函數 /•¥ 和在区间 
[ a , u ;[ 上在反常积分意义下同时可积或糸且当它们可积时成立等式 

J if - 9'){^)(^ = (/ - ^)(^)| - J (/'•#) ⑷血， 

(1-9)(^) = lira (/-^)( x )-(/- p )( a ). 

a x€{a.b>l 

^ 这个结果可从常义积分的分部积分公式 

/ (/ V )⑷血 = (/. P ) - / (/' - g)(x)dx 

J a a 

得到. ► • 

注 2 从命题 1 的 c ) 看出，反常积分 

J f(x)dx y 乂 f(x)dx 

同时收敛或 发散. 这样一来，在反常积分中跟在级数中一样，收敛性与级数或积分的 
前段无关. • 

根据这条原理，有时在提岀反常积分的收敛性问题时，干脆不写在其附近积分 
不具有奇性的那个积分限. 

在这个约定下，例1，2所得到的结果可以 写成： 

积分 广 ^只在《 > 1时收敛； 

积分/ @只在 a < 1时收敛. 

后边这个积分中的记号+0表示积分区间是 x >0. 

利用变量替换，从最后这个积分立刻推出 

积分/ 厂 只在 a < 1时收敛 • 

Jxo+O ( x - x 0)° 


2. 反常积分收敛性的研究 


a. 柯西判别法根据定义3,反常积分 （3) 的收敛性等价于函数 



当6 — 6 € [ a , u ;[ 时的极限的存在性 • 

因此，下述断言成立. 


⑹ 




命题 2 (反常积分收敛性的柯西判别法） 如果函数 rr ^ f ( x ) 定义在区间 Ku ;[ 
上，而且在任何闭区间 [ a } 6] C [ a , oj [ 上可积，则当且仅当对任何 £> 0 存在 B € [ a , u [ 
使对一切 bub ^ € [ a , a ;[, B < b\ y B < b2 , 成立关系 

/ f ( x)dx <e 
Jbi 

时，积分 / f ( x ) dx 收敛. 

◄事实上， 

[ f ( x)dx = [ f ( x)dx - ( f ( x)dx = ^( 62 ) - 
Jbi J a Ja 

因此，命题中的条件正是函数 T ( b ) 当 — u ;,6 € [ a , a ;[ 时极限存在性的柯西判别准 
则中的充分必要条件 .► 


b . 反常积分的绝对 收敛性 

定义 4 称反常积分 f(x)dx 是 绝对收 敛的，如果积分 \f(x)\dx 收敛. 

根据不等式 ^ ^ 

[f{x)dx ^ [ \f(x)\dx 
Jb 、 Jbi 

以及命题2,可以 推出： 绝对收敛的反常积分必收敛 • 

绝对收敛性的研究归结为非负函数的积分的收敛性的 研究. 而对于非负函数的 

情形我们有 

命题 3 如果函数/满足定义 3 的条件且 f{x) > 0 在 [ a ， a ;[ 上成立，则当且仅 
当函數⑹在 [ a , u ;[ 上有界时，反常积分⑶存在. 

◄ 事实上，如果 /( x ) 彡0在 [ aM 上成立，则函数⑹在 [ aM 上不减，因此，当 
且仅当这个函数有界时，它当 6 —[ a , a ;[ 时有极限. ► 

作为应用这个命题的例子，我们考察它的下述推论- 

推论 （级数收敛性 的积分准则） 如果 x ^/( x ) 是 定义在 [ l，+oo [上的非负 、不 
增且在每个闭区间 [ l ，6] C [ l，+oo [上可积的函数，則级数 

£/( n ) = /( l ) + /(2) + ... 


和积分 



f ( x)dx 


同时收敛或同时发散 . 



◄ 根据假设条件，对于任意 n € N 成立不等式 


rn+l 

/(n + 1) ^ / f ( x)dx ^ /( n ). 

Jn 

对这个不等式求和，我们得到 

E/(n + 1)<广 1 /⑷血彡亡/⑷ 

n=l ^ ^ n=l 

或 

Sk+i — /(I )彡 + 1) ^ Sk, 
k 

其中外= I ] /( n )， 而 : F ( b ) = J] b f ( x ) dx . 由于办和 : F ( b ) 都是各自的自变 M 的不减 

函数，所以些不等式即可导出我们的断言. ► 

特别地，现在可以断定，例1的结果等价于级数 

oo . 

只在 a > 1时收敛. 

命题 3 的最常用的推论是下述定理. 

定理（反常积分的比较定理） 设函數 a ： H /( x ), X 4 p ( a :) 在区间 [ a , a ; [上定义， 
且在任何闭区间 [ a , b ] C [ a y u [ 上可积. 

如果在 [ a , a ;[ 上有 

0 ^ f ( x ) ^ g ( x ), 

则从积分 （5) 的收敛性可以导出积分 （4) 的收敛性，而且成立不等式 

J f ( x)dx ^ J g ( x ) dx ; 

而积分 （4) 的发散性可以导出积分 （5) 的发散性. 

◄ 从定理的条件，以及对于任何6 € [ a , u [ 常义黎曼积分的不等式，我们有 

T { b ) = J f ( x)dx ^ J g ( x)dx = Q ( b ). 

由于都是 [ aM 上的不减函数,所以从上面的不等式和命题 3 就推出欲证 
的结论 .► 
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注3如果代替定理中的不等式0 < /( a :) < gixl 假定它们在 [ aM 上非负且 
当 a : — € [ a ， o ;[ 时是同阶的，亦即存在正常数 Cl , c 2 使 

Ci/(x) ^ g { x ) < c 2 /( x ). 

这时，注意到反常积分的线性性质，从上述定理 推出： 积分 （4) 和 （5) 同时收敛或同 
时发散. 


例 4 积分厂鳥收敛，因为為 〜㉟ 

例5积分 厂 ^ dx 绝对收敛，因为 


当 


+ 00 . 


| +当: r 彡1,从而, 


n 


a ： 2 


dx ^ 




例6积分 


' x 2 dx 收敛，因为0 < e -* 2 < e -* 当 x > 1时成立，从而 


/ 


dx < 


/ 


r x dx = 


例7 


积分 f 


dx 

\nx 

.霄/2 


发散，因为忐、心充分大时成立. 


例8欧拉积分/ lnsinxdx 收敛，因为丨 lnsin : r | 〜 | lnx | < 1/ v ^ 当 x —►+0. 


例9当 0< fc 2 < l 时，椭圆积分 


I ： 


dx 


V (1 - rr 2 )(l — fc 2 x 2 ) 


收敛，因为 v /( l - x2 )( l - fc ^) 〜 72(1 - *2)(1 - a :) 1 / 2 当 

例10积分 

1。 


一 0 . 


d0 


^cosO — cos(p 


收敛，因为 



例 11 当0 < < 7 T 时，积分 




dip 


收敛，因为 0 — 仰 - o 时，有 


y sin 2 y - sin 2 - - y/s\nip 0 ((po - 分 ) 1/2 ⑻ 

关系⑺是数学摆的振动周期对其长 L 和初始倾角的依赖关系.所谓初始^(角 
即初始位置对穿过摆动轨 迹最低 点的半径的倾斜角.公式 （7) 是上一节公式 （17) 的 
初等变形. 

摆可以想象成，譬如，一根没有重 M 的杆，它的一端是铰接固定的，而另一端是 
自由的，但系着一个质点. 

这时，关于任何初始角度外€ [0, tt ] 都可进行讨论.当仰= 0 和 ㈧ = 7 T 时，摆 
根本不会振动.在第一种情形，摆处于稳定平衡 状态； 而在第二种情形，它处于不稳 
定平衡状态. 

有趣的是，从 （7) 和 （8) 不难得到，当 ( A ) — tt -0 时，有 : T — oc ， 也就是说，摆 
的振动周期随着其初始位置无限接近其上方（不稳定）平衡位置而无限地增大. 

c . 反常积分的条件收敛性 

定义 5反常积分如果收敛，但不绝对收敛， 则说 它是条 件收敛的反常 积分. 

例12利用注1，根据反常积分的分部积分公式看出，在 


+°° 9inx dx = CQSX + °°_ 广。 

r/2 x x x/2 A/2 


COSX ， r 

7血 = 一乂 


cosx 
X 2 • 


中，如果最后的积分收敛，则左边的积分也收敛.但是，由例5可知，/ 收 


敛，从而积分 


smx 


也收敛. 


另外,积分 （9) 不绝对收敛.事实上，对于6 € [|,+ oo [, 我们有 

/二1 竽卜 /二学 M / 二 14/二， 


( 10 ) 


可以用分部积分法验证积分 r °° 是收 敛的. 因此，当6 — + oo 时， （10) 右 

*/ir/2 工 

端的差趋于 + oo . 这样，根据估计式（10)，积分⑼不绝对 收敛. 
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现在引进反常积分收敛性的一个特殊准则，它基于第二中值定理，就是说，它本 
质上是以分部积分公式为基础的. 

命题 4 (积分 收敛性 的阿贝尔-狄 利克雷 准则） 设: T H f ( x),x ^ g(x) 是定义 
在区间 [ a,w [上并在任何闭区间 [ a ， fe】C [ a ， a ; [上可积的函数.设 g 是单调函数. 

那么，为使反常积分 

J (f-9){^)dx (11) 

收敛，只需成立. 

ai ) 却、分 j f(x)dx 收敛， 

A ) 函数 g \ [ a , u ;[ 上单调、有界或者成立， 
a 2 ) 函数 Hb ) = J /( x ) da : 在 [ a , a ;| 上有界， 

( h ) 函数分 ( x ) 当 a : — > a ;， a : € [ a , cu [ 时单调趋近 于零. 

M 对于任何 buhe [ a , ul 根据第二中值定理，有 

J (f • g)(x)dx = g(bi ) 又 f{x)dx + g(b2) f(x)dx, 

其中 《是 h 和 b 2 之间的一 个点. 由此，根据柯西判别法（命题 2) 得到：如果上述 
两组条件之一成立，积分 （11) 就收敛 .► 

3. 具有几 个奇异点的反常积分到现在为止，我们只讨论了只有一个奇异点的 
反常积分，它的被积函数在一个积分限附近无界，或有一个积分限无界 • 现在，我们 
指出反常积分其他可能的类型. 

如果两个积分限各是上述两种奇异类型中的一种，则定义 


f ( x)dx := / f { x)dx 


I ： 


f ( x ) dx , 


( 12 ) 


其中 C 是区间 ] u Xl UJ 2[ 中任 一点. 我们假定（ I 2 )右边的每个反常积分都收敛.如若 
不然，则称 （12) 左边的积分发散. 

根据注3和反常积分的可加性，定义（ I 2 )在下述意义下是合理的：它并不依赖 
于点的选取. 


例13 


r l dx _ r° dx 

Ll = 7-i vT^ 


dx 
\/l — 


=arcsin 


+ arcsin x = arcsin 




例 14 积分 


叫欧拉-泊松积分 有时也 叫高斯积分. 显然，它在上述意义下收敛.稍后将证明它的 
值等于 0 F . 

例15积分 


发散，因为对于任何《，在积分 


1 dx 


中至少有一个是发散的. 
例16积分 


sinx 


收敛，如果积分 


都收敛. 


sinx 


dx 和 


sinx 


sinx 


当 a < 2,第一个积分收敛，因为 If T 当 x — +0. 而当 a > 0时，第二 

个积分收敛.这可用分部积分法，类似在例12中做的那样去直接 验证； 也可以引用 
阿贝尔-狄利克雷判别法.这样一来，原来的积分当0 < a < 2时有意义. 

当被积函数在积分区间的一个内点 a ; 的邻域中无界时,定义 


f(x)dx := / f(x)dx + / f(x)dx, 


(13) 


这里要求右边的两个积分都存在. 
例17在 （13) 的意义下 


I ： 




= 4. 


例18 积分广包 无定义 • 


关于在积分区间的内点 u ; 的邻域中无界函数的积分，还有与 （13) 不同的约定， 
这就是 6 b 

V.P. J f(x)dx :=(/ f(x)dx + J ^ f(x)dx )， 


( 14 ) 



这里要求右边的极限存在.沿用柯西的说法，这个极限叫做主值意义下的积分•为了 
区别定义 （13) 和（14)，在主值积分的情形,积分号前边写上法文 Valeur Principal (主 
值）这两个字开头的字母 V . P . 也使用英文记号 P . V . (源于 Principal Value ) 

在这个定义下，我们有 

例 19 V.P.J ^ =0. 

还有如下定义： 

V . P . f f ( x)dx := lim f f ( x ) dx . (15) 

J-oo R-*+ooJ_ r 


例 20 V . P . / xdx = 0. 

J — OO 

最后，如果在积分区间上有几个（有限多个）这种或那种奇异点，它们位于区间 
内部或与区间端点重合，则用这些奇异点把积分区间分成有限多个小区间，其中每 
一个都只有一种奇异性的一个奇异点.在原区间上的积分定义作分割后的诸小区间 
上的积分之和. 

可以验证,这样计算所得的结果不依赖于分割区间的 方法. 

例21现在可以把积分对数的精确定义写成以下形式： 



如果0 < x < 1, 



在后一种情形，符号 V.R 涉及的是区间】 0,2 ：】 上唯一的内部奇异点 1. 我们注意 


到，在定义 （13) 的意义下这个积分是不收敛的 • 


练 习 


试证： 函数 
a ) Si x = 


a ) Six = [ X Mdt (积分正弦）是在 R 上定义的奇函数，而且当 x ^+ oo 时它有极限. 

Jo 2 

b ) s\x = - J °° ¥ 也在 R 上定义，而且与 Si X 只差一个常数- 

c ) Ci X = - ?°° (取分余弦）对充分大的 X 可以用近似公式 Cix «^ 计算. i 

* 禮 • • —- - •• M a. 


sinx 


计箅•试 


估计使绝对误差小于10- 4 的那些: r 值的范围. 


2. 试证: 


a ) 积分 




只当 Q > 0 时收敛，而且只当 a > 1时绝对收敛. 
b ) 菲涅耳积分 


C(x) = 


S ( x ) = 


±r x cc 

v^2 J 0 

1 广 • 
72 j Q Sh 


t 2 dt , 


t 2 dt 


在区间 ]0, + oo [ 上是无穷可微函数，而且当 x 


时，它们都有极限. 


3. 试证： 

a ) 第一类椭圆积分 


F(k ， ip) 


-I： 


Jo ^(1 - t 2 )(l - kH ^) 
当0 < it < 1，0 ^ ip ^ n / 2 时有定义，而且可以化成 


F ( k yi p ) 


-厂 ，# 

Jo — k 2 sin 2 rp 


的形式. 

b ) 第一类全椭圆积分 




当灸 — 1 一 0时无限增加. 


4. 试证： 

a ) 积分指数 


对于 a : < 0有定义且无穷可微. 
b ) 当 a : — + oo 时，有 


Ei ( x ) 


-fj 


一 — h 丢一 ••• + ( -(古 ))• 


c ) 对于任何 x € R ， 级数乙（-1广士都不收敛. 

n=0 X 

d ) 当 a : — +0时 ， li z 〜(积分对数 U a : 的定义可见于例 21) 

lnx 

5. 试证： 

a ) 函数 ^ 

Fi ⑻ = 4 厂 〆 成 


叫做概率误差积分，常用符号 eri ( x ) 表示（来源于英文 error function ), 它是在 R 上定 
义的奇函数，无穷可微且当 x -+ oo 时有 极限. 



第六章积分 


b ) 如果 a ) 中所说的极限等于1 (确实如此)，则当 a : — + oo 时，有 


erf(x) = ^ 



=1 ~ 


2 2 X 3 | 2 3 X 5 


• 3-5 

2^7" 


+ o 


⑸) • 


6. 试证： 

a ) 如果一个重的粒子在重力作用下沿着由参数形式 a : = x ( e) iy = y (9) 给出的曲线运动, 
而且在时刻 t = 0粒子的速度是0,位置在点 rco = x(0 o ) i yo = 2 /(%)处，那么，曲线上 
参数为0的点与粒子通过该点的时刻 t 有如下关系（见§4的公式 (15)): 





(0)) 2 4 - (y f (0)y 
^9(yo- 2/W) 


de 、 


如果 # 0,这个反常积分显然是收敛的（在上述等式中符号的取法决定于《和0 
是否具有同样的单调性，而且，如果 t 增长对应着0增长，显然应取正号). 
b ) 设槽的轮廓具有旋轮线 形式： 


x = R(0 + 7 r + sin 沒)， 
V = —R(l + cos 0), 


\0\^n 


则槽中运动粒子的振动周期不依赖于它开始滑动时的高度 1/0 = -/?( l + CO 80 o ), 永远等 
于4开^(见§4的问题 4). 
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到目前为止，我们研究的几乎只是数值函数 a : — /( z )， 其中数 /( a ;) 是由在函数 
定义域中给定的数： r 确定的. 

但是很多使人感兴趣的摄不是依赖于一个因素，而是依赖于很多因索.如果每 
个因素都可用数来描述，即这些因素全体可用有序数组 （ x 1 ， …， x ”） 表示，其中每个 
数 /(i = I ，... ， n ) 表示相应的因素.设所研究的姑本身也可用数表示，记作 ？/. 那 
么，它对确定它的因素的依赖关系可归结为用等式2/ z / Oc 1 ,- •，: rl 表示的有序数 
组 （ a : 1 , 与数 y 的对应 关系. 

例如，长方形面积是它的相邻两边长度的乘积. 一定. 童气体的体积用下述公式计 

算 

V 

其中 R ——常数， m ——质鲎, T —绝对温度， p ——气体压力.这样，数值 V 依 
赖于由三个变数组成的有序数组 （ m ，7>)， 或者说， V 是三个变量 m ， r ， p 的函数. 

我们已经学会了研究 单变量 函数.我们现在的目标是能同样地学会研究多变量 
函数. 

如同单变量函数一样，多变 M 函数的研究也从描述它的定义域入手. 


§1. 空间 DT 1 和它的重要子集类 

1. 集合和中的距离 我们约定用 R m 表示由 m 个实数/ € R(i = 
1,…， m ) 组成的所有有序数组 Or 1 , … , x -) 的集合. 
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每个这样的有序数组用一个字母0：表示，即 X = (#，••• 利用方便的几 

何术语，称它为集合中的点.有序数组 ( x 1 ,... 中的数/称为点 Z = 
( X 1 ，… , x m ) 的第 i 个坐标. 

几何的类比还启示我们对集合 R m 中的两点 a = «… , xr ), x 2 = 04,…， 
砹） 按公式 


d(xiyX 2 ) = 



⑴ 


引进距离. 

用公式 （1) 定义的函数 

d:R m xR m — .R 


显然具有下面的 性质： 

a ) d{xx,x 2 ) > 0; 

b ) ( d ( xi , x 2 ) = 0) 4=^ (xi = x 2 ); 

c ) d ( xiyX 2 ) = d ( x 2 yXi )\ 

d ) d ( xi ， X 3) < d ( xi , x 2 ) + d ( x 2, x 3 ). 

最 后这个不等式（按几何说法仍然称为三 角形不等式） 是闵可夫斯基不等式的特殊 
情形（参看第五章§4第2段) • 

如果定义在集合 X 的元素对 ( xi , x 2 ) 上的函数具有性质 a )， b )， c )， d ), 则称它为 
X 中的度 量或距离. 

集合 X 连同其中确定的距离一起称为度 量空间 • 

这样一来,我们陚予 Rm 以关系式 （1) 给出的度最以后， R m 就成为度撤空间了 • 
度董空间的一般知识，读者可以在第九章（第 II 卷）中 找到. 而在这里我们不想 
离开我们现在所必需的具体度量空间 R m . 

在这一章中，我们研究的唯一对象是带有距离 （1) 的集合 R m ， 因此，一般的度 
贵空间定义暂时还不需要.引人一般的度董空间仅仅是为了解释为什么对集合 Rm 
和函数⑴分别使用了“空间”与“度量”这两个术语. 

从关系式⑴得到，当 i € {1, … ， m }， 有 


|xj - x^| ^ d(xi,x 2 ) ^ \/m- max |xi - x l 2 \, ( 2 ) 

1 

也就是说，两点之间的距离很小当且仅当对应的坐标之差 很小. 

从式 （2) 或式 （1) 容易看到，当 m = 1时，集合 R 1 完全与实数集是一样的，它 
的点之间的距离也是以常规方式利用两数之差的模来计量的. 
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2. R - 中的开集与闭集 

定义1设 (5 〉0,称集合 

B ( a ; S ) := {x € R m | rf ( a , x ) < S ] 

为以 a 为中心，半径为 (5 的 球或点 a € 的6邻域. 

定义2集合 GcR m 称为 R m 中的开集，如果对于任意的点 xeG y 存在一个 
球 S ( x ;5)， 使得 句 C G . 

例1 是 R m 中的开集 • 

例2空集0不含任何点，因此，可认为它满足定义2,即空集0是 JR " 1 中的 
开集. 

例3球 B ( a ; r ) 是 Rm 中的开集，因此，称它为开球 • 

事实上，如果 ® € B ( a ; r )， 即 d ( a } x ) < r , 那么，当0 < (5 < r - d ( a ， x ) 时，有 
B ( x ;<5) cS ( a ; r ) ，这是因为 

^ eB ( x ； S ))=>( d ( x ^)< S ) 

==> - ( d ( a ，0 < d ( a ， x ) + d ( x ,0 < d ( a , x ) + r — d ( o , x ) = r ). 

例 4 集合 G = { a : € R - I ^ x ) > r }, 也就是与给定点 a € R m 的距离大于 r 
的所有点构成的集合是 R m 中的开集，这可以同例3 —样，利用距离的三角形不等 
式加以证明. 

定义3集合 F C R m 称为 R m 中的闭集，如果它在 R m 中的余集 G == R m \F 
是 R m 中的开集. 

例5集合 B ( a ; r ) := {x € R m | d ( o , x ) < r}，r > 0,也就是与给定点 a € R m 的 
距离不大于 r 的所有点构成的集合，是 R m 中的 闭集. 这可以从定义 3 与例 4 加以 
证明.集合 S ( a ; r ) 称为以 a 为中心、半径为 r 的闭球 • 

命题1 a ) 设 { G Qy a € 力}是 R m 中任意多个开集构成的集合族，则它的并集 
U G a 是 R m 中的开集. 

q^A 

b ) R m 中有限多个开集的交集中的 开集. 

a ，） 设 { F Qi a € >1} 是中多个闭集构成的集合族，则它的交集 

是 Rm 中的闭集. ^ 

W ) R m 中有限多个闭集的并集0巧是肽" 1 中的 闭集. 

i=l 

◄ a ) 若 a ; € U G a , 则存在 ao e A 使得 x e G ao ， 因而存在点 a : 的一个 (5 邻 
域 B ( x ; S ), 使得 B ( x ; S ) C G Qo } 于是， B ( x ; S)c U G a . 
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b ) 设 x € 门 G “ 则 x € Gj(i = 1，…， n ). 

设 &，••.，心是这样的正数，使— B ( x \6 i ) C Gi(i = 1, ••- ,n). 令 (5 = min {心， 
… ， M ， 显然有 占 〉0 且 B(x ； (5) C fl Gi. 

*=i 

a ') 我们要证明，集合 n 在 R m 中的余集 C ( n 是 R m 中的 开集. 

事实上， Q€A 

c ( r \ F -) = u ( cF a )= u g - 

\a€ A / oc^A q£A 

其中 G a = CF a 是 IIT 1 中的开集，于是由 a ) 证得 a '). 

W ) 类似地，从 b ) 得到， 

= n ( cF *) = n G - > 

\ i=l / t=l 1=1 

例 6 集合 5( a ; r ) := {x 6 R m | d ( a , x ) = r},r > 0, 叫做以 a G R m 为中心、半 
径为 r 的球面 . S ( a ; r ) 在 R m 中的余集由例 3 与例4知道是开集的并集，再由命题1 
的 a ) 知道它是开集，因此，球面 5( a ; r ) ^ R m 中的闭集. 

定义 4 中包含给定点的开集，称为这个点在中的邻城 • 

特别地，从例3得到，某个点的 <5邻域是这个点在 R m 中的 邻域. 

定义5设点 rr 6 R m , 集合£ C R m . 

如果点 x 连同它的某个邻域都含在 E 中，则称点 x 是的 内点； 

如果点 : r 是 E 在 R m 中的余集的内点，则称点: r 是 E 的外点； 

如果点： r 既不是 E 的内点，也不是五的外点，则称点 x 是五的边 界点. 

从这个定义知道，集合的边界点的特征性质是：它的任一邻域中既含有集合的 
点，也含有不属于此集合的点 • 

例7球面 S ( a ; r),r > 0,既是开球 B ( a ; r ) 的，也是闭球 S ( a ; r ) 的边界点的集合 • 

例8点 a € R m 是集合 R m \ a 的边界点，这个集合没有外点 • 

例9球面 S ( a ; r ) 上的所有点都是这个球面的边界点. 5( a ; r ) 作为 R m 的子集 
没有内点. 

定义6点 a € R m 称为集合 E cR m 的极 限点， 如果点 a 的任一邻域 O ( a ) 与 
E 的交集 n O ( a ) 都是无限集. 

定义7 集合芯 C R m 和它的所有极限点组成的集的并集，称为五在中的 
闭包.集合 E 的闭包常 记作皮 
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例10 B ( a ; r ) = B ( a ; r ) \J S ( a ; r ) 是开球 B(d ; 7*) 的所有极限点的集合，因此 
B ( a ; r ) 不同于 B ( a ; r), 称为闭球 • 

例 11 S ( a ; r ) = 5(a;r). 

我们不去说明上式成立的理由，而来证明以下有益的命题. 

命题 2 中的闭集 )4=^( 在 IT 1 中有 F = F ). 

换句话说, F 是中的闭集当且仅当它含有它所有的极 限点. 

◄设 F 是 R m 中的闭集， x € R m , xiF . 这时，开集 G = R m \ F 是点 x 的邻域， 
它不含 F 的点，这就证明了，如果 x < F， 则 rc 不是 F 的极限点. 

设 F = 戶. 要证 G = R m \ 戶是 R m 中的开集.如果 a: € G ，则 x 拿户，因此 a: 
不是 F 的极限点，这意味着存在点 x 的一个邻域，它仅含 F 的有限个点&，•••，〜. 
因为 a : 在所以可构造点 rr 的球形邻域 0“®) ，… ,O n (x ) ,使得妁在 0桃这 
时 0 ( x ) = n o.(x ) 是点 rr 的邻域且不含 F 的点，即 0(a:) C R m \ F， 这就是说， 

R m \F = R^\F = G 是开集，因而 F 是 R m 中的闭集. ► 

3. R m 中的紧集 

定义8集合 A： C R m 称为紧集，如果从任意的由 R m 的开集构成的 A： 的覆 
盖中总能选出有限覆盖 • 

例12闭区间 [ a ,6 j C R 1 是 R 1 中的紧集，这可以由有限覆盖引理证明. 

例13区间在 R m 中的推广指的是集合 

/ = {x € ^ x* < 6\i = 1, ••- ，m}， 

它也叫做 m 维区间， m 维长方体或 m 维平行多面体. 

我们 证明: /是 R m 中的紧集. 

◄ 假定有 J 的某个开覆盖不含有限覆盖.把/的每个坐标区间 

P = {x { € R\a { ^ x' ^ b { } (i = l ， ... ， m) 

二 等分，就把 J 分成了 2 m 个 m 维区间，这些 m 维区间中至少有一个不具有有限覆 
盖，对这个 m 维区间仍采取上面的做法，又得到一个不具有有限覆盖的 m 维区间， 
继续这个过程，我们得到一个闭 m 维区间序列 

I = U h D • • • D I n D …， 


这个序列中任何一个闭 m 维区间都不具有有限覆盖.如果记 

I n = {xe ^ x i ^ 6^,1 = 1, •• - ， m }， 
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那么，按照上面的做法，对于每个 i e 坐标区间4/彡吣 （n = 

1,2,-..) 构成一个闭区间套，它的长趋于零，因此对每个 i € 存在一 

个属于所有这些区间的公共点疒 e \ alb \ l 由此得到属于所有 m 维区间 J = 
/ l,/ 2 r *，/ n ， …的点€ = U 1 ， …，0.因为 《 e /，所以在覆盖 I 的开集族中， 
存在一个开集 G ， 使得 c e G , 这就是说，存在 (5 > 0,使得 B (^ S ) C G . 但是，按照 
上面的做法及关系式（2)，可以找到足码 AT ， 当 n > N flt 有 /n C B (^ S ) C G 而这 
与 m 维区间 /„ 在给定覆盖族中没有有限覆盖是矛盾的. ► 

命题3如果 K 是 R m 中的紧集，则 
. a ) 尺是 R m 中的闭集； 

b ) K 中任何一个闭集都是紧集. 

◄ a ) 我们 要证: 尺的任一极限点 a € R m 都属于 AT . 假设 a 《对于每个 
xeK y 可以构造这样的邻域 G ( x ), 使得点 a 也存在一个邻域与 G ( x ) 没有公共点 • 
所有这些邻域组成的集合族 { G ( x)}(x € K ), 是紧集 A ： 的一个开覆盖，从中可选出 
有限覆盖 G { x x ) r - , G ( x n ). 如果是点 a 的邻域，且使 GOrJnCMci ) = 0，那 
么，集合 O ( a ) = f ) 0 办）同样是点 a 的邻域，而且显 然有尺 OO ( a ) = 0. 这样一来， 

点 a 不可能是的极 限点. • 

b ) 设 F 是 R m 中的闭集，且 F C 设 { G Q } y aeA 是覆盖 f 的开集族，再加 
上一个开集 G = R m \ F , 就构成 R m 的开播盖，特别是 K 的开覆盖，从中选出 K 的 
一个有限覆盖，它同样覆盖了尸，注意到 G n F = 0 ，因此，由 G 属于这个有限覆盖， 
可知，去掉它以后，我们仍然能从开集族 { G Q }( aGA ) 中找到 F 的一个有限覆盖. ► 

定义9世 

d ( E ) := sup d ( xi , x 2 ) 


称为集合 EC R m 的直径 • 

定义10集合 EcR m 称为有界集，如果它的直径是有限数. 

命题4如果尺是 R m 中的紧集，則 K 是 R m 中的有界集. 

◄任取 a € R m ，考察一系列的球 { B ( a ; n )} (n = 1，2,…)，它们构成 R m 的一 
个幵覆盖，因而也是 K 的一个幵覆盖，假如 K 不是有界集，那么，从这个开覆盖中 
不可能找出 K 的一个有限覆盖. ► 

命题5集合 KcR m 是紧集当且仅当尺是 R m 中的有界闭集. 

◄ 这个命题的必要性我们已经在命题3与命题4中证明过了 • 

现在证明命题的充 分性. 因为 K 是有界集，所以，可以找到一个 m 维区间 J 包 
含 K ， 在例13中我们证明了 J 是 R m 中的紧集，又因 K 是包含在/中的闭集，根 
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据命题3的 b ) 知道 K 本身也是中的紧集. ► 


练习 

1•设 EuE ^ CR^y M 

d(Ei,E2) ：= ^Jnf d(xi,X2) 

称为集合私与说之间的距离. 

举例说明，在 R m 中存在没有公共点的闭集 E U E 2 使 d ( E u E 2 ) = 0. 

2. 证明： 

a) 任一集合 EcR m 的闭包 E 是 R m 中的闭集. 

b) 任一集合 EcR m 的边界点的集合谷 E 是 R m 中的闭集. 

c) 如果 G 是 R m 中的开集， F 是 R m 中的闭集，则 G\F 是 R m 中的幵集. 

3. 证明： 如果 M 3 /C 2 3…3 ATn D …是一个紧集列套，则 H / 0 . 

4. a) 在空间 R fc 中，二维球面 S 2 和圆周 S 1 能不能有那样的 lilt 关系: 从球面上任意点到圆 

周上任意点的距离都是一样的. 

b) 对任意维球面义"，5« C R fc 研究问题 a). 试问，当 m，n，fc 有什么关系时，所说的位置 
关系成立. 

§2. 多变置函数的极限与连续性 

1. 函数的极限在第三章中我们已经详细研究了定义在集合X上的实值函数 
f : X — R 关于 A： 中的基 B 的极限运算. 

在本节中，我们要考察定义在集合X上而值域在 R n (n € N) 中的函数 f •• X — 
R n 的极限理论. 

我们从一般的基本定义开始. 

定义1点4 € DT 称为映射/ : X — R n 关于X中基 S 的极限，如果对于点欠 
的任一邻域 V ( A) y 存在 B e B ， 使得 /( B) C V ( A ). 

简言之， 

lim/(x) = >!:= ( W ( A )3 B € C V { A ))). 

我们看到，函数 / : X — IT 的极限定义与函数的极限定义是完全 
一致的，如果对于任何 n € N 我们都想像得出点 A £ R n 的邻域是什么的话. 

定义2映射/ : X — 5T 叫做有界映射，如果集合 f ( X ) c R n 在 R n 中有界 • 

定义3设 S 是集合X中的基.映射/ : 叫做对基6最终有界映射， 

如果存在 BeB , 使得/在 B 上有界. 
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由这些定义出发，容易证明我们在第三章中已经证明了的那些论断，即 
函数/ : X — 5 T 关于 X 中的基 B 至多有一个 极限； 

若函数/ : X — 5 T 关于 x 中的基 S 有极限，则/对于基 S 是最终有界的. 
直接了当地利用中的度董，可以把定义1写成另外的形式，即 

定义 1' 


(lim f { x ) = AeR n ) ：= (Ve > 03 B € SVx € B ( d { f ( x ), A )< e )) 


或 

定义 1〃 

(lim f ( x ) = Ae R n ) ：= ( limd (/( x ), i 4) = 0). 

映射 / : X -^ R n 的特 征是： 由于点 y € R n 是由 n 个实数组成的有序数组 
( y \ … ,，)，因此，函数 — R n 等价于 n 个实值函数 /… X — R(i = l ， …， n )， 
其中 /* ⑻ = !/‘(< = 1，…， n ). 

如果力=(4 1 ,…， 4 n )， 2/ = ( y 1 ，• • • ， 2/ n ), 那么，成立不等式 


| y * - 力*| 彡 d ( y , A ) ^ y / n - 


一 义 1 ， 


⑴ 


从它看出， 

lim f(x) = lim/*(x) = A 1 (< = 1 ， … ， n), (2) 

也就是说, R n 中的收敛是按坐标收敛. 

现在设 X = N ——自然数集，而 S 是它的基 — oo,fc € N . 这时，函数 
/ : N ^ M n 是空间 R n 中的点列 {2/ fc }， A : € N . 

定义4点列 { y fc }, fc € N ,^ € R n 称为基本点列，如果对于任意的 e > 0,存在 
N eN y 使得对任意的 k u k 2 > N ，有 d(y kl1 y k2 ) < e. 

从不等式⑴看出，点列讲=地… ， y ?) e R n 是基本的当且仅当它的每一个 

坐标列 { Vk}^ k € N，i = 1,…， n 是基 本的. 

由不等式⑴及数列收敛的柯西准则可以断言， R n 中的点列是收敛的当且仅当 

它是基本的. 

换句话说，柯西准则在 R n 中是正确的 • 

今后，一 个度贵空间，如果其中每个基本列都有极限，则称它为完 备度量 空间. 
这样,我们现在证明了对任意的 n € N , R " 是完备度量空间. 

定义5设五 CX，M 

^(f ； E) := d(f{E)) 
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称为函数 / •• X — R n 在 E 上的振幅，其中 d ( f ( E )) 是集合 f { E ) c R n 的直径. 

由此可见，定义5是实值函数在 集合芯 上的振幅概念的直接推广. 

与 R " 的完备性有关，我们有下面关于函数/ : X - R - 极限存在性的柯西 
准则. 

定理1设 X 是一个集合， B 是 X 中的基，函数/ : X — IT 1 关于基 S 有极限 
当且仅当对于任意的£>0,存在 BeB , 使得/在 B 上的振幅小于 e . 

也就是 


彐 lim f ( x ) <=» Ve > 0 € S < e ). 

B 

定理 1 的证明可以逐字逐句重复函数极限存在的柯西准则的证明（第三章§2 
定理4)，唯一需要改变的是把 |/( xi )- /( x 2 )| 换为 d ( f ( x 1 ) J ( x 2 )). 

定理1的正确性还可用另外方式加以证明，这就是承认实值函数的柯西准则并 
利用关系式⑵和 （1). 

对于函数值在中的函数，关于复合函数极限的重要定理也成立. 

定理2设 y 是集合，是 y 中的基，映射^ y — R n 关于基有极限. 

设 X 是集合， B x 先 X 中的基，/ : X — y 是从 X 到 y 的映射，而且，对于任 
意的€知， 存在 B x eB x ， 使得 f ( B x ) C By . 

在这些条件下，映射/与0的复合映射 go /: X — R n 关于基有极限，且 

1 恕 1 ( 夕 o /)( x ) = Vnng { y ). 

为了证明定理2,或者重复第三章§2定理5的证明，只要把 R 换成 R ' 或者利 
用第三章§2定理5及关系式 （2). 

直到现在，我们考察的函数 f ： X ^ R n 的定义域 X 是一个抽象的集合，今后， 
首先使我们感兴趣的是 X 为空间 R m 中的子集的情形. 

像以前一样，我们约定， 

U ( a ) —— 点 a e R m 的邻域； 

U ( a ) ——点 a € R m 的去心邻域，即汐⑷：= U ( a )\ a ; 

%⑷——点 a 在集合 E 中的邻域，即 u E ⑷ ••= £； nc /( a ) ; 

心⑷——点 a 在集合 E 中的去心邻域，即 Cf E ( a ) ：=EH (> ⑷； 

x - a ——点 a 的去心邻域组成中 的基； 

X - CX ) ——无穷远点邻域组成的基，即由集合 R m \ B ( a ; r ) 组成 的基； 

a : — 五或（五 — a ) ——点 a 在集合五中的去心邻域组成的基，且 a 
是 E 的极 限点； 

a : — oo , a ： e 五或 （ F 32： — oo ) ——无穷远点在集合五中的邻域，即 E \ B ( a ; r ) 
组成的基，且 E 是无界集. 
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如果/ : E — IR n 是从集合 E c R m 到 R n 中的映射，那么，利用上面的记号可 
以使定义1表示的函数极限具 体化： 

^lim f(x ) = 力 ):= (Ve > 0 彐 ~ ⑷ Va: € (Je{p) (d(f(x),A) < e)). 

上式也可写成另外的 样子： 

(lim f(x) = a) : = (Ve > 0 3<5 > 0 Vx € £ (0 < d(x ， a) < <5 =» d(f(x) y A) < e)). 

其中 d ( a :, a ) 与 d(f(x) y A) 分别是空间 R m 与 R n 中所指的点之间的距离. 

最后， 

(jir^ f(x) = A) := (Ve > 0 3B(a;r) Vx G R m \B(a; r) (d{f(x) y A)<e)). 

我们还约定，对于映射/ : X — R n ， 术语“对于基 S ，/( x ) — oo ” 指 的是： 对于 
任意的球 B ( i 4; r ) C R n , 存在 B e B ， 使得 /( B ) C R n \B(A;r). 

例 1 设 x h 其中 ^ : R m — R 是将空间 R m 的每个点 x = ( x 1 , …， 
x m ) 与它的第 i 个坐标/相对应的映射，即 



如果 a = ( a 1 ， … ， a m ), 那么， 

当 a ; —a 时，有 ? r *(: r ) — a *. 


如果 m > 1. 当 z -♦ oo 时，函数 x »-♦ 7 r l ( x ) 既不趋于有限数，也不趋于无 穷远. 
同时 

m 

当2； -♦ oo 时，有 /( X ) = ^(7 r l ( x )) 2 — oo . 

•=1 

不要认为多变 M 函数的极限可以通过逐次按坐标求极限的方法来得到，下面的 
例题可以使人相信这个看法 • 

例2设函数 / : R 2 — R 在点 （ x , y )€ R 2 的定义是 


[0 t x 2 + y 2 = 0. 


则 /(0, y ) = /( x ,0) = 0而当 a : _ 0，有 f ( x , x ) = 
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因此,这个函数当 ( x , y )^ (0,0) 时没有极限. 

但是 

(:， y ))= W 0)=0 , 

巧 0 ( il ? c /( x ， y )) = 】士0⑼= a 


例3对于函数 


/Or ， y)={ _ ^r ^’ a：2 + " 0 , 

[o, a; 2 + y 2 = 0, 


lim o (lim o /(x,y))=lim (-g) = -1 ， 

㈣ (+^)=+ l - 


例 4 对于函数 


/(®> y )= 


+ 2/如 ；， x#0, 
1 = 0, 


但是，累次极限 


根本就不存在. 


(上 0 , 0) 你 ^ 0 , 
i 洩 ( J ! V ( L 0 i 


lim(lim/(x^)) 


例5函数 


诗，〜 2 料 

1.0, x 2 + y 2 = 0, 

当点 ( x , y ) 沿任意射线 x = at , y ^0 t 趋于坐标原点时以零为极限. 

但是，函数在形如 （ a , a 2 ) (其中 a _ 0) 的任意点处的值等于 I 因此当 （ x ， y ) 
(0,0)时，函数没有 极限. 
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2. 多变置 连续函数及其性质设£；是空间 Rm 中的集合， f ： E -^ R n 是定义 
在 E 上在 R n 中取值的函数. 

定义 6 函数/ : £； — 酆称为在点 aeE 是连续的，如果对于函数值/⑷的 
任意邻域 7(/ ⑷)，存在点 a 在 E 中的邻域 W ⑷，使得. f ( U E ( a )) C V (/ ⑷). 

也就是 

(/ : 五一 R n 在 a € E 连续): =( W (/( a )) 3 U B { a ) 

(肌 ⑷) C V ( f ( a )))). 

我们看出，定义6在形式上与第四章§1的定义1中我们熟悉的实值函数的连 
续性是完全一样的.和那里一样，我们可以把上述定义改写为下面形式 

(/:£； — RrfiaeE 连续） 

(Ve > 0 36 > 0 Wx £ E { d ( x , a ) < 6 => d (/( x ), /( a )) < e )). 
或者，当点 a 是 E 的极限点时，也可写成 

(f : E 一 『在^! e E 连续） (^ im a /( x ) = /( a )). 

正如在第四章中已经指出的那样，连续概念中使我们感兴趣的是点 aeE 为 E 
的极限点且函数在点 ci 有定义的情形 • 

从定义6及关系式 （2) 得到，用关系式 

(怎 1 ,… ’ x m ) = x 上 y = ( y 1 ， … ， y n ) =(尸(怎 1 ，…，工 m ) ，…，广(工、… ，工 m )) 

给出的映射 f : E ^ R n 在某点连续当且仅当每个函数/ = /如 1 ，… ， z m ) (i = 
1,...，”在这点连续. 

特别地，当 J C R 是区间，函数尸⑷,… ，/ n ⑷在 J 上连续时，称由 

y = (2/ 1 ，."，2/ n ) =(尸⑷，…，广⑷） 

定义的映射/ : J — R n 为 R n 中的道路.这就是说， R n 中的道路是从实轴上的区间 
J C R 到 R n 中的连续映射. 

类似于实值函数在一点的振幅定义，我们引人函数值在 R " 中的函数在一点的 
振幅概念. 

.设 £； C R m ,a G E , B E { p .\ r ) := EC \ B ( a \ r ). 

定义 7 量 

u;(/;a) := \un Q Uj(f; B E (a;r)) 
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称为函数/ : E — R n 在点 a € £；的振幅 • 

从连续函数的定义6,并注意柯西准则及极限性质，我们可以得到经常用到的连 
续函数局部性质，列举 如下： 

连续函数的局部性质 

a ) 映射/ : E -^ R n 在点 aeE cR m 连续当且仅当 cu ( f ; a ) = 0. 

b ) 在点 aeE 连续的映射/ : E — R ” 在此点的某个邻域 t ^( a ) 上有界. 

c ) 若集合 Y cR n 上的映射 0 : 在点 yo^Y 连续，集合 X C R m 上的 

映射/ : X — y 在点: r 0 € X 连续，且 /( x 0 ) = 2 / 0 ,则映射 9 。/ : X -^ R k 存在且在 
点 x 0 eX 连续. 

对于实值函数，除上述性质外还有下面的性质 

d ) 若函数 f : E-^R 在点 aeE 连续且 /( a ) > 0(/( a ) < 0)，则存在点 a 在 E 
中的邻域 C / E ( a )， 使得对一切 rr € U E ( a )， 有 f ( x )> 0(/( x ) < 0). 

e ) 若函数 f : E 和函数 g : E 在点 aeE 连续，则它们的线性组合 

(af + 0 g ) : E — R ， 其中 a ，/? € R ， 乘积 ( f - g ) :五 — R ， 商 (-) : E ^ R , 其中 

9 

g ( x ) 0 ,x 6 ^ 在点 a C E 连读. 

我们规定，如果函数厂在£的每一点连续，则称函数/在五上连续. 
集合£；上一切连续函数 f : E ^ R n 的集合记作 C ( E ; R n ). 如果按上下文意思 
函数值域很清楚，则可简记作 C ( E ). 通常这种省略记号是用在 R n = R 的情形. 

例 6从 R m 到 R 的函数（ X 1 ，…， x m ) 二 d (i = l ， …， m ) (称为投影）显然 
在任一点 a = ( a 1 ， … , a m ) € R m 连续，这是因为 Jim tt ^ x ) = a i = tt * ⑷. 

例 7 对于任何定义在 R 上的函数 a : ^ /( x ), 例如 x ^ sina :， 可以考察定 
义在 R 2 上的函数 Or ， y ) 厶 f ( x ). 这时，如果函数/在 R 上连续，那么，新函数 
(: r ，2/) 厶/(4在 R 2 上连续，这可以直接由连续的定义来验证，也可以由函数 F 是 
连续函数的复合函数 ( fon l )( x y y ) 来 证实. 

特别地，由此，并注意 c )， e ), 得到，例如函数 

/( x ， y ) =sinx + e X !/ ,/( x , y ) = arctg ( ln (| x | + \ y \ + 1)) 

在 R 2 上连续. 

注意，上述论证本质上是局部的，而例子中的函数 f 与 F 分别在整个实轴 R 或 
平面 R 2 上定义，这种情形是偶然的 • 

例8例2中的函数 f ( x ， y ) 在空间 R 2 中除点 (0,0) 外在任一点 连续. 注意，虽 
然函数 f ( x ， y ) 在点 （0,0) 不连续，但这个函数当其中一个变量固定时，对另一个变 
量而言是连续的. 
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例 9若函数 f : E -^ R n 在集合 E 上连续，而 忌是五 的子集，那么，函数/ 
在这个子集上的限制 / U 在忌上连续，这可以由函数在一点的连续性定义直接得到 
证实 • 

现在转入连续函数的全局性质的研究.首先给出几个定义. 


定义8从集合 E c R m 到 R n 中的映射 f : E -* R n 称为在 E 上的一致连续 
映射，如果对于任意的 e > 0,存在 (5 > 0,对任意的使得 d ( x u x 2 ) < (5 的 c 2 G 
有 d ( f ( xi ) J { x 2 )) < e . 

这里，別〜町）与 d ( f ( Xl ) J ( x2 )) 分别是与 R n 中两点间的距离. 

当 m = n = 1时，上述定义就是我们熟悉的数值函数一致连续性的定义 • 

定义9集合五 C R m 称为路连通的，如果对于五中任意一对点与 A ，总 
存在一条以 x 0 与 a 为两个端点的道路 r •• I — 并且它的承载子在 E 中. 

换句话说，从 E 中任一点吻出发不超出 E 的范围可以达到中另外的任何 
一个点: ci. 

因为我们暂时不考察除路连通集以外的其他连通集概念，所以为了简便，我们 
暂时称路连通集为连通集. 

定义10称空间 R m 中的开连通集为 R m 中的区域. 

例10 R m 中的球 B ( a ; r )( r >0) 是区域.我们已经知道 B ( a ; r ) M K m 中的开 
集，现在证明..球是连 通的. 设: r 0 = …= ( x \ r - , xr ) 是球的两个点， 
用函数+ (1 - <)xj (i = 1，... ， m ) 表示定义在闭区间0 G 彡1上连接 
吻与 Xi 的道路，而且它的承载子在球中，这是因为，由闵可夫斯基不等式，对任意 
的 t € 【0，1】，有 

d(x{t),a) = j 矣 (x't) - a*) 2 = ^ - + (1 - «)(xj, - a<)) 2 

=- a j ) 2 + (1 - *) / 会 (4 _ a ” 2 

< tr -f (1 - t)r = r. 

例 11 用方程 + ( r >0) 给出的圆周（一维球面）是 R 2 中的 

子集.设 d = rcos ^ x 2 = rsmt , 我们看到，圆周上任一对点都可用沿圆周的道路联 
结，也就是说，圆周是连通集.但是，这个集在 R 2 中不是区域，因为它在 R 2 中不是 
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现在叙述基本的 

连续函数的整体性质 

a ) 如果映射/ :尺 — R n 在紧集 A ： C R m 上连续，则它在尺上一致 连续. 

b ) 如果映射/:尺― R n 在紧集 KcR m 上连续，則它在 X 上有界. 

c ) 如果函数 f •• K — R 在紧集 K cR m 上连续，则它在 K 上具有最大、最 
小值. 

d ) 如果函数/ : E -* R 在连通集 E 上连续 ，瓦 f 在 a，b e E 具有值 f ( a ) = 
AJ ( b ) = B ， 则对4与 B 之间任意的數 C ， 存在点 ceE , 使得 /( c ) = C . 

在第四章§2中，我们已经研究了单变 M 数值函数的局部与整体性质，并且给出 
了它们的证明，这些证明，除 d ) 以外，都可转移到上述更一般的情形，唯一需要改动 
的是把表达式 - rr 2 | 与 1/( x 0 - f ( x 2 )\ 分别改为 d ( x u x 2 ) ^ d ( f ( xi ) J ( x 2 )) i & 
里 d 是所考察的点所在空间中的距离.下面我们给出 d ) 的证明. 

◄ d ) 设尸：/ —五是 中的道路 ， J = [ a y /3] C R , r ( a ) = a ， r (0) = 厂是 J 上 
的连续映射.由于五是连通集，这样的道路是存在的.函数/ o r : J — R 作为连续 
函数的复合函数是连续的，所以，存在点 7 € [ a . Pl 使得/。厂 ( 7 ) = C •令 c = r ( 7 ), 
则有 c € £?且 /( c ) = a ► 


例 12在 R m 中用方程 


(x l ) 2 ^--^(x m ) 2 = r 2 

给出的球面 5(0; r ) 是紧集. 

事实上，从函数 

m 

卜£( 〆 ) 2 

*=1 

的连续性得知球面是闭集，而从球面上的点都满足 |/1 < r (i == l ，".， m ) 得知它 
是有界的. 

函数 

(/，•••，，) — (x l)2 + • • • + ( X A：)2 _ (^+1)2 - (x m )2 

在整个空间 R m 上连续，因此,它在球面上的限制连续，由连续函数的整体性质 C ) 知 
道它在球面上取到最小值与最 大值. 在球面上的两点 （ r ，0，...，0) 与（()，••• ，0， r ) 处 
考察这个函数,它分别取值 r 2 与 - r 2 . 因为球面是连通集(参看本节末的习题3)，根 
据连续函数的整体性质 d ) 可以断定，在球面上存在一点，使得上述函数在此点的值 
为零. 
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例 13 开集 R -\5(0; r)(r > 0) 不是区域，因为它不是连通集.事实上，如 
果厂 ： J 是道路，它的一个端点是吻=(0,…，0)，另一个端点是以= 

( xi ， …， xT 1 )， 且(*!) 2 如 • > r 2 , 设函数 / : R m — R 由关系式 ( x 1 ，• • • ， x m ) ^4 

( x i ) 2 + . • . + ( a ；-)2 确定，则尸与 / 的复合映射是区间 J 上的连续函数,而且它在两个 
端点处的值分别小于与大于 r 2 , 因此在闭区间/上存在一点 7 ,使得 (/ or )( 7 )= r 2 . 
这样，道路 r 的承载子上的点 x 7 = r ( 7 ) 应处在球面 5(0; r ) ±. 我们证明了，从球 
B (0; r ) cR m 中一点出发不穿过它的边界 5(0; r ) 是走不出去的 • 

练习 

1. 设 /€ C 7( R m ; R ) •证 明： 

a ) 集合= {x € R m |/( x ) < c } 是 R m 中的开集. 

b ) 集合 Rz = {x e R m |/( x ) 彡 c } 是 R m 中的闭集. 

c ) 集合 E s = {xe K m |/( x ) = c } 是 R m 中的闭集. 

d ) 如果 x — oo 时， /( x ) — + oo , 则於，芯 3 是 R m 中的紧集. 

e ) 对任意的函数/ : R m — R , 集合=仁€ R m M /, x ) 彡 e } 是 R m 中的闭集. 

2. 证明： 映射/ : R m — R n 连续当且仅当 R n 中任一开集的原像是 R m 中的开集. 

3. 证明： 

a ) 连通集 E 在连续映射/ : E ^ R n 下的像 f ( E ) 是连通集. 

b ) 有公共点的连通集的并集是连 通集. 

c ) 半球面 （ x 1 ) 2 +…+ ( x m ) 2 = l ， x m 彡0,是连通集. 
cl ) 球面（:^) 2 + ... + (怎爪) 2 = 1是连通集. 

e ) 若 E C R 是连通集，则五是 R 上的区间（即闭区间，半开区间，开区间，射线或粮个 

数轴). / 

f ) 若吻与 a 分别是集合 McR m 的内点与外点，则以: r 0 与 a ：! 为端点的任何一条道 
路的承载子与集合 A / 的边界相交 • 
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§1 - 中的线性结构 

1. 作 为向量 空间的从代数教程中 已经很 熟悉向 S 空间 的概 念了. 

如果在 R m 中对于元索 a：i = ( a ; j ， …，0与 a：2 = 04,…，工? 1 )，按照公式 

xi + x 2 = ( x \ + x 各 ，… + x ^) ⑴ 

引进加法，对于 R m 中的元素 a : = ( x 1 ,... ，，）与 R 中的数 AGR , 按照公式 

Ax = ( Ax 1 ,..., Ax m ) (2) 

引进数乘法,那么 R m 便成为实数域上的线性空间.它的点现在可以称为向量.向量 

ei = (0, •• - ,0,1,0, ••- ,0) (i = 1，…， m ) (3) 

(这里数 1 仅在第 i 个位置出现）组成 R m 的极大线性无关组，因此称 R m 为也 维向 
量 空间. 

R m 中任—向景 x 可以按照基底 （ 3 ) 展开，即表成形式 

x = x l e \ + • • • + x m e m . (4) 

我们约定，向量的指标记在向董的下方，向贵的坐标的指标则记在它的上方，使 
用它有很多方便的地方.特别是按照爱因斯坦@约定可把 （4) 式简写成如下形式 

x = x x e iy (5) 

①爱因斯坦 （ A . Einstein )(1879-1955) 是20世纪最伟大的物理学家.他在童子学方面，特别是 
相对论方面的工作给整个现代物理学以革命性的影响. 
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这里认为同一个指标在上方与下方都岀现，就意味着关于这个指标在它的变化范围 
内求和. 

2. 线性映射我们知道，从一个向鬚:空间 X 到另一个向 M 空间 
Y 的映射 L : X ^ Y 称为线性的，如果对于任意的 x 1? x 2 e 久和 An A 2 € 1 R ， 有 

L ( X\Xi + A2X2 ) = X \ L ( xi ) + 入 2厶(:2). 

使我们感兴趣的是线性映射 R m — R n . 

如果 { ei ，… ， e m } 与 { ei ,-.- , e n } 分别是 R m 与 R n 中给定的基底，那么，在知 
道了展开式 

L{ei) = a\ei + •. • + a^e n = ajej (i = 1， • • • ， m) (6) 

即基底向撤在线性映射 L ： R m - R n 下的像以后，由映射 L 的线性性质，对于 R m 
中任一向量 

h = h l e \ + h 2 e2 + •. • + / i m e m = h l e ^ 

可以求出它在 L 下的像 L ( h ) 在 R n 的基底 { e lr - , e n } 下的展开式 

L ( h ) = L (/ i i ej ) = / i * L ( e ») = h ' o^ej = a { h l ej (7) 

写成坐标形式是 

增 = _，•"， 祝). ⑻ 

在给定 R n 的基底后，可以把映射 L : 看作是由 n 个（坐标）映射 

P : R m — R 构成的序组 

L = (L 1 ,...,L"). ⑼ 

考虑到 （8) 式，容易断定映射 L : R m ^ R n 是线性的当且仅当 （9) 式中每个映 
射汐 都是线性的. 

如果把⑼式写成列的形式，那么由⑻式得 

/ \ 广 1 … a m \ / \ 

m = : = ； : ( : )• ⑽ 

\ L n ( h)J W 

这样，在 nr 1 与 sr 中给定基底以后，可以建立线性映射厶： nr 1 — ur 与 m x n 
矩阵 ( ai)(i = 1, • • • , m ; j = 1， . • •， n ) 之间的 1-1 对应.线性映射 L 的矩阵 «) 的第 i 
列元素是向 M q € { ei ，…， e m } 在 L 下的像 L ( ei ) 的 坐标. 任一向量 A = € R m 

在 L 下的像 L ( h ) 的坐标可以用线性映射的矩阵与向 M / i 的坐标构成的列向董的乘 
积 （10 ) 得到. 
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如果在 R n 中有向 董空间 结构，那么可以引人关于映射 fi : X ^ R n 与映射 
f 2 ：X 的线性组合 AJi 十 A 2 / 2 的概念，它用下式定义 

( Ai/i + A 2 / 2 )( x ) := MA ( x ) + A 2 / 2 ( x ). (11) 

特别地，线性映射心： R m — R n 与 L 2 : R m — R n 的线性组合是映射 

% 

入山⑻ + X 2 L 2 ( h ) = L ( h )， 

显然，它是线性的，这个映射的矩阵是对应的映射心与 L 2 的矩阵的线性组合. 

线性映射 >4 : R m — R n 与 B : R n — 的复合 C = BoA 显然是线性映射，它 
的矩阵由 （10) 式知道，是用映射 B 的矩阵左乘映射>1的矩阵得到的矩阵.顺便指出， 
我们已经知道的矩阵乘法规则，就是为了适应线性映射的复合映射所对应的矩阵而 
作的规定. 

3. R m 中的 范数. 数值 

|| x || = /« + ••• + (— (12) 

称为 R m 中向量 a : = ( x 1 , … yX m ) 的范数. 

由这个定义及闵可夫斯基不等式得到： 

1 。 IWI>o. 

2 。 （|| x || = 0) (x = 0). 

3。 || A : c || = | A ||| x ||， 其中 AeR . 

4° Iki + x 2 || < IM + 1 M . 

—般地，向量空间 X 上任何一个满足条件1°-4°的函数 || : X — R 称为向 

量空间 X 的范数.有时为了明确所讲 的向鲎 范数是哪一个空间的范数，在范数记号 
右下角标记空间的记号，例如可以写成 || x || R m 或 || x || r .. 但是，如果关于空间及其范 
数按照上下文的意思很清楚的话，我们照例是不这样做的. 

由 （12) 式知 

||xi - X2II = d ( x u x 2 ) - (13) 

其中 d ( x u x 2 ) 是度量空间 R m 中点 A 与奶的距离. 

从 （13) 式看出，当 : r — 2： 0 ,条件 d ( x , x 0 )-0 与条件扣-抑|| — 0 等价. 
特别地，由 （13) 式知 

M = d (0， x ). 

范数的性质4。称为三角形不等式，现在已经很清楚这样称呼的理由了. 

三角形不等式按照数学归纳法可以推广到任意有限个向量相加的情形，即有下 
面的不等式 

||xi + --*+ Xfc || < || xi || + --- + || x fc ||. 



第八章多变置函数微分学 


向量范数的存在，使得能够对于函数/ :义―在空间 R m 与 
M n 中的值进行比较. 

设5是 X 中的基，如果 \\f(x)\\ R m = 秦 ( X )|| R ”） 在 S 下成立，则记作/⑷ = 
o(g(x)) 或对于基 B，f = o(g). 

如果把映射/ •• X — R m 写成坐标形式/⑷=(尸⑷， … ，/ m ( x ))， 那么由不等 
式 m 

| 户 ( x)K ||/( x)|K 户⑷ |， （14) 

t=i 

可以得到下面有用的 命题： 

(对于基 B ， / = o(g)) ^ (对于基 S , 户= o(g) t i = 1，…， m ). (15) 

还约定，如果||/(别‘ =0(||咖)|一）在 S 下成立，则记作••对于基氏/ = 0(办 
这样，由 （14) 得到 

(对于基 S ， / = 0( g )) ^ (对于基 S ， 户= O ⑷， i = 1，…， m ). (16) 

例设 — R n 是线性映射 ， /i = + •.. + x m e m 是 R m 中任一向 M ， 我 

们来估计 \\L(h)\\ Rn . 

卜 _ I 陶 II I * ( f ； II 剩 I ) Nl . (17) 

由此可以断定，有 

1(/1) = 0(/1)，当/1 — 0时， （18) 

特别地，从上式可以得到，当 x — 抑时，有 

L(x — xo ) = L(x) — L(xo) -♦ 0. 

即线性映射 L : R m - R n 在任一点 x 0 e R m 都连续.从 （17) 式还可看出，线性映 
射是一致连 续的. 

4. 的欧几里得结构从代数知道实向量空间中数量积的概念，它是对于空 

间的向量对定义的一个数值函数 ( X , y ), 并且具有性质： 

( x , x) ^ 0 . 

(( x , x ) =0) ^ (x = 0 ). 

(Xl,X 2 ) = {X2yXl). 

( Axi , X 2) = A 〈 a ： i , X 2》， 其中 A € R . 

(Xi-\-X 2 ,X 3 ) = (xi,x 3 ) + (X2,X 3 )- 
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特别地，从这些性质得到，如果在空间中确定了基底 {&,••• , e m }， 那么用向 
量，，）与2/ ^匕 1 ,…，，）的坐标可以把数量积 〈 x ， y > 写成双线性形式 

(x, y) =夕 oxV ， （ 19) 

上式右端的简写式指的是关于指标 i 与 j 的求和式，其中叫= ( euej ). 

两向量称为正交的，如果它们的数量积 为零. 

基底称为正交规范的，如果恥=心，其中 

Mrs : 

若狀爪的基底为正交规范基底，则向 M x 与 y 的数量积有很简单的形式： 

(x,y) = <5tja ： V» 


或 


〈 x, y 》 = a: V + …+ x m y m . 


数量积具有这种形式的坐标称为 笛卡儿坐标. 

我们知道，规定了数謹积的空间 R m 称为欧几里得空间. 
数傲积 （20) 式与向量范数 （12) 式之间有明显的 关系： 


( 20 ) 


〈：，：> = W 2 . 


从代数知道，有下面的不 等式： 

〈 a :， y 〉 2 彡 〈 x ， x 〉〈 y ， y >. 

特别地，由此可以证明，对任意一对向 ft ， 存在一个角 f € [0, tt ], 使得 


(x,y) = \\x\\ IMIcosp. 

这个角称 为向量 : r 与 y 之间的 夹角. 正是由于这个原因，当两个向量的数童积为零 
时，我们自然地认为它们是正交的. 

下面我们叙述在代数中已经知道的下述简单但很有用的重要的事实，对于我们 
也是有益的. 

在欧几里得空间中，任何一个线性函数 L : R m -^ R 都能表达成 

的形式，其中€是由函数 L 唯一确定的中的向董. 
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§2. 多变置函数的微分 

1. 多变置可微函数和函数在一点的微分 

定义 1定义在集合 EcR m 上的函数 f : E -* R n 称为在极限点 o : € E 是可 
微的， 如果在 E 上有 


f(x 4- fe ) - f { x ) = L ( x)h -h a ( x ; fe ), ⑴ 

其中 L ( x ) : K - - R " 是关于 / i 的线性函数 ' 当 — O y x^h € E 时， a ( x ; h ) = o ( h ). 

向量 


Ax (/ i ) : = (x + / i ) - x = / i , 

A /( x ; h ) := f(x + / i ) - f { x ) 

分别称为自 变量增 量与函 数增量 (与这个自变 M 增 量相对 应)，按照传统习惯，分别简 
记作 Ax 与 A /( x ) (它们都是的函数 )• 

关系式 （1) 中的线性函数 L ( x ) : R m R n 称为函数厂五 — 在点： E 的 
微分，切映射或导映射. 

函数 f : E -^ R n 在点 xeE 的微分记作 df ( x ), D /( x ) 或 f f ( x ). 

根据引进的这些记号，可将 （1) 式写成 


f(x + h ) — f ( x ) = f f ( x)h 4 - a ( x ; ")， 


或 

A f (x; h) = df (x)h-b q(x; h). 

我们注意到微分实际上是对从点出发的位移 / i 定 义的. 为了强调这点， 
我们把一个向最空间与点 xeR m 联系起来，记作 rR m ( a :) 或 TRJ 1 , 向贵空间 
TR ? 可以解释为紧贴在点 x € R m 上的向量全体所成的集合，我们称 : TR ； 1 为’ 
在点 X 6 R - 的切空间.这个术语的来源以后再作解释. 

微分在向贵 /I € TR ? 的值是紧贴在点/⑷上的向量 f \ x)h 6 TW } {xy 这个向 
请可以 逼近由自变量 I 的增量引起的函数增董 /(x + M - /(^)* 

于是， d /( x ) 或 r(x) 是线性映射 r(x) : TR -- TR n f{x y 
我们看出，在一点可微的多变 M 向量值函数与我们已研究过的单变量可微函数 
在下述性质上是完全一样的，即如果它在这点的增量 △/&#) 作为自变量增量九的 
函数，在精确到一个比 h — 0 高阶的无穷小量 a(x; h) 的条件下,是线性的. 

①同-维脈-样，鋪允许用以 x)/i 代替 L(x)(/i), 同时指出，定义中的 R m 与 R n 都装备了 
§1 中所规定的范数. 
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2. 实值函数的偏导数与微分如果把 R " 中的向 M f(x + h ) J { x \ L { x ) h . 
a ( x ; h ) 写成坐标形式，那么等式 （1) 等价于下面 n 个实值函数的 等式： 

f\x + / i ) - f \ x ) = V { x ) h^r a l { x ; h ) (i = 1， …， n )， （2) 

由 §1 的关系式⑼与 （15) 知， L ^ x ) : R m — R 是线性函数，而当 h — 0 ，x + hGE 
时，有 a *( x ; h ) = 0 ( h ), (i = 1,…， n ). 

因此，下面命题是正确的. 

命题1集合五〔狀爪上的映射/:五 — 肽”在极限点可微当且仅当映 
射/的每个坐标函数广 ： — R(i = 1， …， n ) 在点 xeE 可微. 

由于关系式 （1) 与 （2) 是等价的，因此为了求映射/ •• E — R n 的微分1(4,只 
要求出它的坐标函数 r ： E ^ R 的微分 L \ x ) 就可以了. 

现在我们考虑定义在集合 EcR m 上的实值函数 / •• E — R ， 且设它在 五的内 
点 x e E 可微.下面将主要研究 E 是 R m 中的区域的情形.如果 x 是 E 的内点，那 
么对于点: r 的任意足够小的位移 h ， 点 x + h 同样属于五，也就是说，也在/ :五 —R 
的定义域 E 中. 

如果用坐标形式表示点 x =(工 1 ， … ，)，向最 ft = ( ft 1 ， … ， h m ) 和线性函数 
L { x)h = ai ( x )/ i J + • • • + a m ( x )/ i m , 那么条件 

f(x + h )- f ( x ) = L ( x)h + 当 ft — 0 时， （3) 

可改写为 

/(x 1 + h 1 ， … ， x m + /i m ) - /(a: 1 ， … ， x m ) 

= a ^ h 1 + • • • + a m ( x )/ i m + o (/ i ), 当 h — 0日寸， ⑷ 

其中 a x ( x ) r - , a m ( x ) 是依赖于点: r 的实数. 

我们现在来求这些实数.为此用特殊的位移 

hi = /i*e» = 0 • ei + …+ 0 • 一 i + h l ei + 0 - e<+i + • • • + 0 • e m 

代替任意的位移 心 显然，心与 R m 的基底 { ei , ••- , e m } 中的向量 Q 共线. 

当 /i = ~时，显然有 M = |以|，因此，从⑷式得到 

/(x 1 ，…， V + 。，， … ， x m ) -/(X 1 ， … ， X 4 ，…… 

= Oiix)^ + o{h% 当 0 — 0时. （5) 

由此看出，如果函数/( 〆 ，••• ， a ; m ) 除第 i 个自变量外，其余自变量皆固定不变， 
那么，这时得出第 i 个变量的函数在点 d 是可微的. 
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这样一来，从等式 （5) 得到 
a ,( x ) = lim 

M—o h l . w 

定义 2 极限 （6) 称为函数 /( a :) 在点 x= ( x 1 ,... y x^) 关于变量 d 的偏导数. 
下面每个符号都可用来表 示它： 


例 1 设 /( w ， t ;) = ti 3 + w 2 sin it ， 则 


dif(u t v) = ^(u y v) = 3u 2 + 

df 


cosu, 


d2f(u,v) = ^( u , v ) = 2v sin u. 
例 2 设 /( X , y , 2) = arctg ( xy 2 ) + e 2 , 则 


a 1 /( x ^^) = ^( x > y , z )= r ^, 
d 2 f ( x , y , z ) = ^ / ( x , y , z )= r ^- 4 , 
&zf{x ， y ， z、= ^{x y y,z) = e\ 


这样，我们证明了 

命题 2 如果定义在集合五 C R m 上的函数/: E — R 在 E 的 fyAx 可微，那 
么函数/在点$关于每个变量有偏导数，并且它的微分由这些偏导數唯一 确定： 


df(x)h = ^(x)h l + ••• + (7) 

公式 （7) 按照爱因斯坦约定可以简写为 

df{x)h = dif{x)h\ (8) 

例3假如我们知道（很快就会知道的）例2中的函数 f(x，y,z) 在点（0,1，0)可 
微，那么立刻可以写出 


由此有 


d/(0, l ， 0)/i = 1 • h 1 + 0 • /i 2 + 1 • /i 3 = /i 1 + /i 3 . 

/( ft 1 ，1 + / i 2 , / i 3 ) — /(0,1， 0) = d/(0, 1， 0 )/i + o (/ i ) (h^O) 


或 


arctg (/ i 1 (l + ft 2 ) 2 ) + e " 3 = 1 + / i 1 + / i 3 + o(h) (h 0). 
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例4函数 a ; = ( a : 1 , … , x m ) 把点 x e R m 对应于它的第 i 个坐标.对于 
这个函数有 


An x ( x y h ) = ( x l + h l ) — x l = h \ 

也就是说，这个函数的增量本身是 / i 的线性函数/ I 二 V ，因此= d ^{ x ) h . 
由于对任意的点 x € R m W d ^( x)h = h \ 在这个意义上映射 d ^( x ) = 实际上是 
不依赖于点 a : 的.如果把 7 r '( x ) 记作 x ^ x ), 则有 d 7 r i ( x)h = dx^h = h \ 

注意到这种状况以及公式（8)，现在我们可以把任何函数的微分表示成它的自变 
量 x € Rm 的坐标的微分的线性组合，亦即有 

+…+ 慕 (♦' ⑼ 

这是因为，对于任意向量 heTR 。 有 

df ( x)h = difix )^ = d i f ( x ) dx i h . 


df { x ) = dif ( x ) dx l = 盖 ( x ) dx 1 


3. 映射的微分的坐标表示.雅可比矩阵我们已经得到实值函数 f : E^R 
的微分公式 （7). 而由此，根据关系式 （1) 与 （2) 的等价性，对于任意的定义在集合 
EGR m 上的映射/ : E — R n ， 如果它在 E 的内点 xeE 可微，那么就可以把它在 
点: T 的微分 df ( x ) 表成坐标 形式： 



定义3设映射 f : E -^ R n , 在点 xeEc ^ m 可微,/的坐标函数在点 a ： 的偏 
导数组成的矩阵 ( diP ( x))(i = 1，…= 1，…， n ) 称为映射/ 在点 x 的雅可比 
矩阵①或 Jacobian ⑦. 

当 n = 1时，公式 （10) 归结为公式 （7), 当 n = l,m = 1时，公式 （10) 归结为一 
个实变量的实值函数的微分. 

由关系式 （1) 与 （2) 的等价性及实值函数微分的唯一性得到 

①雅可比 （ J . Jacobi )(1804—1851) ——著名的德国数学家. 

® 又常称这个矩阵的行列式（当它是方阵时）为 Jacobian . 
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命题3如果定义在集合 E cR m 上的映射/ : 五 — R n 在£；的内点： c € 五 
可微，则它在点 x 的微分是唯一的，并且映射 df ( x ) :: TRf — TR^ (X) 的坐标表示用 
(10) 式给出. 

4. 函数在一点的连续性、偏导数和可微性本段将完成函数在一点可微性的讨 
论，指出函数在一点的连续性、偏导数的存在性与可微性之间的相互关系 • 

在§1中 （（17) 式与 （18) 式）我们得知，如果 L : R m ^ R n 是线性映射，那么当 
/I — 0时， L/i — 0,这样从⑴式可以推知，若函数在一点可微，则它在此点连续，这 
是因为 

当 h — 0, a; + € 五时， /(x + h ) — f ( x ) = L ( x)h 4* o ( h ). 

当然上述命题的逆命题是不正确的，这是因为，我们知道，在单变贵情形这已经 
就是错误的了. 

这样，函数在一点的可微性与连续性的关系在高维情形和一维情形是一样的 • 

但是微分与偏导数之间的关系完全是另一种样子 • 在一维情形，即一个实变量 
的实值函数情形，函数在一点存在微分与存在导数是等 价的. 对于多变量函数，我们 
已经证明（命题 2) 函数在定义域内点的可微性保证了它在此点关于每个变量的偏导 
数的存在性,但是相反的命题是不对的 • 


例5函数 


/( 工 




0, x l x 2 = 0, 
1, x l x 2 ^ 0. 


在坐标轴上等于零，因此在点（0,0)处，它的两个偏导数是 




i^O h l 


^ 2 /( 0 , 0 ) 




但是这个函数在点 (0,0) 不可微，因为显然它在此点间断. 

例5引进的这个函数，除了原点 （0,0) 外，在数轴上任意点处，它的任何一个偏 


导数都不存在.但是函数 


f^y) = {f ^' x2 2 + y2 / 0 0 

I 0, x 2 + 2/ 2 = 0. 


(即第七章§2例2中的函数）在平面上所有点 ( x , y ) 处存在偏导数，但是它在坐标原 
点间断，因而它在此点不可微. 

这样，虽然可以正确地写出 (7),(8) 式的右边部分，但仍不能保证它是我们的函 
数的微分，这是因为函数可能原本就不是可 微的. 
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要不是发现了（这将在以后证明）函数偏导数的连续性足以保证函数的可微性， 
这种状况将会成为多变量函数微分计算的严重障碍. 


§3. 微分法的基本定律 
1. 微分法运算的线性性质 

定理 1如果定义在集合 E cR m 上的映射 fi ： E ^ R n J 2 : E 在点 

xeE 可微，则它们的线性组合 (X l f l + A 2 / 2 ) : 在点: r 可微，且有 

( Ai/i + A 2 / 2 ) , ( x ) = (X 1 f[ + A 2 /^)( x ). ⑴ 

等式 （1) 指出了微分运算，即在一点一个映射对应于它在该点的微分的运算，是 
一切在此点可微的映射 f : E ^ R n 组成的向童空间上的线性运算.等式 （1) 的左 
边 (Xifi + A 2 / 2 ) / ( x ) 按定义是线性映射，而右边 ( Ax/f + X 2 fi)(x) 是线性映射 /{( rr ) : 

— R n 与 月 ⑻： Rm — R n 的线性组合，由§1知它也是线性映射.定理1断言这 
两个映射完全一样. 


< (Ai/i + 入 2/2)( 工 + h) — (X\f\ + 入 2/2)($) 


= ( Ai/i (x + / 1 ) + 入 2 / 2 (: + &)) - ( Ai / i ( x ) 4 -入 2 , 2 (工)) 
= Ai (/ i(x + ft ) - fl ( x )) + A 2 (/ 2(X + ft ) - , 2 (®)) 

= M ( fi ( x)h + 0 (/ 1 )) + x 2 (f^x)h + o(h)) 

= ( Ai / 1 , ( x ) + A 2 /^(x))/i + o(/i). ► 


如果考察的是实值函数，那么关于乘法运算与除法运算（当分母不为零）有下面 
的 

定理2 如果定义在集合 五 C R m 上的函數/ : 五 —Rj ••五 —R 在点： r € 五 
可微，则 

a) 它们的乘积在点 rr 可微，且 

(/ . 夕) '⑷= + f{x)g\x). ( 2 ) 

b) 当 g(x) / 0时，它们的商在点 a: 可微，且 

⑷=- f{x)g\x)). ⑶ 

这个定理的证明同第五章，§2,定理1的证明完全一样，我们不去重复它了. 
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关系式（1)、（2)、 （3) 可以用另外的微分记号改写成下面的 形式： 

d(Aj/i + 入 2,2)( 工） = (Aid/i + A2d/2)(x), 
d(f- g)(x) = g(x)df{x) + f(x)dg(x )， 
d (g) ^ = ' f{x)dg(x)). 

我们来考察如何用映射的坐标形式表示这些 等式. 我们知道，如果映射 W :五 
R n 在£ C R m 的内点 a ： 可微，把它写成坐标形式 


W ( x ) = 


那么与它在点 a ： 的微分 Mx ) : 


/( x 1 ， … , x m )\ 

作 1 ，…，)/ 

— R n 相对应的是雅可比矩阵 


/ dup 1 … d m ip l \ 

( p \ x ) = ( : ; j ⑷= 

V 谷 〆 … dm^ n J 

在 IRm 与 Rn 中给定基底的情况下，线性映射 L ： R m - R n 与它的 m X n 矩阵 
之间存在1 一1对应，因此可以把线性映射 L 与它的矩阵看成一回事. 

对于雅可比矩阵的记号，我们通常使用的是 r ( x ) 而不是 df ( x ) } 这是为了更符 
合一维情形下导数与微分概念的传统 区别. _ 

这样，根据在集合 E 的内点 a : 处的微分的唯一性，我们得到用雅可比矩阵表示 
的（1)，(2)，(3)式的如下坐标形式： 

(di(Xifi + \2fimx) = {\idji + x 2 difi)(x) 

(i = 1，…， m;j = 1，…， n )， （1’) 

、 di(f • g)){x) = g(x)dif(x) -h f{x)dig(x) 

(i = l ，."， m )， （2’) 

(di (^)) ( x ) = (咖) 决/(工卜/⑷如 ( x )) 

(i = l ，，"， m ). (3’) 

例如，从上述矩阵的分童等式可以推出，实值函数 /( x 1 ,-.- ? x m ) ^ 9(^, ••- » 
x 爪)的乘积关于变 M d 的偏导数 应是： 

…， W ) =咖 1 ，……， X 。 


咖 1 ，…，)备 ( x 1 ， …，） 
+/(，… ，，洛 (工、 • 
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我们注意到，无论是这个等式还是矩阵等式（1')，(2')， (3') 都是偏导数定义以及 
一个实变 M 的实值函数的微分法则的显然的推论.但是，我们知道偏导数的存在性 
还不能断定多变量函数的可微性.因此，除了重要的和完全显然的等式 （1'), (20,(3') 
之外,在定理1与定理2中，关于映射的微分的存在性假定也是一个特殊的角色. 

最后我们指出，利用归纳法可将等式 （2) 推广为有限个可微实值函数乘积 
(/i . fk) 的微分式： 

d(fi . fk){x) = (/ 2 . f k )(x)dfi(x) + …+ (/i. fk-i)(x)df k (x). 

2. 复合映射的微分法 
a . 基本定理 

定理 3如果集合 X cR m 到集合 y C R n 的映射/ : X -* Y 在点 X € A ： 可 
微，而映射分 ： y — 在2/ = /( X ) € y 可微，则复合映射分 O / : X ^ R k 在点 x 可 
微，且复合映射的微分 d ( gof )( x ): TR -- TR k g { f { x )) 等于微分 df ( x ): 

与微分 dg(y) : TR^ TR k g(y) 的复合 dg(y)odf(x). 

这个定理的证明，几乎完全重复第五章§2的定理2的 证明. 为了把注意力集中 
于现在出现的新情况，我们再次把证明的全过程写出来，但是不准备详细讨论我们 
已经熟悉的技术性问题. 

◄ 利用映射/与 分在点 x 与 y = / Or ) 的可微性和微分 g\x) 的线性，可得 

(g o f)(x + h)-(go /)(«) = g(f{x + h)) - g(f{x)) 

= 9 V(x))(f(x + h) - f(x)) + o(f(x + ft) - f(x)) 

= ^{y)(f\x)h + o{h)) + 0 (/(x + h)- f(x)) 

= 9 \y)U\x)h) + g\y)(o(h)) + o(f(x + A) - f(x)) 

其中 g\y) o r{x) 是线性映射(因为它是线性映射的复合)，而 

a(x; h) = g\y)(o{h)) + o(f(x + h)- /(«))• 

但是像证明 §1 关系式(17),(18)那样，得 

9 f (y)(°( h )) = °( h ) — 0 )， 

f(x + ft) - f{x) = r{x)h + o(h) = 0(h) + o{h) = 0{h) (h —► 0) 


和 


o { f{x + ") - f { x )) = o {0{ h )) = o { h ) (h 0) 




因此 


a(x; h) = o(h) + o(h) = o(h) (ft — 0 )， 


从而，定理得证. ► 

现在我们把定理 3 写成坐标形式，如果： T 是集合 X 的内点，且 

/ dif l {x) ... d m f l {x) \ 

J\x) \ \ = (Ar)(x), 

V^i/ n (^)-- d m r(x)J 

而2/ = /(工）是集合 K 的内点，且 

/ dig l {y) ••- d n g l {y)\ 

9\v) = f : : j = {dj9 l )(y) y 

\dig k {y) •• - d n g k (y)J 



在等式 

( di ( g l o f ))( x ) = ( d j 9 l ( f ( x ))- dj ^ x )) ⑷ 

右边矩阵中的元素 d j 9 l { f ( x )) • diP { x ) 是对指标 j 从1到 n 求和的简写记号. 

与等式（1')，(2')，(3，）不同，甚至从有关矩阵的分董等式方面看，关系式⑷也不 
是无需证明的. 

我们考察定理的某些重要的特殊 情形. 

b. 复合实值函数的偏导数与微分 设…， y n ) 是实 变量 y 1 ， … ，泸的 
实值函数，而 , 2 / n 中的每一个又是变量 x 1 , ••- , x m 的函数 V = 户 ( x 1 ， …，: c m ) 
(j = 1，…， n ). 设函数分与户 (：/• = 1，…， n ) 可微，我们来求/ :叉― r 与 yl — R 

的复合映射的偏导数 
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根据公式（4)，按我们的条件，其中的 i = 1，得 

汰(夕。/)(工）=如(/(0：)).汰尸(0；) (5) 

或者更详细地写作 

■gj (x) = d ^f} {x l ... x m )= 5pV 

dx i 1 j dx i 1 * * ] dy l dx i dy n dx i 

= dig ( f ( x )) - dif l { x ) + ••• + d n g ( f ( x )) - ft / n ( x)，(i = 1，…， m ). 

c . 函数在一点沿向量的导数和梯度我们来考察在空间 R 3 的某个区域 G 中 
液体或气体的定常流，术语《定常》指的是流体在区域 G 中每一点的速度都不随时 
间而改变，当然在区域 G 中不同的点可以具有不同的速度 • 譬如,/⑷= f { x \ x \ x ^) 
是流体在点 a : = { x \ x \ x^)eG 的压九如果我们转入按规律 x = x ( t)(t 是时间）的 
流动，那么在时刻《的压力值是/ O x (0 = 而压力沿流动轨道关于时间的变 

化速度显然是导数 在 /( a ^ z 2 ，：!： 3 ) 是 G 中的可微函数的假定下，我们 
将能算出它.按照复合函数的微分法则，有 

= §^( x ( t )) x \ t ) + ^ L ( x ( t )) xHt ) + 基_)外)， ⑹ 

其中 i ^) = ^WG = l ，2,3). 

因为 ( i 1 , i : 2 , x 3 )(«)=^) 是流体位移在时刻 < 的速度向 M , 而 ( dif ， d2f ， dsf )( x ) 
是函数/在点: r 的微分 df ( x ) 的坐标形式，因此等式 （6) 也可改写为 

就是说,所求的量是函数 /&) 在点 a ： = a : ⑷的微分 df ( x ( t )) 在我们的运动的速度向 
mv ( t ) 上的值. 

特别地，如果当 t = 0时，有 x 0 = x ⑼，则 

啦 卜 df ( x 0 ) v ， ⑻ 

其中 t ; = i ;(0) 是速度 向世在 t = 0的值. 

关系式 （8) 的右方仅仅依赖于点抑€ G 和在: cq 的速度向董％而与轨道 x = 
x ( t ) 的具体形式无关，只要满足条件±(0) = V 就行了.这就是说，对任意的形如 

x { t ) = x 0 + v ( t ) -f a { t ) ⑼ 

(其中冲） = o ( t)(t - 0)) 的轨迹上，等式 ⑻ 的左端将有同一数值，这是因为它完全 
由给定点抑和此点处的向贵 t ; € TRl 0 所确定，特别地，假如我们想直接计算出等 
式 （8) 左端的数值（也就算出了右端的数值)，那么可以取下面的函数作为运动规律 

x ( t ) = xo + vt (10) 
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这是一个速度为 r 的匀速运动，且在时刻 f = 0有 x (0) = a : 0 . 

现在给出下面的 

定义1如果函数/定义在点 x 0 e 的邻域中，而 t ; € TR ^ 0 是在点吻的向 

量，则称 M ： 

队 /( 邛 ):= (ID 

为函数/在点吻 沿向量 v 的导数(如果上述极限存在的话) • 

由上面的引言看出，如果函数/在点吻可微，那么对任意形如⑼，特别地，形 
如 （10) 的函数 a : ⑷，有 

D v f(x 0 ) = = df{x 0 )v y (12) 

其坐标形式为 

D v f{x 0 ) = q ^ t ( x o ) v1 + …+ ^^( x 0 ) v m . (13) 

特别地，对于基底向量 et = (1，0,…，0)，…， e m = (0, • • • ，0,1)，从这个公式得 

D ei f(xo ) =恙 = 1 ， … ， m). 

由微分 df(xo) 的线性，根据等式（ I 2 )可以断定，如果函数/在点 x 0 可微，那 
么对任意的向 M i ；!,^ € TR^ 0 和任意的实数 A !, A 2 € R ，函数/在点吻沿方向 
(入 it；i + A2V2 ) € TR ^ 0 有导数，并且有 

D\ lVl +x Q v 2 f{ x o) = AiD Vl /( x 0 ) + \ 2 D V 2 f(x 0 ). (14) 

如果把空 间 R m 看成是欧几里得空间，也就是规定了数 M 积的向 M 空间（参看 
§1)，那么对任意的线性函数可以写成由 L 确定 的向撤 《= C ( L ) 与变向量”的 

数量积 M . 

特别地，存在向量 C 使得 

df{x 0 )v = (^,v). (15) 

定义2设函数/在点€ R m 可微，如果向最€ € TR^ 0 适合于函数/在 x 0 
的微分 df(x 0 ) 所满足的等式（15)，则称 C 为函数/在点吻的梯度，且记作 gra ^/ (工 0 ). 

• 于是，由定义有 __ 

df{x 0 )v = 〈 grad / pro )，"^] ( 16 ) 

如果在 R " 1 中选取笛卡儿坐标系，那么比较（12)，(13)与 （16) 式，可以断定，在 
这个坐标系下，梯度有下面的坐标表示式： 

gr ad /(: r Q )=( 备，… ，嘉 )( x Q ) (17) 
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现在我们阐明向 M grad /( x 0 ) 的几何意义. 

设 e € TR ^ o 是单位向童.由 （16) 式知 

D e f ( x 0 ) = || grad /( x 0 )|| cosp ， （18) 

其中 f 是向量 e 与 grad /( x 0 ) 的夹角. 

因此，如果 grad /( x 0 ) ^0, e = || grad /( x 0 )|| - 1 grad /( x 0 )， 那么导数 D e f ( x 0 ) M 
有最大值.当动点从定点 rr 0 沿着方向向量 grad /( x 0 ) 移动时，函数/的值的增长速 
度 （/ 的值的单位以 IT " 的单位长为量度单位）最快且等于 || grad /( x 0 )||. 当动点从 
定点: ro 沿着上述方向的相反方向移动时,函数/的值最急剧地减少.当动点从定点 
xo 沿着与方向 grad /( o ： o ) 垂直的方向移动时，函数/的值的变化速度等于零. 

沿给定方向的单位向量的导数，通常称为沿给定方向的导数. 

因为欧几里得空间中的单位向量可用方向余弦 表示： 


e = ( cosai , - , cosa m ), 

其中％是向量 e 与笛卡儿坐标系的基底向量^之间的夹角，所以 


D e f ( x 0 ) = ( grad /( x 0 ), e > 


^■(xo)cosai 


df 

dx m 


( x 0 ) cosa m . 


我们今后将常常遇到向量 grad /( x 0 ), 并且它有很多应用，例如，根据以上叙述 
的梯度的几何性质建立的梯度方法，它是（利用电子计算机）寻求多变 M 函数极值的 
数值搜索方法（参看本节末的习题 2). 

很多重要的向 M 场，例如，牛顿引力场或库仑静电场都是某个数量函数（称为这 
个场的势或位）的梯度(参看本节末习题 3). 

很多物理定律在其陈述中都利用了向 M grad /( x ), 例如，连续介质力学中研究 
的无外力作用的理想液体或气体所满足的关系式 


pa — — grad p 

其中 a == a ( x , t ) 是流体在点 a ： 和时刻 t 的加速度，而 p = P ( x ， t ) 是介质密度， 
p = p ( x , t ) 是压力.这个关系式与质点动力学中的牛顿基本定律 ma = F 相当（参看 
本节末习题 4). 

关于向量 grad / 我们以后在向最分析与初等场论中还要研究. 

3. 逆映射的微分法 

定理4设/ : U { x ) V ( y ) 是把点 a : 的邻域 U { x ) C K m 映到点 y = /( x ) 的 
邻域 V ( y ) C R m 上的映射，它在点 x 连续且存在逆映射/― 1 : V { y )^ U ( x ), 而且逆 
映射在点2/也连续. 

如果映射/ 在 A X 可微且它在点 x 的切映射广 Or ) : 有逆映射 

[尸⑷]一 1 : TRf — 则映射广 1 : F ( y ) — U ( x ) 在点 2 / = f ( x ) 可微，且 

(/* 1 ) , (y) = [m 】 一 1 . 
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因此，互逆的可微映射在对应的点处有互逆的切映射. 

◄设 

f ( x ) = y , f(x + h ) = y ^- t,t = f { x -\- h )- f ( x )\ 


f^(y) =xj~ l (y-^t) = x + h } h = f~ l (y + t)- f~ l (y). 

假定 /i 足够小， 使得 z + h G U ( x ), 从而， y-^te V ( y ). 由 / 在点 x 和 /- 1 在 
点2/的连续性得到 

当 ft — 0时， t = /(x + /i) — /(x) — 0， (1) 

当 f — 0时，/I = r\ y + 1) - f - l ( y ) - 0. ⑺ 

由/ 在点： c 的可微性得到 

t = f \ x ) h ^ o ( h )( h ^ 0 ). (3) 

由此可以断定 t = 0 {h)(h - 0).( 参看§1的(17)、 （18) 式 •) 

我们来证明，如果 r(x) 有可逆的线性映射，则= o(t)(t - 0). 

事实上，由 （3) 式得到 

[/，⑷广4 = /14- — 0)， ⑷ 

11[，⑷内项-刚咻 — 0)， 

11[/'⑷广 1 叫 >^NI， 当I岡 〈埘， 

其中数 <5 > 0选得，使当 IHI < (5 时，有 ||o(/i)|| <^||/1|| 成立. 考虑到⑺式，有 


它等价于关系式 


特别地，由此推出 


l | ftK 2||[/'( x)l - 4|| = 0削⑽ — 0) 


h = Oft ) (t — 0)， 


>( h ) = o { t ) (t —* 0). 


这样，从 （2) 与 （4) 式就得到 


h ^{ f \ x)]-H + o { t ) (t —0) 


或 


r\y + 0 - r\y) = [f\^T l t^o(t) ► 




§3. 微分法的基本定律 


• 399 . 


由代数知道，如果线性映射 L : R - - R - 对应的矩阵是為那么 L 的逆线性映 
射: R - - 对应的矩阵是4的逆阵 A - 1 . 由代数我们还知道如何计算逆矩 
阵的元素，这就给出了一种构造映射的直接方法 • 

注意，当 m = 1 ， 即 R m = R 时，映射/ : U{x) ^ V(y) 在点 x 的雅可比行列 
式是一个数 f{x) ——函数/在点 re 的导数,而线性映射 /'(re) : TR 2 — 71^ 是乘 
这个数的 映射 ： /I m f\x)h. 这个线性映射有逆映射当且仅当 f(x) ^ 0,并且逆映 
^[ r ( x )]- 1 : TR V - TR X 的矩阵同样由一个数[尸 ( x )]- 1 组成，即数 J\x) 的倒数. 
这就是说，定理4包括了以前已经证明的反函数求导法则 • 


练习 


1 . a ) R m 中两条道路纟^ Zi ⑷与 t ^ x 2 (t) 在点 x 0 € R m 称为等价的，如果它们在 《 = 0 
可微， ®“0) = 的⑼ = x 。， 且 d (* i ( t ), a ； 2 ( t )) = o(0(t — 0). 

证明： 上面指出的关系实际上是等价关系，即它们有反身性、对称性和传递性. 

b ) 证明： 向贵 V e TR ? 0 与在点 rro 的等价的光滑道路类之间有相互单值的对应- 

c ) 把切空间 TRZ 等同于在点吻的等价的光滑道 路类； 引进道路类的加法和数乘法. 

d ) 在等价道路类中引进的运算依赖于 R m 中的坐标系吗？ 


2. a ) _出函数 2 = ar 2 + 4 y 2 的图像，其中 x ， y ， 2 是 R 3 中的笛卡儿坐标. 

b ) 设/ : G — R 是定义在区域 GcR m 上的数值函数，如果函数/在集合 E c G 上仅 
有一个值 (f(E) = c ), 精确 些说 ， E = /-'( c ), 则称 集合丑 是函数/的 等高集 ( c •等高 
面).在 R 2 中画出函数 /( x , y ) = x 2 + 4 y 2 的等高集的图像. 

c ) 求函数 /( x , y ) = x 2 + Ay 2 的梯度，并且证明：在任一点 Or ， y ) 处 ，向童 grad / 与函数 
/过此点的等高线垂直 • 

d ) 利用上述 a ), b ), c ) 的结果，在曲面 z = x 2 + 4 y 2 上求出点 (2,1,8) 到它的 最低点 (0,0,0) 
的最短路径. 

e ) 为了寻找函数 f(x,y) = x 2 -f 4 y 2 的最小值，你能提出什么适用于电子计算机的箅法？ 


3. 我们说在空间 R m 的区域 G 中给定了一个向 量场， 如果每一点 x e G 都对应于某个向量 
v(x)€ TBC . 区域 G 上的向量场 v (: c ) 称 为势场 (位场)，如果存在一个数值函数 U:G^R. 
使得 v(:r) = gradf/(a:) •函数 U(x) 称为场 v( ： c) 的势(位 )( 在物理中，通常称 -U(x) 为势函 
数，如果向贵场是力场，则称 U(x) 为力函 数). 

a) 设 fi(x ， y) = x 2 + y 2 ;/ 2 ( x ， y ) = - {x 2 4 - y 2 ); fz(x,y) = arc tg^ (y > 0);/ 4 ( x , y )= 

xy. 在笛卡儿坐标平面上画出上面各个函数的梯度场. 

b ) 根据牛顿定律，位于点 O € R 3 的质贵为 m 的质点对位 于点: r e R 3 (x # 0) 的质童为 
1的质点的引力是 F = - y ^ jr ， 其中 r 是向贵&(我们省去了引力常数 GO . 证 明：区 

域 R 3 \0 上的向请场 F(x) 是势场. 
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c ) 证明： 放在点 AwA ) (i = l , …， n ) 处质童为 m *( i = l ， …，…的质点在这些点的 
外面所建立的牛顿力场的势函数是 


U ( x y y t z ) = 


_ rni _ 

\/(x — 6) 2 + — 印尸 + ( 2 — Ci )2 


d ) 求放在点(&，伤，⑽=1，…， 《) 处电量为你0 = 1，…， n ) 的点电荷所形成的库仑静 
电场场强的势函数. 

4. 考察在无外力（包括重力）作用时，空间中的理想不可压缩流体的运动 • 

设 


v = v ( x , y , z , t ) 
a = a ( x , y y z , t ) 
p = p ( x , y , z , t ) 

P = P(x ， y ， M) 

分别是介质在点 ( x , y , z ) 与时刻 t 的速度、加速度、密度和压力. 

理想流体指的是，在它的任一点压力不依赖于方向. 

a ) 从流体中分出一个不大的平行六面体微团，使得其中一个边平行于向撤 grad p ( x , y , z , t ) 
(其中 grad p 按照空间坐标系选 取). 借助于压力落差，估计作用在这个微团上的力，并 
给出这个微团（认为它是不可压缩的）加速度的近似公式. 

b ) 试检验，你在 a ) 中得到的结果与欧拉方程 


pa = —grad p 


是否一致. 

c ) 如果曲线上任一点处的切线方向与这点的速度向摄的方向相同，则称此曲线 为流线 •运 
动称为定 常的， 如果函数 v 、 a 、 P 、 P 不依赖于时间 t •利用 b ) 证明： 在定常的不可压缩的 
流体中沿着流线运动时，员 ^|| t ；|| 2 + ? 是常数，这个亊实称为伯努利定律① • 

d ) 如果运动发生在靠近地球表面的重力场，如何修改 a ) 与 b ) 中的公式？ 证明： 在这种情 
况有 pa = - grad (^ + p ), 且因此在定常的不可压缩流体中，沿着每一条流线，掀 


\\\vf + gz+^ 

是常数，其中 g 是重力加速度， 2 是流线上点的高（从某个零水平面算 起). 

e ) 根据以上结果说明，为什么承载机翼有特殊的向上凸的断面. 

f ) 在底半径为的圆柱形杯子中装入密度为 P ， 高度为&的不可压缩的理想流体,然后把 
这个杯子绕它的轴以角速度 w 旋转.利用流体的不可压缩性质，求流体在定常状态时， 
它的曲面方程 2 = /( a :， y ) (参看第5章§1习題 3). 

① D . 伯努利 （ D . Bemoulli )(170(>—1782) ——瑞士的学者，是当时最卓越的数学家与物理学家之 
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g ) 根据已求出的曲面方程 2 = /( x , y ), 写出旋转流体微团中任一点 ( x , y , z ) 处压力 p = 
p ( x , y , z ) 的公式.试检验，你求出的公式是否满足 d ) 中的方程 pa = - grad (^ z-f p ). 

h ) 现在你能不能解释，为什么泡湿的茶叶下沉（虽不太快!)，而当旋转时，茶叶并不聚集在 
杯壁附近，而是在杯底中心. 

5. 函数值计算的误差估计 

a ) 利用可微函数定义与近似等式 A /(： r ; / i ) » df ( x ) h , 证 明：设 f ( x ) = x 1 . 是 

m 个不为零的因 $ 的乘积，若 A 是第 i 个因子的相对误差，则它们乘积的相对误差为 

<=i 

b ) 利用等式 d \ nf ( x ) = j ^ df ( x ), 再次推导上题结果，并证明：一般的分式 

fl ..... ） 

9 i . 9 k 

的相对误差是函数 fir -、 U 、 gi ， …、 9 k 的值的误差 的和. 

6. 齐次函数和欧拉恒等式定义在区域 GcR m 上的函数 f ： G ^ U 称为 n 次齐次函数(正 
齐次)，如果对于任意的: r € R m 与 A e R , 且 ： c € G ， Aa : € G ，有 /( Ax ) = X n f ( x )( f (\ x )= 
| A | n /( x )). 

在区域 G 中函数称为局部 n 次齐次的，如果它在区域 G 的每一点的某个邻域中是 n 次齐 
次的. 

a ) 证明： 在凸域中，每个局部齐次函数是齐次函数. 

b ) 设区域 G 是平面 R 2 去掉射线 

L = {( x , y ) € R 2 \x = 2 A y > 0} 


的部分， 证明： 函数 

/( x ， y) ={^ >2A2/>0 ， 

{ y \ 在区域中其余的点. 

在 G 中是局部齐次的，但在 G 中不是齐次的 • 

c ) 指出下面函数在它们的自然定义域中齐次或正齐次的次数： 

/“X 1 ，". , x m ) =x l x 2 + xV + .. • + X m_ 1 x m , 
f 2 (x\x 2 y x\x 4 )= 

咖 ，…， ) = 1/ …… : m |*. 

d ) 对等式 f(tx) = t n /0 r ) 按 t 求微分， 证明： 如果可微函数 f ： G^R 在区域 G 中是局 
部 n 次齐次的，则它在 G 中满足下面的齐次函數的欧拉恒等式. 

e ) 证明： 如果对于在区域中可微的函数 f ： G-*R 欧拉恒等式成立，则这个函数在 G 中 
是局部 n 次齐次的.（提 示： 证明函数 w ( t ) = r n f(tx) 对任意的 xeG 有定义并且在 
t = l 的某个邻域中是常数 .） 
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7. 齐次函 数和量 纲方法 

1° 物理量的量纲以及物理量相依关系的特性 物理定律建立了物理 i 之间的相互联系，因此 
如果对于这些童中间的某些 M 采取某种度*单位，那么其他量的度童单位也将表示为这些 ft 
的度 量单位 的确定形式，这样就产生了这样或那样的度量单位制的基本单位和导出单位. 

在国际单位制即 SI 制 (System intematinal ) 中，作为基本的力学度 S 单位，长度取米 
( m ), 质置取千克 （ kg ), 时间取秒 （ s ). 

用基本度 贵单位 表示的导出度世单位的式子称为它的量纲，这个定义下面将会准确界定. 
任何一个力学 贵的量 纲可以用上面指出的基本单位的量纲符号 L ， M ， T 写成公式的形 
式，例如速度，加速度和力的 fi 纲分别有 M = LT -\[ a ] = LT ~ MF ] = MLT - 2 . 世纲符号 
L ， M ， r 是麦克斯韦@建议的. 

如果物理定律不依赖于选取的度量单位，那么，作为这个不 , 变性的反映，物理 M 数字表征 
之间的函数关系： 

X 0 = /( XI ，… ， Xfc ，： fc + l ， …，工 n ) (*) 

必具有一定的特点. 

例如考察直角三角形斜边与直角边长度之间的关系 C = /( a ,6) = 所有边长 

数值应当是按同样比例变化的，因此对于任意允许数值 a 与6,应当成立关系式 /( aa , ab ) = 
p ⑷ /( a ，6)， 并且在此例中 ^( a ) = a . 

ttt 纲理论的基本前提（乍看起来是显然的） 是:具 有物理意义的关系式 （*) 应 当是这样的， 
当基本单位的尺度改变时，公式中所有同名量的數值改变同样的倍数 • 

特別地，如果 X U X 2 yX 3 是基本的独立的物理量，且函败 ( x U X 2 yXs )^ f ( x U X2 , Xs ) (t 
是依赖于它们的第四个物理》，那么由上述原则，对任意允许的数值 A ，: E 2 ，： C 3 应当成立等式 

/( QlXi , 02X2 , 03X3 ) = V ?( ai ， tt 2， C >3)/( Xi ， X 2， X 3) (**) 

其中 P 是某个具体的函数 • 

等式卜 *) 中的函数 W 完全描述了所考察的物理 S 的数值与基本物理童的度贵单位尺度 
变化之间的相依 关系. 于是，这个函数关系应该认为是给定物理量关于确定的基本度 ft 单位 
的量纲 • 

现在给出贵纲函数的具体形式. 

a ) 设 X H /( a :) 是满足条件 f ( ax ) = ^( a ) f ( x ) 的单变货的函数，其中/与 P 是可微函 
数.证明： ip ( a ) = Q d - 

b ) 证明 ：等式 （**) 中的量纲函数恒有 ^(01,02^3) = ai ' -ap - a ^ 3 的形式，其中幕 
的指数 d u d 2 l d 3 是某些实数.这样，譬如确定的基本单位为 L ， Af ，7\ 那么幂表达式 
L d 1 M d 2 T d 3 中的指数组 （山， d 2 ， d 3 ) 同样可以认为是给定物理量的量纲. 

c ) 在 b ) 中已经得到飧纲函数有幂函数的形式，即由每个基本度量单位的幂构成的齐次函 
数.如果某个物理 tt 的憊纲 函数关于某个基本度贵单位的齐性次数等于零，这意味着什 

~~0麦克斯韦 (James Clerk Maxwell )(1831—1879) ——杰出的英国物理学家，他建立了电磁场的 
数学理论，还以气体运动理论、光学理论和力学理论研究而闻名. 
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么？ 

2° n — 定理 与量纲 方法设 [ x i ] = X i (i = O i lr -- , n ) 是定律 （*) 中物理 M 的 tt 纲. 
假设贵 X 0 ,Xfc + i, •• - ,Xn 的童纲能够用量 XI, ••- ,x k 的贵纲表示，即 

[ xo ] = Xo = xf ° . x p k \ 

= Xk+i = X ^ 1 .(i = 1，…， n — fc). 


d ) 证 明：同 （*) 式一起有下式成立 

oii° . Q P k °xo = /(aixi, ••- .akXkyQi 1 .… 

. a ^- fc x n - fc )- 

e ) 如果 xi , ••- yXk 相互独立，那么在卜 * *) 中令 oi = xf \ • 
时从 （* * *) 中得到等式 


怎 fc+i， … 


(…) 
Xfc 1 . 试验证，这 


Xk+l 


…… 


它是无贵纲的 tt n,n u ... ,n n _ fc 之间的关系式 


n = /(I ， … ， i ， rii ， … ， n n _fc). 


(… *) 


这样一来，得到下面的 

量纲 理论的 n - 定理如果在关系式 （*) 中的量: Tu ... , a ： fc 是相互独立的，則这个 
关系式可归结为 n — / b 个无量纲的参數的函數 （****)• 

f ) 证明： 如果 /c = n , 则根据 n - 定理，关系式 （*) 中的函数 /能够 确定到只差一个数因 

子.试用上述方法求摆的振动周期表达式 c ( po ) y ^ (所谓摆，也就是用长为丨的线悬挂 

的一质量为 m 的小球，它在地球表面振动 . 是初始偏转角 )• 


g ) 求出在圆周轨道（半径为 r ) 上旋转，中心力为质童为 m 的物体的旋转周期 P = 



h ) 对作圆周运动的行星（卫星)，它们的周期与轨道半径满足开普勒定律 ( g ) 3 , 
请仿照牛顿，由它求出万有引力定= 中幂的指数 a . 


§4. 多变置实值函数微分学的基本事实 

1. 中值定理 

定理 1设 /:G — R 是定义在区域0〔1^上的实值函数，闭区间 [ x,x + / i]c 
G . 如果函数/在闭区间 [ a:，:r + / i ] 上连续，在开区间】 x , a ; + M 上可微，则存在点 
i €] x,x 4- h [, 使得下式成立 


/(x + /i) —/⑷= f，m. 


⑴ 
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◄ 考察定义在闭区间 [0, lj 上的辅助函数 


F ( t ) = /(x + th )， 

函数 F 满足拉格朗日定理所有的 条件： 它是连续映射的复合，因而在 [0,1] 上连续， 
而作为可微映射的复合，在] 0，1 [上可微，因此存在点0 €]0 ? 1[,使得 

F ⑴- F (0) = F \0) - 1. 

但是， F ( l ) = /( x-f 从尸⑼ =/( re ), F \0) = f\x + 0 h ) h 、 由此，得证定理 1. ► 
现在把关系式 （1) 写成坐标形式. 

如果 x = ( z 1 ， … t x m ) t h = (/ i 1 ， …， / i m )，e = ( x 1 + 0 / 1 1 ，… y x m + 0 h m ), 那么等 
式⑴可写为 


/(x + / i ) - f ( x ) = /( x 1 + ， • • • ， a: m + h m ) — fix 1 ， • • •， x m ) 

= /,(0A= ( 备⑹，…’慕 (0 )(: 

\ h m 


dif ( x l +0以，…， x m + 0 h m ) h \ 

*=1 

利用以前关于重复上、下指标求和的约定，最后可将上式写成 

/(X 1 +/I 1 ， … ， x m + /i m ) -/(X 1 ， … ， o: m ) 

= dif ( x l + ， • . • ， x m + 0 h m ) h \ (1’) 

其中 0<0<1，且 0 与 a :，/ i 有关 • 

注由于能够找到满足等式⑴的某个“中间的”点 S €] x ， a : + M ， 因此称定理 
1为中值定理.在拉格朗日定理（参看第五章，§3,第1段）的讨论中我们已经发现， 
中值定理是实值函数所特有的.关于映射的一般的有限增 M 定理将在第十章（第 II 

卷）中 给出. 

由定理1得到有用的 

推论 如果函数 / : G -> R 在区域 G C R m 上可微，并且在 G 的任一点 x 它 
的微分等于零，则/在 G 上是常數 • 

◄ 线性映射等于零等价于它的矩阵的所有元素等 于零因 

♦ 

df ( x)h = ( dif ， … ,3 m /)( x ) ft , 

所以对任意的 X € G ， 有 d X f ( x ) = = dmf ( x ) = 0. 
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按定义，区域是连通开集，我们将利用这一点. 

首先我们证明， ^xeG y 则存在球 B(x;r)cG t 使得函数/在 B(x;r) 上为常 
数. 

事实上， 若 x + he S (: r ; r )， 则[ X ， x + h]c B(x;r) C G. 应用关系式 （1) 或 （1')， 

得到 

f(x + h) — f(x) = f(^)h = 0 • /i = 0. 

即 /( a ； + ft ) = /( x ), 也就是说， / 在球 B( X] r) 上的值皆等于/在球心 a : 处的值. 

现在设 xo,Xx € G 是区域 G 中任意两点，因 G 是连通的，所以存在一条联结 
x (0) =吻与 x(l) = x l 的道路 t ^邱）€ G. 我们假定连续映射 t ^ a:(t) 定义在闭 
区间[0，1】上,并设 B(x 0 ;r) C G, 因为2：(0)=卻，且映射 t h x ⑻连续，所以存在 
数0<(5彡1,当0彡时，有 re ⑷€ B(x 0 ；r) C G. 由上所证，当《 G [0，(5]时，有 
/ 0 x(t) = /(re。) •设 


I = sup{(Si|/ox(«) = /(x 0 ),0 ^ ^ (5i < 1}, 

显然有0 < / < 1,由函数 /(a: ⑴）在【0,1】上的连续性有 f ( x ( l )) = f ( x 0 ). 但这时有 
1 = 1 . 事实上，在相反的情况，即假设 f < 1，则存在球 B ( x ( l ); r ) C G , 使得/在此 
球上有/⑷== /(®o), 因函数 t ^ a； ⑷连续，则存在 △ > 0,对一切满足 
i 彡 t 彡 Z + △的6有 ®(t) € B(x(Z);r), K 

fox { t ) = /(x(/)) = f(x 0 )，l A, 

这与 Z 的定义矛盾.因此证明了，对一切《 € [0，1]，有/ o x ( t ) = f ( x 0 ). 特别地， 
fox ( l ) = f ( x x ) = /(x 0 ), 从而验明，对任意两点 X0.X! e G， 函数/ : G — R 的值是 
相同的 .► 

2. 多 变董函数可微 性的充分条件 

定理 2 设 / : U { x ) - R 是定义在点 x =(怎 1 ,… ，x m ) 的邻域 U ( x ) C R m 上 
的函数. 

如果函数 / 在邻域 U ( x ) 上每一点的所有偏导数 都 存在，且它 

. ox 1 ax 111 

们在点 a : 连续，则函数/在此点可微. 

◄ 不失一般性，可以认为 U ( x ) 是球 B ( x ; r ). 易知，若点 x = ，，）与 

点 x 4- /i = ( x 1 4- / i 1 ,--* , x m + h m ) 属于球 B ( x ; r ), 则点 ( x 2 , x 2 + / i 2 ,• • •， a: m + 
W )， …， Or 1 / … + 以及联结它们的线段皆属于 B ( x ; r ). 利用一个 
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变量的函数的拉格朗日定理有 

f(x + /I) - /(X) = /(x 1 + V，…，，+ 九饥 ) 一办 ' . •• 工 m) 

= /(x 1 +/i 1 1 ... ， x m + /i m )_/Or 1 ， x 2 + /i 2 ,... i x m + h rn ) 

-^f(x\x 2 4-/1 2 , ••- ,x m + /i m )- f(x l ， x 2 , a: 3 + /i 3 , … ， x m + /i m ) 

+f(x\x 2 y x 3 + /l 3 , …， + fc m ) - … + /(x l ,x 2 -.. ，产 \ 
x m + h m )-/( x l >x 2 ... x m } 

= 决 /(x 1 + e l h\x 2 + /i 2 ,. • • ， z m + h m )h l + d 2 f(x\x 2 + e 2 h 2 ,x 3 
+h 3 , •••，，+ h m )h 2 + ... + d m f(x\ … ， W 1 ， x m + 0 m h m )h m . 


到此，我们仅仅用到了函数在邻域 U ( x ) 上偏导数的存在性.下面要利用偏导数 
在点 x 的连续性.继续上面的计算，得到 

/(x + / I ) - /( x ) = 汍 /( x 1 , …， a ^/ i 1 + ai / i 1 + ^/( x 1 ，• • • ， x m ) h 2 

+Q ： 2 " 2 + … + d m f(x l , • • • , x m )h m + (X m h m . 

其中⑷ ，…， a m 由于偏导数在点 X 的连续性,它们当 /I — 0时，都趋 于零. 

但这意味着 

f(x + / i ) - J { x ) = L ( x)h -h o ( h ) (h -4 0), 

其中 L(x)/i = 9i/(x 1 ,... ,x m )/i 1 +--- + a m /(x 1 | ... 

从定理 2 推知，如果函数 /: G - R 的偏导数在区域 G C R m 上连续，那么函 
数在区域 G 的任一点都可微. 

今后我们约定用记号 C ⑴ ( G ; R ) 或更简单地用 Cd >( G ) 表示在区域 G 上具有 
连续偏导数的函数的集合 • 

3. 高阶偏导数如果函数 /： G - R 定义在区域 G C R m 上，且对每个变量 

= 1， .. • ， m ) 有偏导数 甚 ( X )， 那么这个偏导数又是一个新函数汰/ : G — K ， 它 

同样关于某个 W 可以有偏导数 dj ( dif )( x ). 

函数 dj ( dif ) : G - R 称 为函数 /关 于变量的二阶导数， 并记作 

9 ^ X ) 或^?⑷. 

上面记号中指标的次序指出了函数按怎样的顺序关于相应变量求偏 导数. 

上 面我们定义了二阶偏导数，如果已经定义了 阶偏导数 

d k f 

di ^ iJix ) =⑷， 




. 多变量实值函数微分学的基本事实 


那么可用归纳法定义 fc +1 阶偏 导数： 

diU...i k f{x) ：= di(dir"i k f)(X). 

对于多变 M 函数的高阶偏导数，发生了一个特殊的问题，即微分的顺序对要计 
算的偏导数有影响吗？ 

定理3设函数 /:G — R 在区域 G 上存在偏导数 




如果它们在点 xeG 连续，則它们在这一点相等. 

◄设 : r e G ， 且函数屯/ : G — R 与匀 i / : G 在点 a : 连续.下面将在某个 
球 S ( x ; r ) cG , r > 0( 它是点 rr 的凸邻域）上来考察此问题，我们希望 证明： 




d 2 f 

dxWx i 


(x 1 ， 


由于在下面的研究中改变的仅仅是变 f / 与 W , 2 因此，为了简单，可假定/是 
两个变凿 d 与: r 2 的函数 /( a : 1 ,/), 且与在点（工 1 /) G 
GCR 2 连续，要证明： 




考察辅助函数 


F ( h \ h 2 ) = /( a : 1 + h \ x 2 -\- h 2 )- f { x l + h x , x 2 ) - / W + / i 2 ) + /( x ' x 2 ). 

其中假定增量 /i = ( h \ h 2 ) 足够小，使得 x + /i € B ( x ; r ). 

如果把函数 F ( h \ h 2 ) 写成差的形式 

F ( h \ h 2 ) = ip ( l ) - 

其中 = /( a ; 1 + th l y x 2 + ft 2 ) — /( x 1 + th l y x 2 )y 那么由拉格朗日定理有 

F { h \ h 2 ) = ( dif ( x l + e x h \ x 2 + h 2 )- dxf ( x l + Oxh ^ x 2 ))^, 

对这个差再次应用拉格朗日定理，有 

F ( h \ h 2 ) = d2if ( x l + 0 i / i \ x 2 + e 2 h 2 )h l h 2 . 

如果现在把 F { h \ h 2 ) 表成另一差的形式 

F(/i 1 ? /i 2 )=^(1)-^(0) j 
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其中 0⑷= /( a ： 1 h l , x 2 + th 2 ) - f ( x l , x 2 + th 2 ), 那么类似地有 

F { h \ h 2 ) = d l 2 f { x l ^ O x h \ x 2 +6 2 h 2 ) h } h 2 . (3) 

比较等 式⑺与 （3)， 可以断定 

d2if ( x l +^ i / i l , x 2 + 9 2 h 2 ) = di 2 f ( x l -f 0\ h }, x 2 -f 0 2 h 2 ), (4) 

其中 0 i ， e 2 ，§ u § 2 €]0,1[. 利用偏导数在点 ( x l ? x 2 ) 的连续性，在 （4) 式中令 h — 0, 
就得到所需要的等式. 

d2lf(X l yX 2 ) = d\2f(X l y X 2 ) ► 

注意，如果两个偏导数洗,/与在点 X 仅仅存在，且对它不加任何补充假 
定，一般来说,不能断定等式 dijfix ) = djif ( x ) 成立（参看本节末的习题 2 ). 

我们约定用记号 C ( fc ) ( G ; R ) 或 CW ( G ) 表示定义在区域 GCR - 上具有直到 fc 
阶连续偏导数的函数/ : G — R 的集合. 

作为定理3的推论，有 

命题1 如果 /€ C ㈨ ( G ; R )， 则偏导数的 值^… “/⑷ 不依赖于对: ^，…，# 
微分的次序，也就是说，任意排列指标 “，••• ，i fc 都不会改变偏导數的值. 

4当 fc = 2时，这个命题包含在定理3中，现在假定直到 n 阶命题都成立，要证 
明它对 n +1阶成立 • 

有 + = d U ( d i ^ - in ^ if)( x )y 由归纳假定，指标 可以重新排 

列而不会影响函数知..、 +1 /在点 X 的值，从而也不影响函数 沃山 ... in+1 / 在点工的 
值.因此只要证明，例如改变 h 与 i 2 的次序不会影响导数 d ili 2 ... i n + l f ( x ) 就可以了. 
因为 

in + l/W = ^»1*2 

那么由定理3直接得知与 i 2 交换次序不会改变上述导数值.于是，根据归纳法， 
证明了命题 1. ► 

例1设/⑷= f ( x \ x 2 ) 是函数类 C *( fc )( G ; R ) 中的函数 • 

设 ft = ( h \ h 2 ), 使得闭区间 [ x,x + / i ] 含在区域 G 中. 我们来证明定义在闭区 
间 [0,1] C R 上函数 

ip ( t ) = /(x th ) 

属于 C ( fc ) [0, lj , 并求它对于 《 的 A : 阶导数 • 

我们有 

ip \ t ) = difix 1 + th \ x 2 ^- th 2 ) h l + d2f ( x l -f th \ x 2 + th 2 ) h 2 , 

〆 '(《)= duf{x + th ) h l h l + 92 i/(x + th ) h 2 h l + di 2 f(x + th ) h l h 2 + d22f(x + th ) h 2 h 2 
= dnf(x + th ){ h 1 ) 2 + 2 d l 2 f(x + th ) h l h 2 + d2 2 f(x + th )( h 2 ) 2 . 
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这些关系式可以写成算子 ( h l d 1 + h 2 d 2) 作用于函数的 形式： 

ip f ( t ) = ( h l d \ + h 2 d2 ) f(x + th ) = h l dif(x + th )， 
ip N ( t ) = [ h } d x -f h 2 d 2? f(x + th ) = h ^ h ^ di.ijix + th ). 

由归纳法得到 

ip w ( t ) = ( h l di + h 2 d2 ) k f(x + th ) 

= h il . h^di^ijix + th) 

(上式右边简记符号指的是关于各种可能的指标的和式，这些指标取数值 
1 或 2). 

例 2设 /⑷=/( X 1 ，… ， x m ) 且 / e C < fc >( G ; R ), 假定 [ x,x + h ] CG . 对于定 
义在闭区间[0, 1] C R 上的函数= /(工+认)，我们得到 

^ k ) ( t ) = h “ . MUx + th )， (5) 

其中简记符号指的是关于各种可能的指标 hr - Jk 的和式，这些指标取从1到 m 
的所有可能的值. 

公式 （5) 也可以写成下面的形式 

^ k ) ( t ) = ( h x d x + …+ h m d m ) k f ( x ^ th ). (6) 

4. 泰勒公式 

定理 4如果函数/ : U { x ) - R 在点 x € R m 的邻域 U ( x ) C R m 上有定义，并 
且属于函数类 C ( n )( f /(: r ) ; R ), 而 [ x,x + Aj C C /( x ), 则有 


⑺ 


⑻ 


等式 （7) 与 （8) —起称为具积分形式余项的泰勒公式 • 

◄ 泰勒公式 （7) 可立即从单变量函数的泰勒公式得到.事实上，考察辅助函数 


/( x 1 + / I 1 ，…， x m + / i m ) - /( x 1 ，…， x m ) 

= + … + h m d m ) k f ( x ) + r n ( x ; ft ), 


其中 


r n - 


( x ; h 、= j 




o ( rt - l)l 


( h l d 1 


h m d m ) n f(x -f th ) dt . 


^>{ t ) = f ( x -\- th ). 
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由定理4的条件知道它定义在闭区间0 $ i 彡1上并且属于 C ⑻丨 0, 1 J . 

当 t e [0,1] 时，由单变董函数的泰勒公式可以得到 

p(t) = p(o) + ^y(o)T + …+ … 士 ”! # -1 ) ⑼广 - 1 

L ，)； _ 

令 T = l , 有 

^(1) = y >(0) -f >(0) + …+ ^^卜”⑼ 

+ 乂 1 ^9^ )( 棘 ⑼ 

把由公式⑹得到的 

= (h l di + …+ h m d m ) k f(x) (A = 0,…， n - 1), 

= (/l^i + . • • + h m d m ) n f(x + th). 

代入上式就得到定理 4 的结论 . ► 

注如果在 （9) 式中用拉格朗日余项代替积分余项，那么从等式 

㈧ )= _) + >，(0) —. • + ^4^(- ”⑼ *f ^ ( n ) W , 

其中0 < 0 < 1，得到带有余项 

r n - 1 (x；ft) = + …+ h m d m ) n f(x + eh) (10) 

的泰勒公式 （7). 

这个余项和一个变量函数的情况一样，称为具有拉格朗日形式的泰勒公式 余项. 
既然/ € C ( n ) ( C /0 r ) ; R ), 那么从 （10) 式得到 

Tn-i(x ； h) = ^ i (h l d l + …+ h m d m ) n f(x) + o(\\h\\ n ) (/i-0), 

因此有 

f(x l + V， • . • ， x m + /l m ) — /(x 1 ，. • • ， x m ) 

m - 

= E 七作 + … + ⑷ +o("/iir) — 0 )， （ li) 

fc =0 K ' 

叫做具有佩亚诺形式余项的泰勒 公式- 
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5. 多变量函数的极值微分学的重要应用之一是利用它寻求和研究函数的 
极值. 

定义1设函数 f : E -^ R 定义在集合五 c 上.如果对于五的内点吻，存 
在邻域 U ( x 0 ) C 五，当 x € t /( x 0 ) 时，有/⑻< f ( x 0 )( f ( x ) ^ /( x 0 ))， 则称函数/在 
E 的内点 xo 有局部极大值（局部极小值). 

如果对 x € U ( xo )\ x 0 有严格不等式 / Or ) < /( x 0 )(/( x ) > f ( x 0 )) 则称函数/在 
xo 有严格局部极大值（严格局部极小值). 

定义2函数的局部极小值与局部极大值称为函数的局部极值. 

定理5设函数/ : U ( x 0 ) - R 定义在点： r 0 = ( x ' 0 ，." , x ^) 的邻域 U ( x 0 ) C K m 
上，并且它在点 x 0 关于每个变量 X 1 ,--. , x m 存在偏导数.如果函数/在点仰有局 
部极值，则有 

》)= 0，".，慕(吻)= 0. ⑽ 

◄ 考察一个变 M 的函数 ^( x 1 ) = y x ^ 由定理条件知，它在实轴上 

的点4的某个邻域上有定义，并且它在点4有局部极值，因此 

^(®o) = 基 04,…，0 = 造 (X 0 ) = 0. 

类似地可以证明 （12) 式中其余的等式. ► 

注意， （12) 式仅仅给出多 变铋函 数极值的必要条件，但不是充分条件，为了证实 
这一点，可以从单变最函数这方面的反例着手.譬如,如果以前我们知道函数 rr ^ rr 3 
在零点有零导数，但它在此点无极值，那么现在就可以考察函数 


/(z 1 ，) = (x” 3 . 

它在点耶= (0, …， 0) 的所有偏导数都等于零,但是它在此点显然不存在极值. 

定理5指出，如果函数 /： G-R 定义在开集 G C R m 上，那么在它的局部极 
值点或者/不可微，或者微分 df ( x 0 ) 等于零，亦即切映射 f ( x 0 ) 等 于零. 

我们知道，如果定义在点 x 0 e 的邻域 U ( x 0 ) C R m 上的映射/ : U ( x 0 ) R n 
在点吻可微，那么切映射 ^( xo ) ： R m - R " 的矩阵是 


/ dif l (x 0 ) •• - dmf l {xo) 

V^nxo) ••- d m r(x) 


(13) 


定义 3 点 x 0 称为映射厂 U ( xo ) R n 的临界点，如果映射在这点的雅可比 
矩阵 （13) 的秩小于 min { m ， n }, 也就是说，比矩阵 （13) 可能的最大秩 要小. 
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特别地，当 n = 1时，如果满足条件（ 12 )，亦即函数/ : U ( x 0 ) R 的所有偏导 
数都等于零，则点抑为临界点. ， 

实值函数的临界点同时也称为这个函数的稳定点. 

我们通过解方程组 （12) 求得函数的临界点，然后进一步分析它们是不是函数的 
极值点，这个工作得以顺利进行是利用由泰勒公式以及由它得到的下面的极值是否 
存在的充分条件. 

定理6 设/ : (7( X0 ) — R 是定义在点 x 0 = 04…，抑）的邻域 U { x 0 ) C R m 
上且属于 C( 2 ) (t/(x 0 ) ； R) 的函数 ，点： c 0 是函数/的临 界点. 如果函数在邳的泰勒 
展开式 

+ + $ f ： ㈤ 咖 + ―" 2 )⑽ 


中的二次型 

H( x °) hihj E d ^^ hihj ⑽ 

*.i=i 

a ) 有确定的符号，则函数/在 x 0 取得局部 极值. 当二次型 （15) 是正定的时候， 
/在 x 0 取得严格局部极 小值； 当二次型 （15) 是负定的时候，/在 x 0 取得严格局部 
极大值. 

bj 具有不同的符号，则函数 f 在 x 0 没有极值. 

◄设 ft , / 0， x 0 + /I e [/( x 0 )， 把 （14) 式写成如下形式 


/( x 0 + / i ) — f ( x 0 ) = 




E 


护/ 


dx { dx^ 


(xo) MM + o(1) 


(16) 


其中 o ( l ) 当 h — 0 时是无穷小量 • 

从 （ 16 ) 式看出，差式 /( x 0 + ft ) - f ( x 0 ) 的符号完全由右端方括号内的 M 的符号 
决定，我们现在来研究它. 


向量 


=( 


h l 

背 


，的范数显然是1，二次型 （15) 看成/ I 的函数，在 



上连续，因此它在单位球面 


5(0; l ) = { x € R m | || x || = 1} 

上连续且有界，但是球面 S 是 3 T 1 中的有界闭集，即紧集，于是二次型 （15) 在 S 上 
取得最小值 m 与最大值 Af . 

如果二次型 （15) 是正定的，那么有0 < m < M ， 并且可找到一个 (5 〉0,使得 
当< 6时有 lo ( l )| < m . 这时 （16) 式右边方括号中的量保持正号，也就是说，当 
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0 < ||*|| < (5 时，有 /( x 0 + ft ) - /( xo ) > 0,因此，点 x 0 是函数/的严格局部极小 
值点. 

类似地可以证明，当二次型 （15) 是负定时，函数/在: TO 取得严格局部极大值. 
这样，定理6的 a ) 就证完了，现在来证明结论 b ). 

设 e m ， e M 是单位球面上的点，二次型 （15) 在 e mi e M 分别取值 m , M , 而且 
m < 0 < M . 令 h = te m , 其中 t >0 充分小,使得 xo + h e t /( a ： o )， 从 （16) 式得到 

/( x 0 + tem ) - f ( xo ) = 0(1))， 

其中 o ( l ) — 0 当 < — 0. 而且，该等式右端的 m + o ( l ), ^ t 充分小时，与 m 的符号 
相同，即负号，因而上式左边也取负号. 

类似地令 A = & M ， 得 

/(xo + te M )- f ( xo ) = . 2 (从 + o ( l )), 

从而，当《充分小时，差式 /(xo + te M )- /( x 0 ) 是正的. 

这样，如果二次型 （15) 在单位球面上，等价地，在 R m 上具有不同的符号，那么 
在点吻的任一邻域内可以找到一个点，使得函数在此点的值大于 /( x 0 ), 同时又可 
找到另一个点，使得函数在此点之值小于 /( xo ). 因此，点 x 0 不是函数/的局部极 
值点 • ► 

现在叙述与定理有关的若干附注. 

注1定理6没有讨论二次型 （15) 是半定的情形，即非正且或非负的情形，在 
这种情形 ，点卻 可以是函数的极值点也可以不是，这可从下面例子看 出来. 

例3求定义在 R 2 上的函数 /( a :， y )= x 4 + 2/ 4 - 2 a : 2 的极值 • 


按照必要条件 （12) 写出方程组 


|^( x , y ) = 4 x 3 


— 4 x = 0, 
= 0 . 


求得三个临界点:(-1,0)，(0,0)， (1,0). 


因为 


尝 ㈣ = 12 x 2 一 4, ^- L ( Xy y )^0. 皆 x ， y ) 


= I 2 y 2 


那么二次型 （15) 在上面三个临界点处分别有值 


也就是说,在所有三种情况它都是半定的（非正的或非负的)，这时不能应用定理6, 
但是因为 /( x ， y ) = ( x 2 — 1) 2 + J / 4 — 1，显然看出，函数/在点(一1，0)与 (1,0) 处有严 
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格极小值 -1( 甚至不是局部的)，而在点 (0,0) 它没有极值，这是因为当 x = 0, y ^0 
时，/(0, y ) = 2 / 4 > 0,而当 y — 0 ,x 充分小但不为零时， f ( x , 0) = x 4 - 2 x 2 < 0. 

注2当二次型 （15) 得到以后,可以利用代数教材中有名的西尔维斯特准则⑦研 
究它的确定性.根据这个准则，具有对称矩阵 

( au … aim 
( : 

\ 1 ' * * ®mm 

的二次型 叫⑹ 正定，当且仅当，它的矩阵的所有主子式都大 于零; 它负定，当 
且仅当 ， an <0,且每一主子式与下一阶主子式有相反的符号 • 

例4求在 R 2 上，除去坐标原点，处处有定义的函数 



f(x,y) = xyln(x 2 -hy 2 ) 


的极值. 

解方程组 


| % {x ' y)z=y ln(l2 +y2) + = 
i = Iln(x2+y2) + = . 

得到函数所有的临 界点： 

(0’±1)’(士1，0 )，(±-^=,±-±=), (士* ’;*). 

因为函数关于两个自变量中的每一个都是奇函数，所以点 （0, 土 1) 与 （土 1，0)显 
然不是函数的极值点.另外，当两个变 M z 与1/ 同时改变符号时，函数值不会改变， 
因此，我们只要再研究剩下来的临界点中的一个，例如点就可以推断 

其他点的性 质了. 

因为 


S ㈣ = 


d 2 / 


d ^ dy ^ y) 

0( u )= 


6xi / 4x 3 y 

x 2 + y 2 — 0 t 2 + 2/ 2 ) 2 ， 

(:r，y) = ln(x 2 + y 2 ) + 2 - (j；2 + y2 ^ 

6xy _ 4xy 3 

x 2 + y 2 (x 2 + y 2 ) 2 


①西尔维斯特 （ J . J . Sylvester )(1814-1897) —英国数学家，他最有名的工作是在代数 方面. 
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所以二次型 dijfixoWh ^ 在点(^，^)的矩阵为 


2 0 
0 2 


因此，它是正定的，从而，函数在此点有局部极小值/ ▲) = 一士 e 

由上面看到的所考察的函数的特点，可以断定 6 6 € 


也是函数的极小值，而 


’( 法*) = 豈 

(*，完) =/ (完， *) = 


是函数的局部极大值.其实，这些结论都可以直接由二次型的确定性来验证.例如, 


二次型 ( 15 ) 在点 ( 芫，芫)_阵为 


/-2 0 
\ 0 -2 


由此看出二次型是负定的. 

注3应当注意，我们得到的关于函数极值的必要条件（定理 5) 与充分条件（定 
理 6) 仅仅适用于函数定义域中的内点.这样，在寻求函数的最大值或最小值时，除 
了必须研究内部的临界点外，还要研究定义域的边界点，因为函数的最大值或最小 
值可能在边界点取到. 

更详细地研究函数在非内点处极值的一般法则将在以后叙述（参看条件极值一 
节).在寻求函数的极大值与极小值时，除正式的作法外，有时可利用与问题性质有 
关的一些简单的想法.注意到这一点是有益的.例如，如果所考察的在上可微的 
函数，按问题的意义应当有极小值，它在上无上界，且有唯一的临界点，那么可 
以不作进一步研究就能断定函数在此点具有极小值 • 


例5惠更斯问题根据在封闭力学系统中的能量和动量守恒原理，经过不太 
复杂的计算可以证明，两个质量为 rm 与 m 2 , 初速度为的与巧的绝对弹性的球发 
生对心完全弹性碰撞以后，它们的速度（速度方向沿着两球中心的连线）由下面的式 
子 确定： 


v \ 

V 2 


(mi - m 2 )”l + 27712^2 
mi + m 2 

(m 2 - mi)v2 H- 2mivi 

m\ 4 - 爪 2 
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特别地，如果质 M 为 M ， 速度为 V 的球与一个质量为 m 的不动的球碰撞，那么 
从上面公式中可以求出质量为 m 的小球获得的速度为 


2 M 

H-M 


(17) 


由此看出，若0 < m < A /， 则 V < I ； < 2 K . 用什么方法可以把大质量物体的较 
多的动能转移到质量小的物体呢？例如，可以在小质量球与大质量球之间放入具有 
中间质量 m < mi < m 2 < • • • < m „ < M 的球，令具大质 M M 的球与 质置为 
… , m 2, mi , m 的球依次对心完全弹性碰撞，如何选取7^，爪2，*"，171„才 
能使具小质 M m 的球获得最大的速度呢（由惠更斯提岀)？ 

按照公式（17)，小球获得的速度 v 可表为变 M 的 函数： 


mi T7l\ 4- TTl2 


m n 

-i + 


m n + M 


•2 n + 1 V ， 


(18) 


这样，惠更斯问题归结为寻求函数 


/( mi ， 


l n ) = 


mi m2 

+ m\ m\ + m 2 


m n M 

-i + m „ m n + M 


的极大值. 

内部极值必要条件方程组 （ 12 ) 在本题中归结为 

f m • m2 — mf = 0, 

I mi • m3 - m 萎 = 0 ， 


m„_i • Af - mg = 0. 


由此看出，数 


mi i m2r , ' 


构成等比数列，公比 <7= 

把这样得到的质量组代人（18)，得到 


■ 


(19) 


当 n = 0时，上式与 （17) 式重合. 

从物理意义考虑，公式 （19) 显然给出函数 （18) 的最大值,但是这也可以正式地 
予以证明（并不需要进行繁琐的二阶导数的计算，参看本节末的习题 9). 

注意,从公式 （19) 看出，如果 m — 0,则 v — 2 n + 1 V , 就是说，放在小质最 m 与 
大质量 M 之间的一系列球确实明显地增加了大质量 M 的动能向小质堡: m 的物体 





的转移 .® 


• 多变置实值函数微分学的基本事实 


6. 与多变置函数有关的某些几何形象 

a. 函数图像与曲线坐标设 x , y,z 是空间 R 3 中点的笛卡儿坐标， 2 = f ( x , y ) 
是定义在平面 R 2 的某个区域 G 上的变 M ( x iV ) 的连续函数. 

由函数图像的一般定义知道，这时函数 f:G — R 的图像是空间 R 3 中的集合 

5 = {(X ， y, 2 ) € R 3 |(x ， y ) eG,z = f ( x , y )}. 


用关系式 ( x y y )^ ( x , y ,/( x , y )) 定义的映射 G 二 S 显然是连续的相互单值的 
从 G 到 S 上的映射,根据它，集合上任一点 ( x . yj ^ y )) 都可通过指出与它对应 
的区域 G 的点或这个点的坐标 ( x > y ) 的方法指定. 

这样一来，可以把数对 ( x , y ) 看成是集合 5( 即函数 2 = /( a :， 2 /) 的图像）上点的 
一种坐标.因为 S 的点是用数对 ( x , y ) 给出的，故称 S 为 R 3 中的二维曲面(曲面的 
一般定义以后再给出 

如果给出 G 中的道路 r •• I — G , 那么自然得到曲面 S 上的道路 FoTiI ^ S , 
如果道路 r 用参数式 z = x ( t\y = y ( i ) 给出，那么 S 上的道路 Fo 厂用三个函数 
x = x ( t),y = y ( t) y z = /( a : ⑷， 2 /⑴） 给出. 特别地，如果设 x = x 0 + t t y = yo , 那么 
我们得到曲面 *5 上的曲线 x = xo -b t,y = y 0t z = f(xo 4 - t , yo ) t 沿着这条曲线，曲 

①译 者注： 为了准确了解动能转移与中间球的个数的关系，可作如下分析. 

将 g = n + ^/ M / m 代入（19〉式，得 



注意到 M > m ， 容易验证，它关于 n 是单调增加的，就是说，在大、小球之间设置的球越多，则从 
大球转移到小球的动能就越多,利用洛必达法则，得 

- n+l 

lim In --- r— 

一 Lo 叫 

= 上' (n +” 卜 2 - in 卜 + (S 产] } 



因此 ， lim irm ； 2 = ^ MV 2 . 这就是说，当 n — oo , 大球转移给小球的动能将趋于大球原来的全部 

n—oo 2 2 

动能. 


面 S 上点 ( x , y , z ) 的坐标 y = yo 保持不变.类似地，可以得到曲面 S 上另一条曲 
线 x = a ： o，y = 2/0 + = f ( xo，yo + t ), 沿着它，曲面上点 ( x , y y z ) 的第一个坐标 

x = a : 0 保持不变.曲面 S 上的这些线，类似于平面情况，自然称为曲面 S 上的坐标 
线 .G C R 2 中的坐标线是一段直线，曲面 S 上的坐标线不同，一般说是 R 3 中的曲 
线.由于这个原因，曲面 S 上点的坐标 ( x . y ) 常称为 *5 上的曲 线坐标 • 

因此，定义在区域 GCR 2 上的连续函数 z = /( x , t /) 的图像是 R 3 中的二维曲 
面，它的点可以用曲线坐标 （ x ， 2 /) € G 表示. 

我们暂时不讨论曲面的一般定义，因为现在我们的兴趣仅仅是曲面的特殊情况 
——函数的图像，但是，我们假定读者从解析几何教程中已经很熟悉 R 3 中某些重要 
的具体的曲面（平面、椭球面、抛物面、双曲面). 

b . 函数图像的切平面如果函数 2 = /( rr , y ) 在点 ( a : 0 ， y 0 ) € G 可微，那么有 

/( 工， 2/) = /(^ o , yo ) + - x o ) + B(y - y 0 ) 

十 o ( 7 ( 0 ： - x 0 ) 2 + ( y — - 2 / 0 j 5 ) ((工，2/) — (工 o ,2/ o )). 

其中>1,/?是常数.在 R 3 中考察平面 

2 = Zo -f A(x - x 0 ) -f B(y - yo ), ( 21 ) 

其中 = /( x 0 , 2 / o ). 比较等式 （20) 与 （21) 后看出，我们的函数图像在点 ( x 0 ， y 0 ， z 0 ) 
的邻域内非常接近于平面 （21). 确切些说,函数图像 t 的点 ( x , 2 /,/( x , y )) 与平面 （21) 
上的点 （ a: ， ?/ ， 2(a: ， y)) 的偏差与谩 \/{x - x 0 ) 2 + ( 2 / _ 2/oP (它是从点 ( 工 0,2/0, ^))的坐 
标 （ x 0 , 2 / o ) 到图像 I ：点 （ xw / b ，?/)) 的曲线坐标 （ a :， y ) 的位移）比较是一个无穷 
小量. 

由函数微分的唯一性知道，具有上述性质的平面 （21) 是唯一的并有如下形式 

2 = f ( xo , yo ) + g(x 0 ,2/o)( 怎一工 0) + 工 o,2/o)(y 一 yo). ( 22 ) 

它称为函数 2 = f ( x ， y ) 图像在点 { x 0 , yoJ { xo , yo )) 的切平面 . 

于是，函数 2 = f ( x , y ) 在点 ( x 0> yo ) 的可微性与这个函数的图像在点 (® o , 2 / o , 
/( 工 o ,2/ o )) 存在切平面是等价的 • 

c . 法向置把切平面方程 （22) 写成标准形式 

工 o ， yo)( 工一工 0) + 餐 (xo ， yo、(y - yo) 一（之 一 /( 工 o ， yo)) = 0 ， 




由此可知，向董 


(23) 
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是切平面的法向量.它的方向看作是曲面 S (函数图像）在点 {x 0 ,yoJ(x 0 ,yo)) 的法 
向或正交于 S 的方向. 

特别地,如果点 (xo,i/o) 是函数 /(a: ， y) 的临界点,那么图像在点 (xo,yo,/(^o>2/o)) 
处的法向 M 为（0,0，-1)，从而，函数图像在这个点的切平面是水平的（平行于平面 

( 怎， 2/)). 

下面的三个函数图像可以说明上边所说的内容. 

图53中的 （ a ) 与 （ c ) 描绘了在局部极值点邻域中函数的图像相对于它的切平 
面的位置.在图53中的 （ b ) 画出了函数图像在所谓鞍形临界点邻域的情形. 

d . 切平面和切向量我们知道，如果 R 3 中的道路 r : — R 3 的表示式 a : = 

x(t) )V = y(t) 1 z = z(t) 是可微函数，那么向 M ( x ( 0 ), 2 /( 0 ), i ( 0 )) 是时刻 i = 0的速度 
向 M ：. 这个向量通过道路厂的承载子上的点吻= x(0),y o = y(0),zo = 2 ；( 0 )且与曲 
线相切. 



(a) (b) (c) 


图 53 

现在考察函数 2 = f ( x ， y ) 图像上的道路 r:I — S 、 它的表示式为 a : = x ( t) y y = 

y(t) } z = f(x(t)Mt ))- 这时有 

(x(0),y(0),i(0)) = (x(0),y(0), |^(x 0 ， y 0 )i(0) + ^(x o ,yo)y(0)), 

由此看出，上述向 M 垂直于向量 （23), 即垂直于函数图像在点 ( x 0 , yoJ ( xo , yo )) 的法 
向董.这样，我们证明了，如果向量«，”，0在点 ( x 0 , yoJ ( x 0 , yo )) 与曲面5上过此 
点的某曲线相切，那么它垂直于向 M (23) 并且（在这种意义下）在平面（ 22 )上，这 
个平面在所指出的点与曲面 S 相切. 更确切地可以说,所有直线 

x = x 0 + y = yo + 尔， 2 = f ( x 0 , yo )+ C ^ 

都在切平面 （22) 上. 

现在我们要证明，相反的命题也是对的，也就是说，如果直线 x = x 0 +《 t，y = 
yo + ” t，z = f ( x 0 l y 0 ) - f - » 或向量 （€， 仏 0 位于函数 z = f ( x ， y ) 图像 S 在点 
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( x 0 , yoJ ( xo , yo )) 的切平面 （ 22 ) 上，那么在 S 上存在一条道路，使得向童化，7/,0 
是它在点（: c 0 , 2 / o ，/(： r 0 ， y 0 )) 的速度向 M . 

作为这样的道路，可以取 

x = x 0 -{-^t 1 y = yo + rjt, z = /(xo + d 2/o + rjt). 

事实上，对于它，有 

±(0) = ^ y ( O ) = ry , i (0) = g ( a ： o , yo )€ + ^( x 0 , yo ) rj , 
g ( x o ， y o ) i ：(0) + ^( x 0 , 2 / o ) j /( 0 )- i ( 0 ) = 0, 

髮 (xo ， j/oK + |^(xo, 2 /o)r? -C = 0, 

(±(0)，綱，潮） = (€，”， C ). 


由于 

且按条件还有 
我们断定 



图54 


于是，曲面 S 在点 ( x 0 , yo , 2o ) 处的切平面是由通过 s 上 
的点 ( x 0 , yo ,^ o ) 且与曲面上过这个点的曲线相切的向 M 组成 
的（图 54). 

这已是切平面的比较几何化的描述了.无论如何，从它可 
以看出，如果曲线的切线定义关于坐标系的取法保持不变，那 
么切平面定义同样也保持不变. 

为了直观,我们仅考察了两个变 tt 的函数，然而以上的一 
切叙述显然可以推广到一般的 meN 个变 M 的函数 



(24) 


这个函数的图像在点 （☆ …，妳，/ ㈤ ，… ^ S 1 )) 处的切平面是 

y = f(xl ，… ， gy ) + 基 Qgj ， … y ^ o)( xt - x o ) - (25) 

i=l 


向置 


(备 ( x 。)， …， £^( x 。) ，- 0 


是平面 （25) 的法向 M . 这个平面本身如同函数 （24) 的图像一样有相同的维数 rn ， 即 
它们的任一点都由 m 个坐标的有序组 Or 1 ,...， rr m ) 决定. 


这样，方程 （25) 给出了 R m ^ 1 中的超平面 • 

逐字逐句重复上面的推导，可以断定，切平面 （25) 是由 m 维曲面 S 即函数 （24) 


的图像上通过点 ㈣ ，…，妳， /(#,••• , x ^)) 的曲线的切向量组成的. 
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练习 

1. 设 2 = f(x,y ) 是定义在区域 GCR 2 上的连续可微函数类 C (1 >( G ; R ) 中的函数. 

a ) 如果 |^( x , y ) = 0, ( x , t /)€ C , 那么可以断定函数 f 在 G 上不依赖于 2 /吗？ 

b ) 区域 g 具备什么条件，才能使得上述问题有肯定的回答？ 

2. a ) 证明： 设函数 

f(x,y)=l Xy ^+¥' x2 + yi：，i0 ' 

1 0 ， : r 2 + y 2 = 0. 


& (0 , 0) = 1 卜 1 = 兹 (0 , 0> . 2 

b ) 证明： 如果函数 /( a :， y ) 在点 ( x 0 , yo ) 的邻域 t / 上有偏导数 H 混合导数^ 
(或|^)在 17 上存在且在点 ㈨ ，的）连续，则混合导数^ (相应地在 


这点也存在且有 


a 2 / , x d 2 f , 、 


3. 设 a : 1 , …， x m 是 R m 中的笛卡儿坐标， /€ C 7 W ( G ; R ). 用式子 




定义作用在 C (2) ( G ; R ) 上的微分算子 

A ^ ^ 
t=l 

称其为拉普拉斯算子 • 

在区域 GcR m 中关于函数/的方程 △/ = 0称为拉普拉斯方程，它的解称为区域 G 中 
的调和函数. _ 

a ) 证明： 设 z = ( x 1 ， …，，)， || z ||=化(:‘) 2 ,则当 m > 2时，函数 

/⑷ =|| x ||- 甲 

在区域 R m \ 0 (其中0 = (0, . •. ， 0)) 中是调 和的. 

b ) 证明： 函数 2 

/0rV "， xm ， o = ^F_ 法 

当< > ◦ 且 x = ( x 1 ， … ， x m ) € R m 时有定义且满足热传导方程 


即在函数定义域中任一点有 n' 0. 
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4. 多重 指标记号的泰勒公式记 a :=(&，•••， 
为多重指标 a. 又记 


，它由非负整数 Qi(i = !,.•• ,m) 组成，称 


M : = |cm| 十 + 

a! : = aj!.a m !: 


最后，若 a = (ai， 


,)，则记 


a a := a ^ 1 


a) 证 明：若 fc € N， 则 


) fc =E 


a -) fc = 5Z 


|a|=fc 


这里，求和号是对所有满足等式 E | 叫 | = A: 的非负数组 a = ( ai ， … ,a m ) 取的. 


b) 设 


/(x):= 


a ,a|/ 


^ ( ax 1 ) 0 * …… ( dx ^ 

证明： 若 / e C (fc) (G;R), 则对任意的点 x €G, 有等式 


E 〜咖 1 •.… hik = Y , ^帅' 


+ *m=fc 


其中 …， /I。. 

c) 证明： 带有拉格朗日余项的多重指标记号的泰勒公式为 


f(x + h )= ^ ^ D a f ( x ) h °^ ^ D a f(x + 0h ) h Q . 


| o |=0 


d) 用多重指标记号写出带积分余项的尜勒公式（定理 4). 

5. a) 设 = {a: = (x 1 , •• - ，x m ) € c、i = 1,…， m} 是 m 维区间， J 是闭区间 
[a,6J C R. 证明： 如果函数 /(x,y) = /(rr 1 ， … ,x m ,y) 在集合 I m x I 上有定义且连 
续，则对任意的 e > 0,存在《5 > 0,使得当 x € 尸， 讲， 2/2 € J 且 |yi - 於 | <占，恒有 


b) 证明： 函数 


1/(工，2/1 ) _/(工，2/2)| < e. 


F ( x )= f ( x , y)dy 


在区间 / m 上定义且连续. 
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c ) 证明： 若则函数 


,0 m ) = f ( tx ) 

在 x J 1 上定义且连续，其中7 1 = {« 6 R ||«| ^ 1}. 
d ) 证明阿达马引 理：若 / € C 7 ⑴ U m ; R ) 且 /( O ) = 0,则存在函数 g u …， gm € C (/ m ; R ), 
使得在中成立 

m 

i-l 

且 

力⑼ = 基 ( 0 )，( i = ， m ). 

0. 证明下面的罗尔定理对于多变量函数的推 广:如 果函數/在闭球 5(0; r ) 上连续，在它的边界 
上等于零并且在球 B (0; r ) 的内点可微，則这个球至少有一个内点是函數的临界点. 

7. 证明： 函数 

/(® ， 2/) = (y-^ 2 )(y-3x 2 ) 

在坐标原点没有极值，虽然它在任何 一条通 过坐标原点的直线上的限制在原点取得局部严格 
极小值. 

8. 最小 二乘法这是广泛采用的处理观察数据的一种 方法. 设已知物理贵 Z 与2/之间存在线 
性关系 

y = ax + 6 (26) 

要求根据实验结果来构造这个形式的经验公式. 

假定做了 n 次观察，每次测攮同时得到两个值 a ： 和2/，由此得到下面一列成对的值: 
y 1； ... ; x n , 2 / n , 由于测 ft 有误差，因此，即使两个量 x 和2/之间有梢确的关系式 (26), 可无 
论系数 a 和6是怎样的数，等式 

Vk = ax * +6 

{1，…， n }) 中仍可能有不成 立的. 

问题是如何根据观测结果用合理的方式确定未知系数 a 和 6. • 

髙斯根据对观测误差的概率分布的分析，建立了在给定全部观察结果的情况下，寻求系 
数 a 与6的最大概率值的方法，方法基于下面的最小 二乘法原理： 

如果心= ( ax * + 6) - 讲是第 / b 次观察的闭合差，那么 a 与6必须选取得使闭合差的 
平方和 n 

fc=i 

最小. 

a ) 证明： 在关系（26> 的情形，最小二乘法原理导致下述关于系数 a ， 6的线性方程组 

a [ xfc , x fc ] + 6[ l , x fc ] = [ xfc , y fc ], 
a [ x fc , l ] + 6[ l , l ] = [ y k , 1], 
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这里，遵循高斯，记 [x fc ,a ： fc] ：= XiXi+--- + X n X n ,[l,Xfc] ：= l - Xi -\--- + l - X n ,[ Xk , yk ] ：= 
Xiy \ + • • • + x n y n 等等. 
b ) 如果用 Sa : 1 r ",: r m ， y 之间的关系式 

m 

y = aiX 1 + b 
<=1 

代替等式 （26)， 试写出这种情况下的最小二乘法原理导出的关于系数⑴ ，•… ， a m ，6 的 
线性方程组. 

C ) 如果物理 《2^，".，0：„与2 /之间具有下述关系 

y = cx^ …… 

如何利用《小二乘法求它的经验公式？ 

d ) ( M .^ epwen ) 对几十个特殊的环节蠕虫杂色沙蚕在不同温度 r 下测里了它们的心脏 
的收缩频率兄列表如下（表中频率表示为关于 15° C 时收缩频率的百分数). 


温度 /°c 

频率/% 

滋度 /°C 

频率/% 

0 

39 

20 

136 

5 

54 

25 

182 

10 

74 

30 

254 

15 

100 




对7 1 的依赖关系与指数关系相像，可以认为是尺= > le 6 T , 求常数 A 与6的值， 
使得上述 H 与了的函数关系与实验结果最好地 符合. 

0. a ) 证明 ：在例 5中考察的惠更斯问題中，变《 mx ,... , m n 中即使有一个趋于无穷大，函 
数 （18) 躭趋于零. 

b ) 证明 ：函数 （18) 在 R n 中有极大值点，因此这个函数在 R n 中唯一的极值点应当是它的 
极大值点. 

c ) 证明： 由公式 （19) 定义的函数 v 是 n 的单调增加函数，并且求它当 n — oo 时的极限. 
10. a ) 所谓外圆磨具是一个带有粗糙表面的快速旋转的圆形磨具，它在与慢速旋转（与它相比 

较而言）的圆形零件相接触中扮演着锉的角色（图 55). 

圆尺逐渐移向零件 il ， 按规定的尺寸吃掉厚为《的一层 金厲并 且使得零件表面形成 
光滑的工作面.这个曲面在将来的机械中通常容易损坏，为了延长它的服务期限 ，金城 
零件要通过预先淬火以提高它的强度.但是因外圆磨与零件接触产生商温，可能改变了 
某个 △ 层金厲的结构（这是经常发生的)，从而降低了这层金厲的强度.董 △ 单调地依 
赖于圆 K 移近零件的速度 s ， 即△:= ^ p ( s ). 已经知道，存在某个临界速度扣 > 0,此时 
还有 △ = 0,而当 s > so 时，就有 △ > 0. 

为了今后方便，考察定义在 △ > 0范围内的反函数 




这里，4是由实验确定的定义在 △ > 0范围内的单调增加函数且 V »(0) = 50 > 0. 
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图 55 


磨削加的规范应是在 ft 终得到的产品表面金 M 结构没有变化 • 

显然，在上述条件下，从工作效率考虑，外 阓磨的 ft 优给进速度是 

s = tp(S) 

其中 <5 = <5(0 是到时刻 f 时还没磨削的 金厲层 厚度，或者说是在时刻 t , 外岡磨的外缘 
到最后磨削好的产品表面的距离.请你解释上面的 结论. 

b ) 在 tt 优外阓 磨移动速度下，求磨削厚度为#的金《层时所需的时间. 

c ) 当函数△土 s 是线性函数 s A △时，求 ft 优外圆磨移动速度《与时间《的函数 

关系《 = s ( t ). 

由于某些磨床机构上的特点，它的速度 s 的变化只能是离散的，这就产生了一个优 
化问独:在允许磨床速度 S 仅仅转换 n 次的条件下，如何使生产过程获得 B ： 好的效率. 
对下面问题的冋答便可解决这个问题. 

d ) 在速度 s 按最优方式连续变化的情况下，你能阐述在 b ) 中得到的磨削时间 

f H dS 

棒乂兩 . 

的几何意义吗？ 

e ) 当 s 由最优连续变化转到最优多级变化时，在时间上的损失应如何作几何解释？ 

f ) 设区间 [0 y H ] 的点 

0 = X n +1 < X n < …< II < :0 =尺 
是速度转换点，试证它们必须满足条件： 

_ 丄一 ⑴ 1 ㈨⑷ (i=ll "' n)l 

从而，在 [ x », x i + i ] 这一段上，外圆磨移动的速度为 

5 = rp ( x i + i ) (i =!,-•• , n ). 
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g ) 证明••当妒是线性函数时，即少 (△) = so + AA , 问题 f ) 中区间 [0, i /] 上 的点而 的位 
置应使下列数 





<…< 


£o 


+ X, < 


入 


H 


构成几何级数. 


11 . 


a ) 证明： 曲线 r : J — R m 的切线关于 R m 中所选取的坐标系是确定不变的. 

b ) 证明： 函数 y = /( x 1 ,-.- , x m ) 图像的切平面关于 R m 中所选取的坐标系是确定不 


变的. 

c ) 设集合 ScR m xR 】 是函数 2 / = /(： 1 ： 1 ，-..， 0 ^)在 11 ^">< 11 1 中坐标 ( x 1 ,... , x m , i /) 
下的图像，而且也是函数及=/( XI , ••- ，壬 m ) 在 R m x R 1 中坐标 ( x 1 ,... , x m , y ) 下的 
图像.证明:5的切平面关于 R m x R 1 中坐标的线性变换是确定不变的 • 

d ) 证明： 拉普拉斯算子 △/= £ ^( x ) 关于 R m 中坐标的正交变换是确定不变的. 
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1. 问题的提出与启发性想法在本节中将要证明的隐函数定理无论从本身意 
义上还是从它众多的结果上来说都是很重要的 ■ 

首先说明问题是什么. 

例如，我们假定有在平面妒上点的坐标 x 、 y 之 
间的一个关系式 



+ 1/ 2 -1 = 0 . 


⑴ 


平面 R 2 上满足上述关系式的点的集合是单位圆周 
(图 56). 

关系 （1) 告诉我们，两个坐标中的一个,例如 x 确 
定以后，我们没有权利再任意选取第二个坐标.由此 
可见，关系式 （1) 已经确定了 y 对 x 的依 赖性. 我们感兴趣的问题是在什么条件下 
能从不明显的关系 （1) 中解出明显函数关系2/ = y ( x ). 

由方程⑴解出2/，得到 _ 

y = ±\/\ - x 2 , (2) 


这就是说，对每一个满足 N < 1的 A 事实上有两个可容许的2/值与它 对应. 在构造 
满足关系式⑴的函数 2 / = y ( x ) 时，要添加一些补充条件才能从（ 2 )式的两 个值中 
确定出一个.例如，在 [-1,1] 的有理点的值是 Vl - X 2 , 而在无理点的值是-\/1 - 0 
的函数显然满足关系式 （1). 很明显，改变这个例子中的附加条件，可以做出满足关 
系式 （1) 的无穷多个 函数. 
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问题是这样的：在平面 R 2 上满足关系式 （1) 的点的集合是某个函数2/ = y ^ r ) 
的图像吗？回答显然是否定的，因为从几何观点看，它等价于下面的 问题： 圆周在某 
个直线上的正投影与圆周是否存在一一对应？ 

但是，我们观察到（参考图 56) 毕竟在圆周上有单个点 ( x 0 , y 0 ) 的邻域内，它的 
圆弧与它在 a : 轴上的投影之间存在一一对应，并且可以唯一地表成 y = y ( x) y 其中 
x y ( x ) 是定义在点: r 0 邻域上的连续函数且 2/0 = 2 /( x 0 ). 关于这个问题，仅仅有两 
个不好的点（-1，0)与 (1,0), 因为把这种点包含在内部的任何一段圆弧都不可能与 
它们在 rr 轴上的投影建立一一对应.但是，这些点的邻域在圆周上所处的位置关于 
y 轴是好的，它们是定义在 y = 0 的邻域中的连续函数 rr = a :( y ) 的图像，函数 o :(2/) 
在点 y = 0取值为1或-1，究竟取1还是-1,就要看它含有点 (1,0) 还是含有点 
(-1,0) • 

究竞怎样用解析方法得出，用关系式 （1) 确定的点的几何轨迹，在它的一点 
( x 0 ， y 0 ) 的邻域内，何时能表成显关系式 2 / = 2 /(为或 x = rr ( y ) 呢？ 

我们将用熟悉的方法进行下面的 研究. 考察函数 F ( x , y ) = x 2 + r / 2 - l . 它在点 
( x 0 , y 0 ) 邻域内的局部性质可用它的微分 

^x( X OyVo)(^ - ^o) + G ( 工 0,2/0)(2/- 2/0) 

很好地描述，这是因为有 

F ( x } y ) = F ( x 0 , yo ) + F ^( x 0y yo ){ x - x 0 ) + i ^( x 0 , y 0 )(y - Vo ) 

+ o(\x - x 0 \ + |y - 2 / o |) ( x ， y ) — ( x 0 , yo ). 

如果 F ( x 0 , y 0 ) = 0, 并且我们感兴趣的是函数在点 ( x 0 , 2 / o ) 的邻域内等高集 
F ( x )V ) = 0 的性质，那么，可根据直线（切线） 

i^(x 0 ， i/ 0 )(a ： — : to ) 十 FL(:o ， yo)(y - yo) = 0 ⑶ 


的位置作岀判断. 

如果这条直线的位置使得能由它的方程解出 y , 那么，只要在点 （ xo ,2/ o ) 的邻域 
内曲线 F ( x , y ) = 0 对这条直线的偏离很小，就可以期望在点 ( xo . yo ) 的某个邻域内 
同样可将曲线方程写成2/ = 2/(4 的形式 •• 

当然，方程 F ( x , t /) = 0 关于 o : 的局部的可解性也是一样的. 

对所考察的具体关系式 （1) 写出方程（3)，得到下面的切线方程 

xo{x - x 0 ) + 2 / 0 ( 2 / — 2 / 0 ) = 0， 

当 yo _ 0时,也就是说，在圆周⑴上除去点（-1，0)与 (1,0) 外的所有点 ( xo ^ yo ) 
处，这个切线方程关于2/总是可解的.同样地，在圆周⑴上除去点（0，-1)与（0，1) 
外的所有点处，它关于 z 也是可 解的. 
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2. 隐函数定理的最简单情形 在这一节中，隐函数定理的证明方法是很直观的， 
但不是很有效力的，因为它仅适合于实变量的实值函数.在多个关系式的情形，要用 
更好的方法，譬如对其结构作更详细的分析方法得到这个定理，读者可以参看第十 
章（第 II 卷)，本节末的习题4也有介绍. 

下面的命题是隐函数定理的最简单情形. 

命题1如果定义在点 ( xo , yo )€ K 2 的邻域 U ( x 0 ， y 0 ) 上的函数 F : U ( x 0 , y 0 ) - 
R 满足下列条件 

1。 Fee ⑻ ( f /; R )， 其中 1， 

2° F ( x 0 i y 0 ) = 0, 

3。 G 0 r o ， yo )/ O ， 

则存在二维区间 I = I x X Iy c y ( xo , 2/0)( 其中 lx = {x e R||x - x 0 | < a},/y - {ye 
_-yol < W ， 函數 / e C ^\ l x J y \ 使对任意的点 ( x ， y ) e 4 X J v 有 

F ( x , y ) = 0 <=>y = f { x ), (4) 

同时，函教 y = /( rr ) 在点 rr € 4 的导数可按下面公式计算： 

f \ x ) = 一 | F (( x ，/( a :)) 广 1 [ g ( x ，/( a :)) l . ⑹ 

在开始证明之前，先给出关系式 （4) 的几种可能的表述，它们一起将使关系式 
(4) 本身的意义更加清晰. 

命题1告诉我们，在条件1°，2。,3。之下，由关系式 F ( ar ,2/)=0 确定的点的集合 
在点 ( x 0 , t / o ) 的邻域/ = 4 x / v 内是某个 C ^{ I X J V ) 类函数 f : I x — I v 的 图像. 

还可以这样说,在点 ( x 0 , yo ) 邻域/的范围内可以由方程 F ( x y y ) = 0 单值地解 
出 2 /， 函数 y = /Or) 是这个方程的解，亦即在 a ： €忍上， F ( xJ ( x )) 三 0 .称 / 是由 
F ( a :, y ) = 0 确定的隐 函数. 

由此也可得到，如果 y = / Or ) 是定义在忍上且满足关系式 F ( x ,/») 三 0 ， yo = 
f ( xo ) 的函数,并且假定这个函数在点: to e 4 连续，那么， 存在点 xo 的邻域 △ C 4 , 
使得 /(△) c 4,且 / ㈤ 三 f ( x ) yXeA . 

如果不假定函数 /在点 X 0 的连续性及 yo = f ( xo) t 那么，上述结论不一定正确, 
这从上面关于单位圆周的例子中已可看得出来. 

现在来证明命题 1. 

◄ 为了明确起见，设 F ；( x 0 , y 0 ) > 0 . 因为 C ⑻ ( f /， R )， 则也在点 ( x 0 l y 0 ) 
的某个邻域内有 F ^ y )>0. 为了不引进新记号，不失一般性，可以认为在原邻域 
U { x 0 , yo ) 内的一切点 ( x , y ), 都有 F r y ( x , y ) > 0. 

另外，如果有必要的话，先将邻域 U ( x 0 , yo ) 缩小,认为它就是中心在点 ( xo , yo ), 
半径为某个数 r = 2/? > 0 的圆. 
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因为在 U ( x 0 y y 0 ) 上有> 0 ,则关于?/的函数 F ( x 0 , y ) 在闭区间 yoK 
y ^ yo ^-0 上定义且单调增加，因此， 

F ( X 0 , yo - 0、< F ( xo , 2 / o ) = o < F ( x 0y yo + P ). 

由于函数 F 在 y 上连续，可以找到一个正数 a < /?,使得当 a : 满足不等式 
\x 一 Xol < a 时，有 

F { x , yo - 0) <0< F ( x,yo + /0). 

现在证明，矩形 J = 4 x 其中 

l x = {xe K || x - x 0 | < a } j y = {ye K || y-yol < 0} 

是所求的二维区间，对于/中一切点，关系式 （4) 成立. 

对于每个 xel xi 作端点为 Or , y 0 - 0) 与 （ x ， y o + 0) 的垂直线段，在这个线段上 
把 F ( x )V ) 看成 2 /的函数，它是严格增加的连续函数，且在线段的端点具有不同符 
号的数值，因此，对于每个0： e 4,存在唯一的点 2/(4 € 4,使得 n ^ y ( x )) 三0,设 
y { x ) = fix ), 我们就证明了关系式 （4). 

现在证明，/€(7 ( 叫4 ; 4). 

首先证明函数/在点吻连续且 f ( x 0 ) = 2 / o . 显然，最后的等式可以这样 得到: 
当 : r = a ： o 时有唯一的点 y ( x 0 ) € I v , 使得 F ( xo , j /( x 0 )) = 0,再由条件 F ( x 0 , yo ) = 0 
得知 f ( xo ) = yo - 

确定满足0 < e < /?的数 e , 我们可以重复函数 / Or ) 存在性的证明，找到满足 
0 < (5 < a 的(5,使得在二维区间 I = i x x / v (其中 i x = {x e R||x - x 0 | < S } y i v = 
{2/ € R||y - y 0 | < e }) 上重新找到一个函数 — 满足关系式 

( F ( x , y ) = 0, ( x , y ) € /) {y = f ( x) y x € i x ). ⑹ 

但是 4 C IxJyC 4,/ C /, 因此，从⑷与 （6) 得到 /( x ) e f ( x) y x € 4 C /*. 
这就证明了当 |: r - a : 0 |<5 时，有 

1 / ⑻一 /(®o)l = 1/ ⑻一 如 1 < 已 

我们已经证明了函数 / 在点 x 0 的连续性，但是，曲线 F ( x y y ) = 0在 J 中任 
何一点 ( x , y ) € I 同样可作为上述论证的出发点，因为它也满足条件2° ,3°. 这样， 
对于在 J 的范围内每个所考察的点 a ：， 重复上面过程，由（ 4 )重新得到在点 x 邻域 
内所对应的函数/的一部分,这意味着函数/在点 x 连续，这样一来，我们证明了 
feC ( I x J y ). 

现在证明/ € C ^( I x , I y ), 并推导公式 （5). 
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假定数 Aa: 满足 x + Ax e I x , K y = /(x), y Ay = f(x -f- Ax). 在区间 J 上对 
函数 F 0 r ，2/) 应用中值定理，有 

0 = F(x + Ax, f(x + Ax)) — F(x y f(x)) 

= F(x -f Ax, y + Ay) - F(x y y) 

= F r x (x 4- 0Ax y y -f 6Ay)Ax + Fy(x + 9 Ax, y + 9Ay)Ay, 0 < 6 < l y 


注意到在 / 中有 Fl ( x ， y )_0 , 由此得到 


Ay : F^x^OAx.y + eAy) 
Ax ~ F^(x + OAx, y + OAy) 


⑺ 


因为 / € C ( I x Jy ) y 则当 Ax — 0 时，这时也有 △?/ — 0,再注意到 F € 
令 Aar — 0,在⑺式中取极限得到 

r(x) - F i ( x ， y ) 

/(X) - F'^yY 

其中 2/ = /( x ). 这就证明了公式 （5). 

由复合函数的连续性定理，从公式 （5) 推知/ € C ^( I X ; I V ). 

如果 F € C (2 >( C /; R ), 那么， （5) 式右边可以对 : r 求导数，得到 


〜 _ [ F ^ + F^r - 尸 ㈣ 

f (x)= { K ? 


(50 


其中是在点 (xj(x)) 的值 • 

因此，若 F € C ⑺ ([/; R ), 则/ € C ^( I x ; I y ). 因为形如(5),(5，)式右边部分中 
/的导数的阶比左边/的导数的阶少1，因此由归纳法可以得到, 若 FG C ^( f /; R ), 
则 /€ C ⑻ (4;/ v ). ► 

例1回过头来考察上边的关系式（1)，它表示的平面 R 2 上的圆周，并用此例 
验证命题 1. 


这时， 

显然 FeC (°°)( R 2 ; R ), 且 


F(x, y) = x 2 + y 2 — 1 ， 


K( x yy) = 2x,F^(x,y) = 2y, 

因此，若 2/ / 0,则 F ;( x ， y ) 爹 0. 于是，根据命题1,对于圆周上任意一个不同 
于点（一 1,0) 与（1，0)的点（吻，2/0)，可以找到一个邻域，使得圆周落人这个邻域 
的一段弧可以表成 y = /(x )， 直接计算也可确认这一点，而且 /( ： r) = v / T ^ 或 
f { x ) = - y/l - x 2 . 




其次，由命题1，有 
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/’( 工 0) = 


Ki ^ yo ) = 

Fi ( XQ 、 yo ) 一 


fo 

yo 


⑻ 


直接计算，知 


若 /( x ) = 则/'⑷： 一- 

若 Hx ) = - vr^ y 则 /' ⑷ 

vl - 

可以把这两式合并成一个式子 



由此得到 

r ( x 0 ) = 

yo 

这与由命题1得到的公式 （8) 是一致的. 

重要的是，利用公式⑻或⑻计算/'(吻）时，甚至不需要知道显示式2/ = fix ), 
只要知道 f ( x 0 ) = yo 就可 以了. 而给定条件 2/0 == /( x 0 ), 是选出水平线 F ( x , y ) = 0 
中我们企图表成 y = / Or ) 的那一段曲线所必须的. 

在圆周的例子中可以看出，仅仅给定坐标吻还不能确定圆弧，只能再确定了 y 0 , 
我们才能从两个可能的岡弧中选出一个. 

3. 过渡到依赖关系 F ( x l r -- , x -, y ) = 0的情形很容易把命题1推广到 
F ( x 1 ,-- 1 x m ) y ) = 0的 情形. 

命题 2 如果定义在点 ( x 0 , y 0 ) = ㈣ ，… , x ^, y 0 ) G R m +1 的邻域 f / 上的函数 
— R 满足下列 条件： 

1° FGC ^\ U ; R ) 9 p^h 

2。 F ( x 0 , t / o ) = F ( x ^， … ， xj 1 , yo ) = 0， 

3。 F ^ xo . yo ) = ，… , x ^, yo ) ^ 0, 

则存在 （m + 1) 维区间 J = /f xg , 其中 

I ^ = {x = ( x \ • • • , x w ) € R - Hx 4 - xj | < a *, i = 1 , • • • ? m }, 

={y^ KII2/-1/0I < 0 }, 

有 / C i /， 且存在函数 / € 对任意的点 { x , y ) e a x 4 有 


F(x l r •. ， x' y) = 0 ㈡ 2/ = /(x 1 , … ， x m )， 


⑼ 
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同时，函数 y = /( a : 1 ， … , x m ) 在任一点 xel ^ 的偏导数可按下面公式 

甚 M = -[^(x,/(x))]-M^ 4 (x,/(a;))] (10) 

计算. 

◄ 证明区间 I m+1 = I^X I ] 与函数 2 / = f ( x ) = /( rr 1 ， …， a : m ) 的存在性，以及 
/在 / f 上的连续性可以逐字逐句地重复命题1证明中相应的部分，唯一需要改变 
的是把 z 改写成（ 〆 ,•••，，)，把 a 改写成 ( a 1 ,-. - , a -). 

现在如果在函数 FOr 1 , …， x m ， y ) 与 /( z 1 ， … , x m ) 中除 d 与 y 以外的其他变 
量都暂时固定，那么，我们可以把命题1的条件中: r 扮演的角色改由：^担任.由 
此得到公式 （10) 的正确性.由这个公式得到 g e = 1，…， m ), 即 

fe C ⑴ (/?;&). 如同命题 1 的证明一样，用归纳$法可以证明当 F € 时， 

有/ € ► 

例2假定函数 F : G - R 定义在区域 G C R m 上并且属于 CdHGW ). 设 
xo = «…， a ^) € G , F ( x 0 ) = F (: ri ， …，成）= 0•如果 rro 不是函数 F 的临界点， 
那么，函数 F 在点 rr 0 的偏导数中至少有一个不为零，例如设 |^( xo )^0. 

这时，由命题2知道，在点 rr 0 的某个邻域中，满足方程 FOr 1 , …，，）= 0的 
R - 中的点集可以表示成在点的一个邻域中定义的某个函数 
，=/(屹…，，- 1 的图像,这个函数在这个邻域中连续可微且 / K ， …， W 1 ) = 
哎. 

这样，在函数 F 的非临界点利的邻域中，方程 

F ( x 1 1 -.., x m ) = 0 

给出 （m - 1) 维曲面 • 

特别地，在 R 3 的情况，方程 

F ( x y y , z ) = 0 

QP 

在非临界点 ( x 0 , yo ,2 0 ) 的邻域内给出二维曲面，这个曲面在条件 ^( x o ,2/ o >2 o )^0 
之下可以局部地表成 

2 = f(x ， y). 

我们知道，这个函数的图像在点 ( x 0 , yo ,^ o ) 的切平面方程为 

z - zo = ^-{ xo , yo)(x - xo ) + 髮（工 o ,2/ o )(2 /一 Vo ), 
ox cry 




但是，按公式 （10) 有 


^(x 0 , 2 / 0 ) = - 
%( Xo ， yo 、 = - 


K ( x o ^ yo ^ z o ) 

€(无0，1/0,20) 

^ y (^ o . yo ^ o ) 

F^xo,yo,z 0 ) 


因此，切平面方程可以改写成 


K( X 0ytJ0y 2 o)(x - X 0 ) + fy ( x 0 ,2/0, Zo)(y - J / o ) 

+ K( x o,yoy 20)(2 - zq) = 0 , 

它关于变最 a :， yj 是对称的. 

类似地，在一般情况得到 R m 中的超平面方程 

- xj ,) = 0, 

t=l 

它在点邡= ㈣ ,…，抑）与由方程 F ( x ! , ••- , a : m ) =0所表示的曲面相切（当然，假 
设有条件 F ( x 0 ) = 0且 x 0 不是 F 的临界点). 

由得到的方程可以看出，如果在 R m 中给定的是欧几里得结构，那么可以断定， 
iS]t F dF 

grad F(a；o) = (^,---,^)(X0) 

在点 Xo € K m 处与函数 F 的 r - 等高集 F (: r ) = r 所表示的曲面正交 • 

例如，定义在 R 3 中的函数 


的 r - 


F(o：， y ，4 = 7 + ^ + ? 

:当 r < 0时是 空集； 当 r = 0时是 一点； 当 r > 0时是椭球 


如果 ( xo . yo . zo ) 是这个椭球面上的一点，那么，根据已证结果，向量 

gTadF ( x 0 , y 0 , zo ) = 

在点 ( xo . yo . zo ) 处垂直于这个椭球面，且在此点椭球面的切平面方程为 

x 0 (x - x 0 ) ^ yo(y - yo ) + - ^ o ) = Q 

~~ a ^ b 2 c 2 

由于点 （ a ^ yo ，^) 在楠球面上，它又可改写为 

Xox ■ yoy , Z 0 z 

7 + 7 7 
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4. 隐函数定理现在我们转人对一般的方程组 


{ F 1 (rr 1 ,...,x m ,y 1 ,...,y n )=0, 

. ( 11 ) 

F n (x l r - ， y n )=0, 

的讨论,将关于 y 1 ，."， y n 求解它，也就是说，寻求局部等价于方程组 （11) 的函数组 
(它们是由 （11) 确定的隐函数） 

(V =尸(工 v " ，工 m )， 

I . ( 12 ) 

U n 二作 1 ，•••，，)• 


为了书写简单、方便和叙述清晰，记 z = ( x \-- y x m ),y = (y 1 , •• - ， y n )， 则 （ 11) 
式左边可记作 F(x,y) y (11) 式可写成 F(x iy ) = 0, 而映射 （ I 2 ) 式可写成 2 / = f(x). 

如果记 x 0 = ( xj ， …，妳)， y 0 = ( yi ， …， vS)，a = ( a 1 ， •二， a m ) ，/3 = (/3 1 ，…， 
^),那么，可以用记号 | a : - rr 0 | < a 与| 2 /- 2 / o | < /?分别表示 k 一 41 < = 

1，…， m ) 与 - Vo \< = 1, ••- i ^). 

其次，记 




(14) 





§5. 隐函数定理 


注意，矩阵 F ;( x ， y ) 是方阵，从而，它有逆阵的充要条件是它的行列式不为零. 
当 n = 1时，矩阵 F ^ y ) 仅含一个元素，它的可逆性等价于这个元素不等于零.矩 
阵 F ;( x ， y ) 的逆阵通常记作 [ F ^ y )]~\ 

现在叙述本节的基本结果. 

定理（隐函数定理）如果映射 F:U -^ R n 定义在点 ( x 0 , y 0 ) ^ R m+n 的邻域 
{/ 上，并且满足下述条件 

1° FeC^>(f/;R n ),p^ 1, 

2。 F ( xo y y 0 ) = 0, 

3。 i ^( xo ,2/ 0 ) 有逆阵， 

则存在 （m + n ) 维区间 I = d d U (其中 

I ^ 1 = {x e R m ||x — x 0 | < a }， 

/ v n = {2/€R n ||y-y 0 |</?}), 

并且存在映射 / € C ⑻ (/?;/?)， 对任意的点 ( x ， y ) Glfxl 。， 有 

F ( x y y ) = 0 <=> y = f ( x) y (16) 

同时 

f \ x ) = - [^( x ,/( x ))]- M ^( x ,/( x ))]. (17) 

称 / : C G 是由 F ( x ,2/) = 0 确定的隐函数. 

◄ 定理的证明将依靠命题 2 及行列式最简单的性质.整个证明过程分成几个 
小段,采用归纳法论证. 

当 n = 1时，定理归结为命题2,因此它是正确的. 

假定定理对于 （n - 1) 维是正确的，要证明它对于 n 维也是正确的. 

a ) 由条件3。知矩阵 （15) 的行列式在点 ( x 0 ,2/ o ) € R m+n 的值不为零，由此知 
它在点 ( xo , t / o ) 的某个邻域内也不为零，于是，在这个矩阵最后一行中至少有一个元 
素不为零，不妨认为#0,否则的话，只要改变一下记号即可. 

b ) 这时对关系式 

F n ( x 1 ,..-, x m , y 1 ,..., y n ) = 0, 

应用命题2可以找到区间 / m+n = (/r x /厂 1 ) x II CU 和函数/ G C ^( i ^ x 
/ d )， 使 

(/^Or 1 ， … ,x m ,y 1 ,-..,y n )=0,(x 1 ,... ,x m , y 1 , • • - ,i/ n ) € / m+n ) 

( y n = /( 工 、••• , x m , y 1 , ••- , t / n_1 ), 

y n - 1 ) € /r 1 )- ⑽ 




c ) 把得 到的泸 的表达式 2/ n = /( x 1 ,... 代入方程组 （11) 的 

前面 n - 1 个方程中，得到 n - 1个关系式 


, y n ~ l ) 


,2/ 1 ,--,2/ n ' 1 ))=0, 


f V ，…， x ' y 1 ， …，^- 1 ) 

:= 广 Hx 1 ， … ， : c'l/ 1 ， … y y n "\f{x l r- ’x'y 1 ， … ，2 / n_1 )) = 0. 


(19) 


因为 /« … ， W ， ‘… iVo~ l ) = 2/5 且户 ( 工 0,2/。） = 0(i = 1 ， … ， n )， 所以中 1 € 
C*(p)(/^ x 々 - ^R) 且 W(xJ ， … ，抑， ‘ …, 2 /? -1 ) =0(i = 1,". ,n- 1). 

由函数 #( fc = 1，… ， n - l ) 的定义，知 


d^ k _ dF ^ dF ^ 
dyi — dyi + dy n 




fc = 1，…， n — 1). 


( 20 ) 


还假定 


― 1 ，…， x ' 〆 ， … V 1 ) 

:=F n (x x , ••-，，，沒 1 ，… ，y n-1 ，/V， … ，C".，2/ n_1 ))， 

由 （18) 知在 /f x /= - 1 上有少 n 三0,因此 

^ = 工 f g = (21) 

dy i 8 忙卞 dy n 时 V 

考虑到 （20) 与 （21)， 根据行列式的性质可以知道矩阵 （15) 的行列式等于下面 
矩阵的行列式 

fdF 1 dF l d]_ dF l dF l df dF l \ 

~d^^dy^'d^ dy^ dy n dy n ^ 1 dy n I 


dF n dF n 


二 

n dy l 


神 1 

W 


dF n dF n df dF 11 
5 y n-i + W dy n ^ 1 ^ 

8 ^> l dF 1 \ 

■ dy nZl dy ^ i 


d ^ n - 1 

dy 1 


d ^ 1 dF n ~ l 
dy n ^ 1 dy n 


... 0 






由假设，而由条件矩阵 （15) 的行列式不为零，因此矩阵 


純 1 

W 


神 1 

dy n ^ 1 


(x 1 ， … ,x m > y 1 ,--- ,t/ n_1 ) 


⑽ n -1 純 n-l 
~^ y l dy ^ 1 


的行列式在点㈣，… ，绯 ，以，…，沾）的某个邻域内不 为零. 

按归纳法假定，存在区间 i m+n - 1 = I ^ xl^ l c i ^ xl ^\ 它是点«… ，xg\ 
U 一” e R m+Tl-1 的邻域，并且存在映射/ € 使得在区间 

jm+n-l = /m x /n-1 上方程组 （ 19) 等价于 


y 1 = ^ Oc 1 , … f X m ). 


y n -1 == / n - l ( x l > 


xel ^. 


( 22 ) 


d ) 因为 / 厂 1 C C 那么，把 （ 22 ) 式代入 （18) 式的函数 2 / n 

/( x 1 ， …，，，此… W 1 ) 中，就得到变 M ，对 ( x 1 ,... ,，）的依赖关系 


y n = f n ( x \ 


(23) 


e) 现在证明，函数组 




y -= r ( x 1 > ..., x m ). 


el ^ 


(24) 


确定的映射/ e c(p)(C;/f) (其中 G = I ^ 1 X ID 在邻域/ m+n = /^ X /y 的范围 
内等价于方程组 (11). 

事实上，首先我们在/ m+n = (/^ x /J- 1 ) X II 的范围内把原方程组 （11) 的最后 
一个方程用与它等价的关系式，=/(X，〆，… ，，- 1) 代替（因有 （18) 式)，得到第二 
组 方程; 在这第二组方程中的前 n-l 个方程中的变 M ，用/(XV，…，，― 1 )代替， 
得到第三组 方程； 这第三组方程中的前 n - 1个方程 （19) ，在 4 m x C ci " x 巧一 1 
的范围内，用与之等价的一组关系 （22) 代替.这样就得到第四组方程.然后，我们就 
能得到在 G x I ^- 1 x II = 7 m+n 的范围内与之等价的最终的方程组（24)，只要在第 
四组方程的最后一个方程 y n = /Or 1 ,... ，，,〆 ，•••。中，把变量 y 1 ， …- 1 
的表达式 （22) 代入，从而把它化成 （23) 即可. 

f) 为了完成定理的证明，还需验证公式 (17). 
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因为在点 （ x 0 , 2 / o ) 的邻域 C x g 内，方程 （11) 与 （12) 是等价的，所以 

F ( rc ? /( x )) = 0, x € C - 

写成坐标形式即是，在区域 G 中成立 

FV ， … ， x '/ V ，." ，，)，••• ，尸 ( x 1 ， … , x m ))=0 ( fc = 1，…， n ). (25) 

因为 / e C ^(/-;/^), F € C ⑻ ( t /; R n )， 这里 p 彡 1，则 F (.,/(•))€ C ^)(/ r ； K n ), 
同时,对恒等式 （25) 求偏导数,得到 

誓+ 亡 篆篕 =0 ( A = = l ,-, n ； i = l ,-, m ). (26) 

J = 1 

显然，关系式 （26) 等价于矩阵等式 

K ( x , y ) + i ^( x , 2 /)- f \ x ) = 0, 

其中 1/ = /(:)• 

考虑到矩阵 F ^ x ’ y ) 在点 ( x 0 l yo ) 邻域内的可逆性，由上面等式得到 

f \ x ) = - [ Fl ( xJ ( x )) r l [ F ^ xJ ( x))i 
这就完成了定理的整个证明 .► 

练习 

1. 在坐标为: r ， y 的平面 R 2 上，用关系式 F ( x y y ) = 0 (其中 F € C (2) ( R 2 ; R )) 给出了一条曲 
线，设（抑， 2 / 0 )位于这条曲线上且是函数 F { x iV ) 的非临界点 • 

a ) 写出这条曲线在点 ( x 0 , yo ) 的切线方程 • 

b ) 证明 ：如果 ( x 0 , yo ) 是曲线的拐点，则有等式 

(F' ： X F V 2 - + O 。， y 0 ) = 0. 

c ) 求曲线在点 ( x 0 , yo ) 的曲率公式. 

2. m 个变量的函數的勒让德变換 由变量 x 1 , ••- , x m 及函数 /( x 1 , ••- , x m ) 变到新变量 
$，••• 及函数 ，《 m ) 的勒让德变换由下面关系式确定： 

^ = 惡(?，••• , x m ) (i = 1，…， m )， 

/•(6,…， 4 m ) = ^ iX ' 一 办 1 ，…，’). 


(27) 


a) 给出勒让德变换 （27)， 作为从函数 /Or) 图像上的点的坐标 Oc 1 ， …，/ ( x\ • • • ,x m )) 

到图像在此点的切平面方程给出的参数 (6, •• - ,Cm,r (6, ••- ， U))， 这样一种转换的 
几何解释. 2 

b) 证明： 若 fe C (2 >,det 7^0, 则勒让德变换在局部范围内是存在的. 

c) 和一维情况的凸函数定义一样可以定义凸函数 f ( x ) = ，: r m )( 现在的 a: 理解为 

向童 （a: 1 ， … ,x m )6 R m ), 证明： 勒让德变换把凸函数变成凸函数. 

d) 证明： 

tn m fti 

df m = ^2 x， ^» + ^ idx ' ~ d f = 5Z x 

t=l i =\ i=l 

由此推出勒让德变换是对合的，即它满足 (/*)*(x) = f ( x ). 

e) 利用 d > 把 07) 式写成关于变 fi 对称的形式 



m 

/•(6,…， W + /(?，…，， ) = E W ， 





， $ rn )， 


(28) 


或者简记作 


fno +/(®)=^, 

\$ = v /( x),x = vr ( o , 


其中▽/⑷=(备…，盖)⑷， ▽/•«) =(篆，…，篆)⑹， 


i=l 

f) 函数的二阶偏导数组成的矩阵称为函数在给定点的黑塞 (Hesse) 矩阵（有时也把这个矩 
阵的行列式称为 Hessian). 

设 dij 与 dL 分别表示函数 /(a :) 与尸 (0 的黑塞矩阵 



的元1 * Ife 的代数余子式, d 与^分别表示矩阵⑹和 ㈣ 的行列式. 
如 d # 0,证明： d. (T = 1，且 
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g ) 肥皂薄膜绷紧在用金属丝做的环形闭路上，形成所谓极小曲面，它是绷在此闭路上所有 
曲面中面积最小的曲面. 

如果极小曲面用函数 2 = f ( x y y ) 的图像局部地给出，那么，函数/应当满足下面 
的极小曲面 方程： 


(1 + - V'My + (1 + fl 2 )fyy = 0 - 

证明： 勒让德变换把上述方程变成方程 

(1 + V 2 ) f；n + + (1 + e)fu = 0. 


3. 典则变置与哈密顿 ( Hamilton ) 方程组 

a ) 在变分法与经典力学基本原理中扮演重要角色的是下面的欧 拉-拉格朗日方程组 


v = 士⑴， 


(29) 


其中 L { t , x , v ) 是变 M t , x ， v 的函数，其中 t 通常表示时间， a : 表示坐标， v 表示速度. 

方程组 （29) 由三个变 M 的两个方程组成，从方程组 （29) 中通常希望求出关系式 
x = x ( t ) 与 v = v ( t ) } 因为 v = ^,所以本质上归结为寻求 z = x ( t ). 

考虑到 a : = x { t) y v = v ( t ) t 展开导数丢，把方程组 （29) 的第一个方程详细地写 
出来. 

b ) 证明：如果用勒让德变换（参看习题 2) 

{ 8 L 
P= 瓦， 

H = pv — Ly 


把变 M 变成典則变量 t ， a :， p ， H ， 也就是用变量 P ，// 替换 V . L . 则欧拉格朗 

曰方程组 （29) 就得到了对称形式 


dH OH 

P= -瓦， X= 瓦， 


(30) 


它称为 哈密顿方程组 • 

c ) 在多维情况，即 LsLRrr 1 ，... ，: r ' v 1 ， … ， v m > ，这时欧拉 - ft 格朗日方程组有下面形 


式 


(造 + :) (t ， x ’ v) = 0 ’ (i = 1 ，…, 
⑴， 


m ) 


(31) 


其中 ： c = (/ ， … ， x m )，v = (” 1 ，…，，)• 

对变摄 v 1 ，... L 作勒让德变换，把变 M W 1 ， … ， : r'v 1 ， … t v m t L 变到典 
则变量 W 1 ， …， z ' pi ，… ， p m ，//， 证明： 方程组 （31) 变成下面形式的哈密顿方程组 



• i dH 
X 


(i = 1，… ， m ). 


(32) 




4. 除函数定理这个问题的解决将给出另一个证明本节基本定理的方法，它可能不怎么直观和 
有效，但比上边介绍的方法简短. 

a ) 假设隐函数定理的条件已经满足，且设 FHx . y ) = 是矩阵 

Fi ( x , y ) 的第 <行. 

证明： 对于点 ( xo . yo ) 的某个充分小的邻域 U = 1 ^ x1 ^ 内的所有点 ( ar , i /), 由向 tt 
Fi ( x , y ) 组成的矩阵的行列式不为零. 

b ) 如果对于每个 : r € ^，存在点 yi , y 2 e /；, 使得 F ( x ， Vi ) = 0, F ( x , y 2 ) = 0, 则对于每 
个{ I ，... ， n }， 可以在联结点 ( x , yi ) 与点 ( x iy 2 ) 的线段上找到一点 （ x ， yi )， 使得 

- yi ) = o (i = l ,--* , n ). 

试证由此可以推出 yi = 2/ 2 ,也就是说，如果隐函数 /: a 存在，则它是唯一的. 

C) 证明： 如果球 B ( yo ; r ) C /?,则当 \\ y - yo || R n = r > 0时, F (* 0 , y ) # 0. 

d ) 证明： 函数 || F ( x 0 , y ) \\ ln 连续且在球面 || y || R n = r 上有正的极小值 

e ) 证明： 存在 (5>0, 使 

II F ( x . y ) || gn ^ i / x , 当 || x - x 0 卜 < (5, || y - yo || R n = r ; || F ( x , y ) || gn < 当 
II x — a：o || r ^< S y y = y 0 . 

f ) 任意固定满足 || T 一: r 0 ||< <5 的： r ， 函数 || F ( x , y ) || gn 在球 || y — y 0 || R n ^ r 的某个内 
点 2/ = / Or ) 达到极小值，又因为矩阵 F ；( x ,/( x )) 有逆阵，所以 F ( x ,/( x )) = 0. 这就 
断定了隐函数/ : B ( x 0; 6) — B ( p 0 ； r ) 的存在性. 

g ) 如果记 △!/ = /( a ； + △: r ) - /(*), M 

Ay = ^[ F i v ]- 1 [ H ] Ax 9 

其中$是由行向 M Fi ( x iiyi )(i = 1，…， n ) 组成的矩阵，而点 ( x iiVi ) 是以点 （ x , y ) 
与点 (x + Ax,y + Ay ) 为端点的线段上的某个点.对于朽也有类似的解释. 

证明： 从上面关系式可推知函数 y = f ( x ) 的连续性. 

h ) 证明： 

t \ x ) = -[^(^/( a ;))]- 1 ^^,/(*))]. 

5. 考察命 題:若 f ( x iVt z ) = 0,则 gH = :一 1 

a ) 给这个命题以精确的意义. 

b ) 对于克拉贝龙定律=常数，验证上述命题的正确性，并且对于一般的三个变 tt 的 
函数验证它的正确性. 

c ) 对于 m 个变量之间的关系式 / Or 1 ，... , x m ) = 0, 写出与上述类似的命题，并验证它的 
正确性. 



的根，当它们互不相同时光滑地依赖于方程的系数. 
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§6. 隐函数定理的一些推论 

1。 反函数定理 

定义 1从中的开集 C/ 到开集 K 上的映射 f : — V 称为 C &) 类微分同 
胚或 p 级光滑微分同胚 （p = 0, 1， 2, • • • ）， 如果 

1 ) /ec^(u ； v )； 

2) /是 双射； 

3) r 1 eC ^( v ； U ). 

C ⑼ 类微分同胚称为同胚. 

通常我们只考察光滑的情况，即 peN 或 P = oo 的情况，并统称为微分同胚 • 

以下经常用到的定理，从原则上确立了，如果一个映射在某点的微分可逆，则这 
个映射本身在该点的某一邻域中也可逆 • 

定理 1( 反函数定理） 如果映射 — R m 定义在区域0<：11^ 1 上，且具有下 
列条件 

1° /ec ⑻ (G;R m ) ， p> 1 ， 

2。 2/0 = f { xo) y xo e G , 

3。 尸 ( rc 0 ) 有逆阵， 

则存在点 x 0 的邻域 U{x 0 ) C G 和点 y 0 的邻城 V(yoh 使得/ : U(x 0 ) ^ K ( 2 / 0 ) 是 
(7 ⑻类微分同胚，且当 z € U(x 0 ),y = f(x)e V ^ yo ) 时，有 

(r 1 ) , (y) = [ / 

◄ 把关系式 

y = /⑷ 

改写成 

F ( x , y ) = f ( x ) - y = 0, (1) 

的形式•函数 F ( x , y ) = f ( x )- y 定义在点 (x 0 ,yo) € x R- 的邻域 G x 上. 

我们希望在点 (x 0 ,yo) 的某个邻域内从方程 （1) 中解出 x. 由条件1°,2°，3°知映 
射 F 具有以下 性质： . 

F€ C (p) (G x K m ;R m )，p > 1 ， 

F { x 0 , y 0 ) = 0 

K(xo，yo) = /'(xo) 有逆阵. 

根据隐函数定理可以找到点 ( x 0 , yo ) 的邻域4 x 及映射 p € (7 ( 叫4;4),使 
得对于任意的点 { x , y ) e 4 x 4,有 

/(x) - ?/ = 0 x = g ( y ) (2) 




且 
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9 ， (y) = -[F^y))- l [F^y)). 

由于 F^x } y) = f f (x),F^y) = -E 1 其中 E 是单位阵，因此 

g\y) = [r(x))-\ ⑶ 

如果设 v = iy,u = 9( V ), 则关系式 （ 2 ) 证实了映射/ : t / — V 与 — [/ 互 
逆，即在 V 上有 p = / - 1 . 

因为 V =心则 V 是点 yo 的邻域，这就是说,在条件1'2。，3°之下，区域 G 的 
内点 x 0 的像 2/0 = f ( x 0 ) 是 G 的像 /( G ) 的内点.由公式 （3) 知矩阵 g ^ yo ) 有逆阵， 
这就是说，映射 g : V -^ U 关于区域 V 与点 y 0 eV 也具有性质1°,2° ,3°,这就证明 
了工 0 = g ( yo ) 是集合 " = g ( V ) 的内点 • 

由公式 （3) 知条件1°,2°,3°对任意的点 yev 皆满足，因此任意的点 X =夕⑼ 
都是集合[/的内点.于是，（/是点 rro 在 Rm 中的开邻域（显然也是连通的） 

到此，我们验证了映射/ : U ^ V 满足定义1的所有条件和定理1的断言 .► 
举一些例子来说明定理 1. 反函数定理常常用于从一个坐标系到另一个坐标系 
的坐标转换.最简单情形是在解析几何和线性代数中研究过的坐标变换，它有下面形 
式： 



或者简记作 〆 =线性变换 A 有定义在整个 R ； T 上的逆变换 

A-^iW^R^, 当且仅当，矩阵 （4) 有逆阵，即 det(a{) ^ 0. 

反函数定理是这个断言的局部化变异形式，它基于这样一个事实：光滑映射在 
一点的小邻域内的性质就像它在这一点的微分那样好. 

例1极坐标.从半平面岭= {( P^)e R 2 | p 彡 0} 到平面 R 2 的映射 f •• R 2 + — 
R 2 由公式 

{ X = p COSip, ⑷ 

y = p sin 

给出，见图 57. 

不难算出，这个映射的雅可比行列式等于 P ， 即在任何点 （ AP ) (其中 P > 0) 的 
邻域内不为零.这样，公式 （4) 局部可逆，也就是说，在局部范围内，数可以作为 
点的新坐标，代替以前的笛卡儿坐标 Ay . 
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图57 


坐标是众所周知的平面上的曲线坐标——极坐标，从图57可以看出它 
的几何意义.注意，由于函数 cos ^ sin 的周期性，映射 （4) 在 p > 0时仅仅是局部 
微分同胚的，而在整个区域上它不是双方单值的，因此，从笛卡儿坐标转到极坐标时 
常常需要选取角度^的分支（即指出它的变化范围) • 

在三维空间 R 3 中的极坐标 ( P ， 切) 称为球 坐标. 它们与笛卡儿坐标之间有下 
述 关系： 

z = p cos 矽， 

< y = p sin ^ sin </?， ⑹ 

x = p sin 矽 cosy ?. 


2 参数 p , 也 p 的几何意义如图 58 所示 • 

% . 这时，映射 （ 5) 的雅可比行列式等于 p 2 sin 也从 

! 而，由定理 1 知，变换 （ 5) 在任意一点 （ P ， 认⑷ (其中 

P >0, S inV ^0) 的邻域内有逆变换. 

- / y . 在空间 （ X , y ，2) 中， 满足 p = 常数 ， f =常数， 

0 =常数的点集显然分别是半径为 P 的球面，通过2 
/ 轴的半平面和以2轴为对称轴的岡 锥面. 

W 58 这样，由坐标系 ( x , y , z ) 转到坐标系（仏也⑷时， 

例如球面和锥面可以局部抻平，即它们分别对应于小块平面 P =常数与4 =常数. 
类似的现象我们在二维情形也观察到了，平面 ( x , y ) 上的岡弧对应着平面 （ P ， ⑷上 
的直线段（参看图 57). 请注意，这正是局部的展平. 

在 m 维情形，极坐标由关系式 


1 = p costal 


2 = P 


x m ^ 1 = p sin (pi sin ip2 
x m = p sin pi sin v?2 • • 


Pm -2 COS (/? m -： 
-2 sin iPm - i . 
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确定.这个变换的雅可比行列式等于 

p m_1 sin m_2 (pi sin m_3 的 . sin (6) 

由定理 1 知这个变换在它的雅可比行列式不为零的地方也是局部可逆的. 

例2曲线局部抻直的一般想法.新坐标的引人通常是为了简化问题所涉及的 
对象的解析表达式，使它们在新坐标系中更加易于观察. 

例如，设在平面 1 R 2 上用方程 

F ( x , y ) = 0 


给出了一条曲线， F 是光滑函数，点 ( x 0 , 2 / o ) 在曲线上，即 F ( x 0 , 2 / o ) = 0, 设它不是函 
数 F 的临界点，例如设 F ^( x 0 y yo )^0. 

我们试图选取坐标 I r /, 使得在这个坐标系下，曲线含点 ( x 0 j 2 / o ) 的一段弧变成 
坐标直线，例如 rj = 0 上的一个线段. 

令 

{ 之 = rr 一 x 0 ， 
rj = F ( x ， y )， 


这个变换的雅可比矩阵 

in 


的行列式是 F ；( x , y ), 据假设条件，它在点 ( x 0 ,2/ o ) 不为零，因此，由定理1知这个映 
射是从点 ( x 0 , t / o ) 的邻域到点 K ， r /) = (0,0) 的邻域上的微分 同胚. 这就是说在所 
指出的邻域范围内，数可以作为点 ( x 0 , yo ) 邻域内的点的新坐标.在新坐标系下, 
我们的曲线方程显然是 r ; = 0, 在这个意义上我们真地把曲线局部抻直了（图 59). 



图59 
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2. 局部地把光滑映射化为典则形式我们在这里考察的仅仅是这些类型中的 
一个问题，这就是任意具有常数秩的光滑映射，在适当选取的坐标系下，均可化为一 
个确定的典则形式. 

我们记得，区域 t / C 上的光滑映射/ : 1/ — R " 在点€ f / 的秩，指的是， 
它在这点的切映射的秩，即矩阵 r ( x ) 的秩.映射/ 在点 CC 的秩通常记作 rank f ( x ). 

定理 2 (秩定理） 设/ : t / — R n 是定义在点 x 0 G R m 的邻域 t / C R m 上的 
映射，如果 / € C ^( U ; R n ),p ^ 1 且在每点 x eU 映射/有同一秩 fc ， 则存在点 
工 0 与点 yo = f(x 0 ) 的邻域 O ( x 0 ) 与 O ( y 0 ) 以及定义在它们上面的 C ( p ) 类微分同 
胚 u = <p(x) 与 v = fp(y) y 使得在点 wo = <p(xo) 的邻域 O(uo) = y>(0(a ： o)) 内，映射 
v = o f o 的坐标表示式如下： 

( w 1 ， … ，以 fc ，… , tx m ) = u ^ v = ( v 1 ，... , v n ) = ( u 1 , ••- , u fc ，0，-"，0). ⑺ 


换句话说，定理断定（图 60 )， 可以选取坐标 （ u 1 ， … ， u” 代替 （ rr 1 ， … ，: r ，， 选 
取坐标 （ V ， ... ， t/») 代替坐标 （ j/ 1 ，... ， y n )， 使得我们的映射在这些新坐标下局部地 
具有 （ 7 )， 即 fc 秩线性映射的典则形式. 


^0 



O(V 0 ) 

O(^o) 

O(v 0 ) 

- . 

― ^ 




Jpofo'fi' 

图60 




把映射/写成坐标形式 


y k = / 十 1 ，…，: 
/ +1 = / fc+1 (^» 


x m ) 


⑻ 


U n = 尸 ( 工 1 


)， 


为了不改变坐标的编号，我们认为映射 f ： u ^ R ^ 在任一点 xeU 的雅可比矩阵的 
左上角的 fc 阶主子式的秩不为零. 
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考察定义在点: TO 的邻域 f ； 上的用下面等式定义的 映射: 

IX 1 = ^(x 1 , ••- ,X m ) = / Hz 1 , … ， x m )， 

u k = /( x 1 ， … ， x m ) = f k (x l , ••- , x m ), 
' u k+l = •• - , x m ) = x fc+1 , 

u m ， x m ) =x m ， 

它的雅可比矩阵是 


由所作的假设知它的行列式在上不为零. 

由反函数定理知，映射 u = W 岣是把点抑的某个邻域 O(xo) C U 变到点 
Uo = <p(xo) 的邻域 O(tio) = <^(6(2：0)) 的 P 级光滑微分同胚. 

比较 （8) 与⑼式看出，复合映射 9 = fo^： d(uo) - 有下面的坐标表示 

式 

y l = Z 1 ••- ， u m ) = w 1 , 


y k = f k oip~~ l (u 1 ^- y u m ) = u k , 

y k+l = f k+l - Hw 1 ，…， u m ) = # +1 ( w 1 , …， u m ), 


y n = f n o pK … ,ti m ) = /(u 1 ， … ,u m ). 

因为映射 f - 1 : O ( txo ) ^ O(x 0 ) 在任一点 tx € O ( u 0 ) 有最大秩 m , 而映射 
f •• O ( x 0 ) - 在任一点 rr e O(x 0 ) 的秩为 A ： ，那么，由线性代数知道，矩阵 

g'(u) = /’(#— Hw )) • (<p~ l Y(u) 在任一点 tx € O(uo) 的秩为 fc . 

直接计算映射 （10) 的雅可比矩阵有 
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由此得到，在任意点 tx G O ( uo ) 有 = 0 (i = fc + 1，…， m ; j = fc + 1，…， n ) . 可 
以认为邻域 O ( u 0 ) 是凸的（例如可以缩小 O ( uo ) 为中心在 u 0 的球)，由此可以断定， 
函数 ^ (j = fc + 1，…， n ) 实际上不依赖于变 M W + 1 ，…， tx m . 

于是，映射 （10) 可以写成 

y 1 = u 1 ， 

’ ( 11 ) 
y k+l =g k+l (u l y -- ,u fc ), 

y n = ^ n (u 1 , •• - y u k ). 

现在我们来定义映射叭令 




v 1 = y 1 =••咕 l ( y )， 


k = y k =: ^ k ( y)i 

fc+1 =t / fc+1 一 〆 + 1 (yV.. ， i/ fc ) = ： ^P k+l (y) 


v n = — 夕 n (yV" ， y fc ) = ： ^ n {y)- 


( 12 ) 


从函数 〆 (j = /e + l ,.-., n ) 的构造可以看出，映射分在点 2 / 0 的某个邻域内有 
定义，并且在这个邻域内属于类. 

映射 （12) 的雅可比矩阵是 
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1 

0 


0 

參 

• 

• 

1 

0 

dg k+1 

dy l 

• 

參 

V +1 

dy k 

• 

• 

鐘 

^ •争 ♦费參争穿曹 》 ♦曹擎曹费 •曹费幸费曹 ♦锖 》 勢 • 

1 0 

C 

• 

# 

• 

dg n 

dy 1 

dg n 

• • • 

dy k 

0 

• 

0 1 


它的行列式等于1，因此，由定理1知映射必是从点2/0 e %的某个邻域 6(2/ o ) m 
点的某个邻域 O(vo) = ^(O(yo)) 上的 P 级光滑微分同胚. 

比较 （11) 与 （12) 式看出，当点 uo 的邻域 O(u 0 ) C O ( uo ) 充分小，以至 g(O(u 0 )) 
C (5(2/。）时，映射 Ao / of 1 : O ( uo ) K 是从点 wo 的邻域 O(uo) 到点 v 0 e R ；； 的 
某个邻域0(吻 ） C O(vo) 上的 p 级光滑微分同胚，并且具有典则形式 


V 1 = U 1 , 


v k = u fc , 
v k+l = 0, 


L t; n = 0. 


(13) 


令 ^ l ( O { u 0 )) = Oixo )^- 1 ^^)) = O ( y 0 ), 我们得到定理所要求的点 x 0 ， y 0 
的邻域，也就完成了定理的证明. ► 

定理2与定理1 一样，显然也是线性代数中相应定理的局部化变异形式. 

参考定理2的证明，我们给出下面一些对今后研究有益的 附注. 

附注1如果定理2的映射/ : f / — R n 在点卻的邻域 UcR m 中任一点的秩 
都是 n ， 则点 2/0 = f ( x 0 ) 是集合 f ( U ) 的内点，即点 yo 和它的某个邻域都含在 f ( U ) 
中. 

◄ 事实上，映射4 o / o 厂 1 : O ( uo ) — O { vo ) 这时有 

(以 1 ， … ， ti n ， … y u m ) =uh-*v = (V 1 ， … ， V n ) = (W 1 ，"- ,n n ), 


的形式，因此 ，点 uo = if ( xo ) 的邻域的像包含点 v 0 = rpofo ^( uo ) 的某个邻域. 

但是映射^ O ( x 0 ) 0(仰）与4 : O ( y 0 ) - O ( v 0 ) 都是微分同胚,因此，它们把 
内点变成内点.现在我们把映射/写成/ =矽― 1 o ( 仏。/ o ^ l ) o < p 的形式，可以断 
定，点 yo = f ( x 0 ) 是点 xo 的邻域的像的内点 • ► 
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在任一点 xeU 的秩都是 fc ， 则 

a ) 当 A : = n 时，函数组在点 x 0 邻域内是函数独立的. 


附注 2如果映射/ : C 7 — R n 在邻域 U cR m 中任一点的秩 k < n , 那么 ，根 
据等式（8)，(12)和 （13) 在点 x 0 € [/ C K m 的某个邻域内有下面 n-fc 个关系式成立 

f \ x \ …，X。= ^(Z 1 (x 1 ，…， X-), • • • ,产卜 1 ，…， x m ))(i = fc + 1，…， n) (14) 

关系式 （14) 显然是关系式（8)，(12)，(13)的推论 • 

以上所得之关系式是假定矩阵 f ( x 0 ) 的 k 阶主子式不为零的条件下成立的, 
也就是说，我们要求函数组的秩已经是 L 不然的话，可以改变函数 
f 1 、 …， f n 的编号归结为上述情况. 

3. 函数相关性 

定义 2连续函数组 / V . ••- ^ m )(i = 1，…， n) 在点 x 0 = (4,…，难)的邻 
域内称为函数独立，如果对于定义在点 

2/0 = (yo» •• - yVo ) = (尸⑹， … »/ n (*o)) = /( 工 0) 

邻域上的任何一个连续函数脱 … ，j/ n )， 仅当即/ 1 ，… ，i/ n ) = 0在点！ /o 邻域内 
成立时，关系式 

F(/V，."，x m )，" ■，尸 (x 1 ， …， x m )) = 0 

才在点2： 0 的邻域内成立 . 

代数中线性无关的概念是关于线性关系 

F(y\-- f y n ) ：= Aiy 1 + …+ A„y n 

的独立性. 

如果函数组不是函数独立的，则称它函数相关. 

在代数中，如果向量组是线性相关的，那么，显然其中一个向量必是其他向世的 
线性组合.类似地，对于函数相关的光滑函数组也有相应的结果- 

命题1如果函 数组尸 ( z 1 , …，: r m )( i = 1,…， n ) 是在点 : r 0 eR m 的邻域 f /(2： 0 ) 
上定义的一组光滑函数且矩阵 
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b ) 当 A :< n 时，存在点: c 0 邻域及 A : 个函数，设为/ 1 ,...，产，使得其余71-灸个 
函数在这个邻域内可以表成如下形式 




其中分％ 1 ，…， l / fc ) 是定义在点 y 0 = (尸⑹ ，… ，/ n ( x 0 )) 邻域上的光滑函數且仅依 
赖于动点 y = ( 2 / 1 ，... ， y n ) 的 k 个坐标. 

◄ 事实上，如果 k = n 、 则由秩定理的附注1知，在映射 


yiW ，".，，)， 


卜尸化 1 ，•••，)， 


(15) 


下，点抑邻域的像包含点 Vo = f ( x 0 ) 的一个完整的邻域，因此，仅当 F ( y \ 
0在2/ 0 邻域内成立时，关系式 


F (/ V ，". ，，)，…，作 1 ，"•，: r m )) 三0 

才在: r 0 邻域内成立，这就证明了结论 a ). 

如果 fc < n 且假设映射 （15) 的前 fc 个函数 f 1 、." 、产 的秩已经是 A :， 则由秩 
定理的附注2知存在点 Vo = f ( x 0 ) 的邻域及定义在它上面的 n - fc 个函数 g ^ y ) = 
, 2/ fc )(i = *： + l ，...， n )， 它们与给定函数有同级的光滑性，在点 x 0 某个邻域 
中关系式 （14) 成立，这就证明了结论 b ). ► • 

我们证明了，当 fc < n 时，存在 n - A : 个特殊的函数 

F i (y) = y i -g i {y l r- ,y k ) (i = fc + l, ••- ,n), 

使得在点吻的邻域内函数组 f 1 、 …、产、…、 f n 满足关系式 


户(尸⑷，…， 广⑻， 户⑻)彐0 (i = * + 1,…， n ). 

4. 局部地分解微分同胚为最简形式的复合在这里我们要利用反函数定理证 
明微分同胚可以局部地表示为这样一些微分同胚的复合，这些微分同胚中的每一个 
仅仅改变一个坐标. 

定义 3定义在开集 UcR m 上的微分同胚 g : U ^ R m 称为 最简微分同胚，如 
果它的坐标表示式为 


{ y i = i € {1, ••- ， m }， i =^ j , 
= 9 j { x 1 y -- ， x m )， 

即微分同胚 ^ ： f / - K m 仅仅改变被映点坐标中的 一个. 
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命题2如果/ •• G — 是开集 GcR m 上的微分同胚，则对任一点 x 0 € G , 
都存在它的一个邻域，在其中表示式 f = 91 ° ■" ° 9m 成立，这里 Pi ， …， pm 是最简 
微分同胚. 

◄ 采用归纳法，证明这个命题. 

如果映射/本身就是最简微分同胚，那么，命题是不证自明的. 

我们假设命题对于改变的坐标不多于 fc _ 1个（其中 k ^ l < m ) 的微分同胚是 
正确的. 

现在考察改变 fc 个坐标的微分同胚/ : G — 


y k = f k (x l 
沪 +i = x fc+ 


x m ), 


( 16 ) 


= x 1 


我们采取的是改变前 / b 个坐标的函数，但是从将要证明的过程中可以看出，这 
仅仅是为了简化写法而不会影响论证的一般性 • 

因为/是微分同胚，则它的雅可比矩阵 //(X) 在任一点 xeG ，非退化的，这 
是因为有 ( f ~ l Y { f ( x )) =[广⑷广 1 •固定 a：o € G ， 计算矩阵 f ’( xo ) 的行列式： 


dx l 


df ^_ 

dx l 


df l I df l 

\ dx ^ 

• • • 

• • • 

df k ! df k 
~dx^ \d^ 


dp 

dx m 


df ^ 

dx m 


df l df 1 


(x 0 )= 


( x 0 ) / 0. 


df k 

" a ? 


df k 

dx k 


这样，上述的行列式中至少有一个阶子式不为零 • 为了简化写法，我们假 
定它的 fc - 1阶主子式不 为零. 这时考察用下式定义的辅助映射 G — R m 

( VO 1 ，--.，)， 


产- l ( x l ， … ， x rn ). 


( 17 ) 
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因为映射 p : G — R m 在: co e G 的雅可比行列式 



所以, p 在点 x 0 邻域内是微分同胚 • 

这时在点 uo = ^( a ： o ) 的某个邻域内存在 0 的逆映射 z =厂 W ); 于是在点工0 
的邻域内的任一点 a : 都具有新坐标 ( u 1 ,... ,，)• 

设 / i ^ fog - 1 . 换句话说，映射2/ = h ( ti ) 就是写成 tx 坐标形式的映射 （16)2/ = 
f ( x ). 它作为微分同胚的复合，在点 tic 的某个邻域内也是微分同胚.显然它的坐标 
表示式为 

y l = f l og - l { u ) = u l , 


y k ~ l = f k ^ 1 og ^ l ( u ) = u k ~ l t 

y k = f k og - l ( u) t 
y fc+i =ti fc+i’ 


y m = w m , 

即 / i 是最简微分同胚. 

但是 / = hog ， 而由归纳假定知道由公式 （ I 7 ) 定义的映射 P 可以分解为最简微 
分同胚 g U " 务1 的复合，即 P =仍 o • • • 。 gk - u 因此，改变 fc 个坐标的微分同胚/ 
在点 x 0 的某个邻域内也分解为*:个最简微分同胚的复合，即/ = ft o 仍 o • • • o 9 k-U 
由归纳法本命题证毕 .► 

5. 莫尔斯①引理列人我们考察范围的还有在非退化临界点的邻域内局部地 
将光滑实值函数化为典则形式的莫尔斯引理，这个引理本身非常漂亮，且在应用中 
很重要. . 

定义 4 设吻是定义在点: ro 的邻域 UcR m 上属于 C ^ 2 \ U ; R ) 的函数/的 
临界点.如果/在这点的黑塞矩阵的行列式（即由函数/的二阶偏导数组成的矩阵 

①莫尔斯 （ M . Morse )(1892-1977) —美醜学家.他主翻醜舰拓扑摊应用于分析学 
的不同领域. 
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( a ^ ( xo ) ) 的行列式）不为零，则称临界点邳是函数/的非 退化临界点. 

如果抑是函数/的临界点，即 f f ( x 0 ) = 0,由泰勒公式有 

/( X ) - f(xo) = ^Ll {xo){xi - - 4) + 0( 扣-抑 II 2 ). (18) 

莫尔斯引理断定，在局部范围内可以进行坐标变换 rr = g { y \ 使得在坐标 2 /下函数/ 
能写成如下形式 


fog ( y )- f ( xo ) = -( y 1 ) 2 - ( y k ) 2 + ( y fc+1 ) 2 + …+ ( y m ) 2 . 

假如等式 （18) 右边没有余项 o (|| x - x 0 || 2 ), 那么，差式/(4 - /( x 0 ) 就是通常的 
二次型，由代数知道，线性变换可以把它化为所指出的典则形式.这样一来，我们将 
要证明的命题就是代数中化二次型为典则形式的定理的局部变异形式.在证明中将 
会用到证明这个代数定理的思想，反函数定理以及下面的命题 • 

阿达马引理设 /:(/ — R 是定义在点 0 = (0, •••，()） 的凸邻城 C 7 上的 
C ^( U ; R)(p ^ 1) 类函数且/ ⑼= 0, 則存在函数讲€ C ^ l \ U ; R)(i = 1， … ， m ), 
使得在邻域 t / 内下述等式成立 m 

/(X 1 ， • • •， x m ) = [ xW , … , x m ), (19) 

i=l 

且仍⑼ = 备⑼. 

◄ 等式 （19) 实质上是我们已经知道的具有积分形式余项的泰勒公式的另外的 
有用的写法.它可从等式 

办 1 ，…，)=乂 1 dfitxl ' dt ' txm) ^ = ±^1' 造 ㈣ ，… ，冲， 

并在其中令 

仍 ( a : 1 ， … , x m ) = ^ 基 ( tx 1 ， … , tx m )dt (i = 1，…， m ). 

显然有讲⑼ = 盖 (0 )(i = 1, …, m )， 且不难证明讲€ C ^( U ; R ). 但是我们 
现在不去证明它们，等将来证明了含参董积分的一般微分法则以后，从它可以直接 
推出函数仍具有我们所需要的性质. 

这样，从这个意义上说，我们证明了阿达马公式 （19). ► 

莫尔斯引理 如果/ ： G -> K 是定义在开集 G GR m 上的 C ( 3 )( G ; R ) 类函 
数 ， xo € G 是/的非退化临界点，则存在从坐标原点0 € R m 的某个邻域 V 到点 
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x 0 eR m 的邻域 t / 的微分同胚 g : V ^ U , 使得对所有的点2/ € K , 有 

(/o g)(y) = /(x 0 ) - [(I/ 1 ) 2 + …+ (y k ) 2 ] + [(/ +1 ) 2 + …+ (y m n 

< 用线性变换即可将问题归结为抑= 0且 f(x 0 ) = 0的情形.下面我们就认为 
这个条件已经满足. 

因为 x 0 = 0是/的临界点，则公式 （19) 中的讲 (0) = 0 (i = 1， … ， m ). 这时，由 
阿达马引理有 m 

讲 ( X 1 ，… ， X m ) = …，: E m )，. 

j=l 

其中~是点0的邻域上的光滑函数，于是 

/( x 1 ,..-, x m )= •••，，)• （20) 

ij=l 

如果需要，在上式中用= ^( hij + hji ) 替换因此可以认为/^ =九片 
我们还注意到，根据泰勒展开式的唯一性，由函数的连续性得知 hijiO ) = 
因此，矩阵 （ MW 是非退 化的. 

工 Si 在我们已经把函数/写成类似于二次型的样子，并且希望把它化为对角线 
形式. 

我们将像在经典情况那样用归纳法证明它 • 

假设在点0 € R m 的邻域 R 中存在坐标 U 1 , …， u m , 即存在用坐标 u 1 ,... , ti m 
表示的微分同胚 a : = ^使得 

m 

/ o ip(u) = 士 (以 1 ) 2 土…土 ( u r_1 ) 2 + ^2 Hij(u 1 ^ • • , u m ), (21) 

i ，_ 

其中 r 彡 1 且 

注意，当 r = 上时，令从关系式（ 2 0)得知⑻）是成立的. 

根据引理的条件，二次型；^ ⑼是非退化的，即 det ( MO )) # 0.变量 

替换 a : = 是微分同胚，因 i det〆 ⑼# 0. 但是，用矩阵以0)及它的转置阵右 

乘与左乘二次型 x ^ hijiO ) 的矩阵，所得到的矩阵是二次型 

iJ=l m 

±(u 1 ) 2 土…土 (u r ~ 1 ) 2 + 5Z ^^(0) 

t , J=r 

的矩阵，它也是非退 化的. 因此，数 H o (0)( i,j == tv.. , m ) 之中至少有一个不为 
零.可以用线性变换把二次型 f 化为对角线形式，因此可以认为，在 
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等式 （21) 中 i/MO) # 0. 由函数 Hijiu ) 的连续性知，在点 u = 0的某个邻域内有 

Hrr(u) ^ 0 . 

令训夂…，， ） = V \ H rr ( u)l 这时函数矽在点《 = 0的某个邻域 C/ 2 C R 内 
属于 C (1 )(C/ 2; R) 类. 现在按下式引进新坐标（V，… 





( 22 ) 


显然，变换 （22) 在点 tx = 0的雅可比行列式等于4⑼# 0,因此，由反函数定 
理可以断定，在点 u = 0 的某个邻域 l/ 3 C t/ 2 内由（ 22 )式定义的映射 v = VK 蚴是 
C ⑴ (t/ 3; R m ) 类微分同胚，因此，变 M (v 1 ， …，，）可以作为％内的点的坐标 • 
从等式 （21) 的右边取出所有含V的项 

u r u r H rr ( u l r -^ u m )^2 u r ^ H rj { u \- - y u m ). (23) 


在写 （23) 中的和时，我们用了 = //>• 

比较 （22) 与 （23) 可以看出，表达式 （23) 可以改写成 

-.2 

±V r t； r - -- \ 7 y^U % Hir(ui, ••- ,U m ) ， 

‘⑻ K 

在前面出现的正负号是由于 H rr = 士 WO 2 的缘故，并且当 //rr > 0时取正号， 
当 i/ rr < 0时取负号. 

这样一来，表达式 （21) 在进行变 M 替换 t； = VKW 以后，化为等式 


f o o xp^ l (v) = : t(v*) 2 + v x \PHij(y l ^ • • - ， v m )， 

i=l i ， j>r 


其中分 i, 是某个关于指标 U 对称的新的光滑函数，而映射 ―一 1 是微分 同胚这 
样，我们完成了由 r-l 到 r 的归纳证明，从而证明了莫尔斯引理 • ► 


练习 

1. 计算 R m 中由极坐标到笛卡儿坐标的坐标变换 （6) 的雅可比行列式. 

2. a) 设 —R 是定义在非临界点:^ =(怎&，...，尤^*)€0^ 1 邻域^/上的光滑函数，证明: 

在点: r 0 的某个邻域 UCU 中存在曲线坐标 （f ，•••，0,使得满足条件 F(:c) = F ( x 0 ) 
的 a: 的点集在这个新坐标下用方程= 0给出 • 
b) 设(^，矽€ C (fc) (^>；«)» 而且，在区域夕中成立 (^) = 0 )=> (分⑷= 0)，试证，如果 
grad^ = 0, 则在 D 中成立分解式沴=沒 • 心这里0 G C ^ iD . R ). 


§7. R - 中的曲面和条件极值理论 


• 457 • 


3.设/ : R 2 — R 2 是满足柯西-黎曼方程组 


a / 1 = a / 2 df 1 = df 2 

dx^ = dx^'dx^ = ~dx^ 

的光滑映射. 

a) 证明： 这个映射在某点的雅可比行列式等于零的充要条件是 /'(rr) 在这点是零矩阵. 

b) 证明： 如果/'⑷# 0,则/在点 x 的邻域内有确定的逆映射厂 1 且满足柯西-黎曼方 
程组. 

4. 函数相关性(直接证明). 

a) 证 明：由 tt ^ x ) = x { (i = 1，…， m) 定义的函数组，在 R m 中任一点的邻域内是函数独 
立的. 

b) 证明： 对任何 /€C7(R m ;R)， 函数组 tt 1 ， … ，7r m ,/ 是函数相 关的. 

c) 如果由光滑函数组尸, …， / fc (fc < m) 构造的映射 / = (尸， …， / fc ) 在点邡 = 
(xj ,-.. , xS ») € R m 的秩是 / t， 试证： 在这点的某个邻域内可以将上述函数组扩充为 
由 m 个光滑函数 f 1 、".、f m 组成的函数独立组. 

d) 如果由光滑函数组 

{* = /’( X 1 ，…， x m ) (i = 1，…， m ) 

构造的映射/ =(广…， / m ) 在点邡= (4 …，妳）的秩是 m, 试证 ：变景 «、•••， 
D 在点功的某个邻域 U(x 0 ) 内可以作为曲线坐标并且任意函数 # : U(x 0 ) — R 可 
以写成 ^(x)= F(/ 2 (*),•••，/ m (x)) 的形式，其中 F = po/- 1 . 

e) 由光滑函数组构造的映射的秩也称为这个函数组的秩.证明：如果光滑函数组 f\x\ 
..., x m )(i = 1，…， fc ) 的秩等于且函数组 f 1 、 …， 在某点 x 0 € R m 的秩 
也是 fc ， 则在这点邻域内有 ^(x) = 巧尸⑷，… J k (x)). (提示•利用 c ), d ) 且证明 

5. 证明： 光滑映射/ : R m - R n 的秩是下半连续函数，即在点: r 0 € R m 邻域内有 rank/ ⑷彡 
rank/(xo). 

6. a ) 对于函数/ : R — R， 直接证明奠尔斯引理. 

b) 阐明下面函数在坐标原点是否适合莫尔斯引理 :/(a0 = x 3 ;/(x) =xsin ^;/(x) = e"^ 

sin 2 pf(x,y) = x 3 - Sxy 2 ;f(x,y) =x 2 . 

c) 证明？ " 函数 / € C (3) (R m ；R) 的非退化临界点是孤立的，也就是说，对每个这样的点存 
在一个邻域，使得除该点本身外，没有函数 / 其他的临界点. 

d) 证明： 在莫尔斯引理中，函数/在非退化临界点邻域中典则形式的负数平方项的个数灸 
不依赖于引入变量替换的方式，也就是说，不依赖于使函数有典则形式的具体坐标.这个 
数 k 称为临界点的指标. 


§ 7 . R n 中的曲面和条件极值理论 

具备空间中关于曲面（流形）的某些初步知识,对于深刻理解在应用中占据 
重要地位的条件极值理论是很有益的. 
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1. 中的 A ： 维曲面推广质点运动规律 x = x ⑴的概念，我们得到 1 T 中的 
道路概念，即定义在区间/ c R 上的连续映射 r ： / - R n . 用这个映射的光滑程度 
来定义道路的光滑程度.道路的承载子 r ( i ) c R n 可能是 R n 中非常复杂的点集，仅 
仅有时候可以很勉强地称为曲线，譬如，道路的承载子可以是单独的一个点. 

类似地，定义在 A : 维区间户 C 上的连续或光滑映射/ :户 — R n 称为 

中的 A :- 道路， 它的像 f ( I k ) 可能完全不是我们想像的中的 fc 维曲面，例如它也 
可能就是一个点. 

设/ : G — 是定义在区域 GcR k 上的光滑映射.为了使/所确定的 W 
中的几何图形是用 fc 个独立参数 （ t 1 ， … , t k ) eG 描述的*维图形，由上节知道，只 
要/ : G — R n 在每一点 t G G 的秩等于 fc (自然要求 k ^ n ) 即可.这时，映射 
f'G — /( G ) 在局部范围内（即在任一点 t e G 的邻域内）是相 f 单值 的. 

事实上，设 rank /(< 0 ) = K 譬如，映射/ : G — 『的坐标表示式 



⑴ 


中前面 fc 个函数的秩为 *：. 

于是由反函数定理知变 M t 1 , …，在点 t 0 的某个邻域 U ( t 0 ) 内可以用变 M 
a : 1 , …，/ 表示，这就是说，集合 f ( U ( to )) 可以写成 


x fc+1 …，: r fc ) ，…， x n ••- } x k ) 


的形式（亦即，集合 f { v ( t 0 )) 可相互单值地投影到坐标平面 a : 1 ,... 上)，因此，映 

射/ : U ( t 0 ) ^ f ( U { t 0 )) 是相互单值的 • 

但是已经有如图61所示的一维光滑道路的例子，明显 
/ ) 说明，从参数区域 G 到空间 R n 中的局部相互单值的这样 

I X 7 的映射完全不一定在整体上也是相互单值的.由于轨迹上 

~^可能有多重自身相交的点，因此，如果我们需要定义中 
/X V ) 的 / b 维光滑曲面是这样一个集合，它在自己的每一点附近 

~ 」 都可由某个 Zb 维平面 （ R n 中的 A 维子空间）块变形而成， 
图 61 那么，只把 fc 维曲面的典则块 GcR k 正规地映人 R n 中是 

不够的，还必须同时注意使它从整体上呈现出是嵌入到这个空间 中的. 

定义 1集合5 c R n 称为空间中的 fc 维光滑曲面 （或 R n 中的& 维子流 形)， 
如果对于每点抑 e 5,存在 5 T 中的邻域 U ( x 0 ) 以及从这个邻域到 R ” 中的单位正 
方体 


/- = {«€ I,---, n} 
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上的微分同胚 9 : U ( xo ) ^ / n , 使得集合 S n U ( x 0 ) 在这个微分同胚下的像在 P 中 
的部分是由关系式 A + 1 = 0,…，尸= 0确定的 R n 中的 / t 维平面（图 62). 



图62 


我们将用微分同胚^的光滑程度来衡 M 曲面 S 的光滑程度. 

如果把变 M h ...， t " 看成邻域 U(x 0 ) 中点的新坐标,那么,定义1可以重新简 
述 如下： 集合 S C R n 称为 R n 中的 fc 维曲面 （ A : 维子流形)，如果对于每点 : TO e 5, 
可以指出一个邻域 U ( x 0 ) 和这样一组坐标使得集合 5 nf /( rr ()) 的点能用 
关系式 P+i = ... = 尸= 0 给出. 

定义1中单位立方体的角色纯粹是约定的，它大致上起着标准尺寸或者地图册 
中一页页地图的作用.立方体在坐标系中的典型位置仅仅涉及区域的标 
准化问题，并无更多的意义，因为 R n 中任何一个立方体经过线性同胚总是可以变成 
标准的单位立方体. 

以上这些叙述常常用来简化对一个集合 S C R n 是 R n 中曲面所做的证明. 

考察一些例子. 

例1空间 UT 本身是 C (°°) 类 n 维曲面.定义中的映射^ : R n / n 在这里可 

取作 

2 

《* = 一， arctgx* (i = 1 ， ... ， n). 

7 T 

例2例1中的映射同时建立了用条件 x fc+1 = .•- = x n = 0 给出向量空间 
的子空间，它是 R n 中的 A : 维曲面（或 R n 中的 fc 维子流 形). 

例3在 R n 中给定方程组 

[ a \ x l + …+ alx k + ^ +1 ^ +1 + …+ a ^ x n = 0, 


a^x 1 + …+ al~ k x k + O fc+1 + • • • + a^ k x n = 0 ? 
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设它的秩等于 n - k , 则由它确定的点集是 R n 中的 fc 维子 流形. 


事实上，例如设行列式 


这时线性变换 


4+1 a h 

! : 

心 … 

[t l =x l . 


t k =x k ， 

t k+1 = a\x l + ••• + 


< t n = a\~ k x l + • • • + a^~ k x n 


显然是非退化的.在坐标系^ 1 ，" •，尸 中，我们的集合用条件 A +1 = ••• = =0给 

出，这已经在例2中考察 过了. 

例4定义在某个区域 G C R n -1 上的光滑函数: c n = /(工 1 ，… ^ n_1 ) 的图像 
是 R n 中的 （n - 1) 维光滑曲面. 

事实上，设 


f = x* (i = 1，…， n - 1 )， 

\ t n = x n - f { x l r " y x n ^ 1 ), 

我们得到坐标系 t 1 ，... yt n -\ t n y 在这个坐标系中，函数的图像可用方程=0描绘. 

例5 R 2 中的圆周: C 2 + I / 2 = 1是 R 2 中的一维子流形.这是由上一节得到的直 
角坐标 （ x ， y ) 到极坐标 （ PA ) 的变换的局部可逆性确 立的. 在极坐标系中，上述圆 
周可用方程 p = l 描绘. 

例6这个例子是例3的推广.同时从定义1看出，它给出了 空间中子流形 

的一般坐标形式. 

设 F ^ x 1 , •• - y x n )(i = 1，". ， n -/ b ) 是光滑函数组，它的秩是 n - fc ， 我们证明: 
由关系式 

f 作 1 ， …， x fc 户 \ …， x n ) = 0， 


F n ~ k (x l t ， : r fc ， x fc+1 ， … ,x n ) = 0 


⑺ 
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确定的集合 S 是中的 fc 维子流形. 
设在点 x 0 eS 处有条件 

dF l dF l 

dx k+l dx n 


(工 o ) _ 0, 


dF n ~ k dF n ~ k 

这时由反函数定理知变换 

[t i = x i (i = 1 ， … ， fc )， 

\ t { = … ，x n ) (< = fc + 1，…， n) 

在点吻的某个邻域内是微分 同胚. 

在坐标…， i n 中，原来的方程组有纟 fc+1 =…=尸= 0的形式，因此 S 是 
R n 中的 A : 维光滑曲面. 

例7平面 R 2 上满足方程 x 2 - y 2 = 0的点集 E 是由通过坐标原点的两条直 
线组成的.这个集合不是 R 2 中的一维子流形（验证!)，因为它有自身相交的点. 

如 果从芯 中除去坐标原点0 € R 2 , 那么，集合 E \0 显然满足定义 1. 注意，集 
合£；\0不是连通的，它由四条没有公共点的射线 组成. 

这就是说，满足定义1的 R n 中的 fc 维曲面可以是非连通的子集，它们由一些 
连通分支组成（这些分支是连通的 A 维曲面 )• 中的曲面常常理解为连通的 fc 维 
曲面.对于我们，在给定的曲面上寻求函数的极值，将是一个有兴趣的 问题. 这是一 
个局部性问题，因此，并不要求曲面连通性这个条件 • 

例8如果定义在区域 GcR k 上的光滑映射/ : G — ! R n 的坐标形式为 （1) 
式，并且它在点 to € G 的秩为 A :, 那么，存在点纟 0 的邻域 U ( t 0 ) C G t 它的像 
f ( U { t 0 )) C R n 是 R n 中的光滑曲面. 

事实上，如上面已经看到的那样，在这种情况,关系式 （1) 在点 to e G 某个邻域 
U { t 0 ) 内能替换为与它等价的关系式 

(x k+l = ip k+X (x 1 ^- ,x k ) 1 


[x n = ^ n (x 1 r'- i x k ) 

(为了书写简单，我们假定了函数组尸,… ，产 的秩为 fc ) •设 

F i (x 1 y-- ,x n ) =x k+i -(p k+i (x\--- ,x k )(i = 1 ， … ， n-fc )， 

于是⑷式可写成⑵式.因为⑶式满足，那么，由例6知集合 f ( U ( t 0 )) 实际上是 
中的 fc 维光滑曲面. 
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2. 切空间当研究质点在 R 3 中的运动规律 a ： = 2：⑷时,从关系式 

x ( t ) = x(0) + + o ⑷，当 f — o 时 (5) 

出发，并且假定6 = 0不是映射 R 3 ^ X ( t ) € R 3 的临界点，即 x '(0) 笋 0,我们定义 
了运动轨迹在点 x (0) 的切线，它是 R 3 中由参数方程 

x — xo = x \0 )t (6) 


或 

x-x 0 = i't ⑺ 

确定的线性子集，其中 xo = : r (0) 而< = a ;' ⑼是直线的方向向 M . 

实际上，类似的事情我们在 R 3 中定义函数 2 = f ( x , y ) 图像的切平面时已经做 
过.事实上，在明显的等式 x = x,y = 1 /中补充一个关系式 2 = f ( x ， y ), 我们得到映 
射 

R 2 ^ ( x ， y ) h ( x , y ,/( x , y )) 6 R 3 , 

这个映射在点 ( x Ql y 0 ) 的切映射是线性映射 



y-yo ) 


看成纟，用 〆 ⑼表示⑻式中 


其中 20 = f ( Xo ， yo ). 

(x-xo\ 

如果把 ( y - y 0 ) 看成 X - 10,把 

所考察的映射的雅矩阵，我们注意到它的秩等于 2 ,而且，在这些记号下关系式 
(8) 就具有 （6) 的形式了. 

关系式 （8) 的特点是它由三个等式 


X - x 0 = X - x 0 , 

< y — yo = y — yo, ( 9 ) 

y z - ZQ = Ix ( xo , yo)(x - x 0 ) + fy(xoy yo)(y - Vo ) 

组成，它的总体等价于其最后一个非平凡的 等式. 因此，正是它作为函数 2 = f (^ y ) 
图像上过点 ( xo . yo . zo ) 的切平面方程留给了我们. 

现在可以利用以上所做的观察来定义 R n 中 *： 维光滑曲面 S c R n 的 A ： 维切 
平面. 
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从曲面的定义1看出，在 fc 维曲面 S 上任一点 x 0 es 邻域内的点可以用参数 
给出，即利用映射 

作为这样的映射可以取 p - 1 : — f /( Xo ) 在 / b 维平面= . •. = r = 0上的限制 

(参考图 62). 

因为 1 是微分同胚，那么，映射 P - 1 : J n — U ( x 0 ) 在立方体中任一点的雅 
可比行列式不为零.但是，这时，由 f - 1 在所指出的平面上的限制得到的映射 

在立方体 / fc 中任一点的秩应当是 Zb. 

现在设 i = ( t l r • • , t fc ) € 户且用 a : = ⑴表示映射 I k 3 t ^ xeS , 我们得到 
曲面 S 的局部参数表示式，它具有由等式 （5) 表示的性质，根据它，我们取 （6) 式作 
为切空间的方程或曲面 S C R n 在点 x 0 eS 的切平面方程. 

于是我们采用下面的 

定义2如果 A : 维曲面 S C R n ( l 彡 fc 彡 n ) 在点 xo G S 的邻域内借助参数形式 
的光滑映射 （ t 1 ， …，内 h x = ( x 1 ,• • •， x n ) 给出， x 0 = x (0) 且矩阵 x '(0) 的秩为 
k ， 那么，称在中用矩阵形式的参数式 rr -吻=工/(0穴给出的 A : 维平面为曲面5 
在点 x 0 eS 的切平面或切空间. 

. 矩阵等式 （6) 可写成坐标形式 


xl - x o = … + 备⑼ A 

in - lS = ^_ 1+ ." + ^ Wtfc . 


( 10 ) 


曲面 s 在 : r e s 的切空间像以前一样用记号 TSr 表示 ®. 

读者可以独立地完成一个重要而有益的练习，这就是证明切空间定义的不变性， 
并验证，线性映射 i h x \ o % 它是局部定义曲面 s 的映射 t h a ： ⑴的切映射，把空 
间 R fc = 71^映成平面⑼(参看本节末的习题 3). 

现在我们来阐明 R n 中用方程组 （2) 给出的 A 维曲面 S 的切平面方程是什么样 
子.为了确定起见，我们假定在考察的点 X 0 e 5 的邻域内条件 （3) 是满足的 • 

令 

(x\...,x fc ) = Wj (x fc+1 , . • • ， x n ) = t;，(F 1 , …， F n - k ) = F, 


则方程组 （2) 可写成 


F ( u , v ) = 0, 


® 这个记号与最通用的记号 AS 或 T X ( S ) 的差别是不大的. 


( 11 ) 



而条件 （3) 可写成 


detFy ( u , v ) i = 0. 


( 12 ) 


在点 ( uo , v Q ) = «... , xg , xg +1 ,..- , x 3) 的邻域内，由隐函数定理知可把关系 
式 （11) 化成与它等价的关系式 

V = / ⑼. （ 13 ) 

对 （13) 补充恒等式 u = u , 我们得到曲面 S 在点 x 0 G 5 邻域内的参数表示式 


\u = u , 

\ v = f(u). 

根据定义2,从 （14) 式得到切平面的参数方程 

{ u -■ uo = E • t , 

V-Vo = f ; (uo) - 1, 

其中五 是单位阵，而 t U - w 0 . 

和方程组 （9) 的情形类似,我们仅留下方程组 （15) 中的非平凡方程 

V - Vo = /’(Uo)(ti - ^0 )， 

它刻画出了切空间变蛩 X 1 ， ... ， x fc 与变撤 x fc+ 1 ,...,x" 之间的联系 • 
利用隐函数定理有 


fiuo) = 一 [i^(W0 ， V 0 ) 广 1 K(lio ， t ； o)l ， 


于是 （16) 式可写成 


K(wo ， vo)(ti -tio) + F:(uo ， uo)(” 一 如 ）= 0. 


(14) 


(15) 


(16) 


由此，重新回到变量 （ x 1 , … , x n )= x , 就得到要求的切空间: T&。C R n 的方程 

F' x (xq){x - xo ) = 0. 

与方程 （17) 等价的坐标形式为 

[1^( X 0 办 1 - 4) + …+ ^( xo )( x -- xg )=0, 

I ^(xo)(x 1 -xj) + - + ^(xo)(x«-xg) = 0. 

由条件知这个方程组的秩是 n - 因此它给出 R n 中的维平面. 


(17) 


( 18 ) 
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仿射方程 （17) 等价于（如果指定了点: T 0 ) 向 M 方程 


^(x 0 )^ = 0, 


(19) 


其中 ^ = X - Xo- 

这就是说，如果曲面 S 由方程 F ( x ) = 0定义，而 : TO e 则向量《在曲面 S 
的切平面 T 心上，当且仅当，它满足条件 (19). 所以，可以把 TS X0 看成是满足条件 
(19) 的向 M €构成的向量空间. 

正是这个缘故，我们采用了切空间这个术语. 

现在来证明下面的命题，我们已经遇到过它的特殊情形（参看§4第6 段). 

命题光滑曲面 S C R n 在点 x 0 eS 的切空间 T &。 是由曲面 S 上过点 rr 0 的 
光滑曲线在点 x 0 的切向量组成的. 

^设曲面 S 在点 x 0 G 5 的邻域内用方程组 （2) 表示，它可用简短形式写成 

F ( x ) = 0, (20) 

其中 F = ( F 1 , ••- , F n -= ( x 1 ， … , x n ). 设 r : J — S 是任何一条承载子在曲面 
S 上的光滑道路.令/ = {« e R || t | < l }, x (0) = x 0 . 因为 《 € / 时，: r ⑴ € 所以在 
方程 （20) 中代人 x ⑴以后，得到 

F ( x ( t )) = 0, tel ， (21) 


关于 t 微分这个恒等式，得到 


F^x(t))-x\t) = 0. 

特别地，当 t = 0时，令< = a /(0 ), 则有 

F».C = 0 ， 

这就是说，在点0：0(时刻《 = 0) 与轨道相切的向魅€满足切空间的方程 （19). 

现在证明，对任何一个满足方程 （19) 的向蛍 t 存在一条光滑道路 r : — 5， 

它给出一条曲面 S 上的曲线，它在 t = 0时通过点吻，而且向量《是它在时刻 t = 0 
的速度向童. 

综合在一起就确立了通过曲面上点 X 0 的光滑曲线的存在性.在已经作过的命 
题证明的第一部分中，我们已经隐含地这样 假定. 

为确定起见,我们假设条件 （3) 是满 足的. 这时,我们从 （19) 式（或与之等价的 
(18) 式）知道由向量 C =⑻，…，， +1 ，…， D 的前 * 个坐标仏…，0唯一地 
确定其余的坐标 P + 1 ， …， r ， 因此，如果对于向童1 =(铲， … fc +1 ， …， n 能 
证明它满足方程组 （19), 那么，可以断定 f 我们将利用这一点. 
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如上，为了方便我们仍引用记号 W = ( x 1 , ••- yX k ),V = ( x fc+1 , •• - , x n ),x = ( x 1 , 
••• 〆 ）= ( u ^ Fix ) = F ( u y v ). 这时方程 （20) 写成 (11), 条件 （3) 写成 (12), 在变 
童: E 1 ， …，的子空间5^0：1^中，取直线的参数式 

{ X 1 - xj =代 
. teR , 

X fc - x§ = 

其方向 向摄为 K 1 ，... ，0)， 用 G 表示. 这条直线方程可简记成 

ti = uo -f (22) 

由隐函数定理可从 （11) 解出 V ， 得到光滑函数 (13). 把其中自变童用等式 （22) 
的右边部分代人，考虑到 （22) 式本身，得到用下式给出的 R " 中的光滑曲线 

U = tx 0 + ^ t G u{0) c R (23) 

[v = /(Wo +Cti<), 

因为 F ( uJ ( u )) = 0, 显然这条曲线在曲面 S 上.此外，从等式（ 2 3)看出，当 
亡= 0时，曲线通过点 ( u 0 j v 0 ) = (#，… ， x §， xg +1 ， … , xg ) = x 0 €5. 

在 < = 0,关于 t 微分恒等式 

F ( u { t ), v { t )) = F(uo + /(^o + U )) = 0 

得到 ~ 

<(uo, v 0 )《 u + Fl,(uo,vo)iv = 0, 

其中及 =^(0) = (€、 +1 ，… ,| n ). 这个等式表明，向量 I = « u ， 氡） =( C ，" •妒， 
0 +1 ，...， P ) 满足条件 (19), 于是，由上面已做的说明知道 € = !，但向世之是轨线 
(23) 在《 = 0时的速度向世，这就完全证明了本命题. ► 

3. 条件极值 

a . 问题的提出最卓越和最受欢迎的微分学成果之一是它所提供的寻求函数 
极值的 方法. 我们已经利用泰勒公式得到的极值的必要条件与充分性微分判别法， 
如已见到的那样，都是关于内部极值点的- 

换句话说，这些结果仅仅适用于研究函数 R n Bx ^ f ( x ) e R 在点 x 0 e nr 的 
邻域内的性质，这时自变 M x 可以取邻域中任 何值. 

常常出现更加复杂并且从应用的观点看甚至是更加有兴趣的情形，这就是寻求 
当自变量变化范围被约束在某些条件下函数的极值•等周问题就是一个典型的例子， 
即求物体在其表面面积固定的条件下，所具有的最大体积 • 为了得到使我们易于了 
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解的这类问题的数学形式，我们简化这个问题的提法，设问 题是： 在具有给定周长 2 p 
的所有长方形中，求面积 (7 为最大的长方形.用记长方形的边长，则 


a ( x , y ) = xy y 
x + y = p . 


因此，应当寻求函数 a ( Xl y ) 在自变量 x ， 2/满足关系式: r + y = p 的条件下的极 
值.也就是说，我们所寻求的函数极值仅仅是函数在平面 R 2 上满足所指出关系式的 
点集上的极值.当然，这个具体问题是不难解决的，只要解出 y= P — x ， 再代人函数 
a ( x iV ) 的表达式之中，然后用通常的方法求函数 x(p - x ) 的极大值即可.这个例子 
仅仅是为了阐明问题的提法而引用的. 

在一般情形，条件极值问题通常是这样 的：求 n 个变量的实值函数 


y = /(x 1 ,... ,x n ) 

在这些变量满足方程组 

{ m.. ， x n )=o 

F m ( x 1 ,.-. , x n ) = 0 


(24) 


(25) 


的条件下的极值. 

因为我们打算获得极值的微分条件，所以应假设所考察的所有函数都是可微的 
甚至是连续可 微的. 如果函数组 F 1 ，...， F - 的秩是 A :, 那么，条件 （25) 给出 R " 中 
某个 fc 维光滑曲面 S ， 从几何观点看就是寻求函数/在曲面 S 上的极值，更精确些 
说,就是考察函数/在曲面5上的限制 /| s 并寻求函数 /Is 的极值. 

当然，这时局部极值点的概念仍保留原来的含义，即点 x 0 6 5 是函数/在上 
的局部极值点，或简短地说， x 0 €5 是函数 /| s 的局部极值点，如果存在点 xq 在集 
合5 C R n 中的邻域 Us ( x 0 ) = SnWxoK 其中 U { x 0 ) 是 x 0 在 R n 中的邻域)，对其 
中任一点 x , 有不等式/⑻> /(抑)(此时称:为局部极小值点）或 /0 c )< /( 吻 )( 此 
时称 xo 为局部极大值点).如果对任一 ： c € Us ( x 0 ) \ x 0 , 上面不等式为严格不等式， 
则极值点像以前一样称为严格局部极值点. 
b . 条件极值的必要条件 

定理1设/ : D — R 是定义在开集 D C R n 上且属于 C ^( D;R ) 类的函数, 
SAD 中的光滑曲面且 x 0 £ S 先 f 的非临界点.如果: r 0 是函数 /| s 的局部极值 
点，则有 

TS X0 C TN X0 ^\ (26) 

其中 TS Xo 是曲面 S 在 x 0 的切空间，而 TN X 0 是曲面 iV = { o : e D \ f ( x ) = /(邳)}(这 
是与： r 0 有关的函数等高集〉在 rr 0 的切 空间. 
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首先我们注意，从所讨论的求条件极值问题的上下文看，条件“: To 是函数/的 
非临界点”不是本质的限制.事实上，如果 xo €5 已经是函数 f : D ^ R 的临界点 
或极值点，那么，显然它也是函数 /| s 的可疑点或极值点.这样一来，在所考察的问 
题中真正需要研究的新问题是，函数 / k 可能有那样的临界点和极值点，它们不是 
函数/的临界点和极值点. 

◄ 任取向 M € € TS XQ ^ S 上那样的光滑道路 a ： = x ( t ), 它满足当 t = 0时通过 
点抑且向量《就是它在 t = 0时的速度向 M ， 即 

^(0)=^. (27) 

如果 x 0 是函数 /| s 的极值点，则光滑函数 f ( x ( t )) 当《 = 0时应当有极值，由极 
值必要条件知它在 t = 0时的导数应为零，即应满足条件 

/ f ( xo )^ = 0, (28) 

其中 

= d … ，基 ) ( x 。)， 卜以 1 ，…’). 

因为 x 0 是函数/的非临界点，条件 （28) 等价于 C € TN Xo . 这是因为关系式 
(28) 正是切空间 TN X 0 的方程. 

这就证明了 TS X0 C TN X0 . ► 

如果曲面5在点: to 邻域内用方程组 （25) 表示，那么，空间 TS X0 正像我们知道 
的那样，用下面的线性方程组表示 


dF l 

fr (疏 1 + … + — (心 n =。， 


dF m 

dx l 


(xo)^+-- + ^(xo)r = 0. 


空间 TN X0 用下面的方程表示 

df 


dx l 


( X 0 )f 


dj _ 

dx n 


(x 0 )r = 0, 


(29) 


(30) 


又由于方程组 （29) 的所有解是方程 （30) 的解，所以最后的方程是方程组（ 2 9)的推 


论. 

从这些考虑推岀，与关系式 TS X0 C TN X 0 等价的解析写法是：向董 grad /( x 0 ) 
是向量 gradF *( xo)(i = 1，…， m ) 的线性组合，即 


grad f ( x ) Xj grad F l ( x 0 ). 



(31) 
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考虑到这个公式是函数 （24) 在约束条件 （25) 下极值的必要条件.拉格朗曰建 
议在寻求条件极值时利用下面的 n + m 个变量 ( x , A ) = ( x 1 ,... ，☆ ，…， A m ) 的 

辅助函数 

m 

L ( x 1 X ) = f ( x )^ J 2 X i Fi ( x y (32) 

*=i 

这个函数称为拉格朗曰函数，所用的方法称为拉格朗曰乘数法. 

函数 （32) 的方便之处在于,它作为 n + m 个变最 a ; 1 , • • • ， a :' ， • • • ， A m 的函数 

的极值的必要条件完全与条件 （31) 与 （25) —致. 

事实上，有 

恙 M ⑷=。=1，…， n ) (33) 

^( x , A ) = F ^ x ) =0 (i = l ，."， m ). 

这样，当寻求函数 （ 24 ) 在条件 （25) 下的极值时，可以写出含待定因子的拉格 
朗日函数（32)，而要求的就是它的临界点.如果能从方程组 （33) 求出临界点邱= 
㈣ ，… ， xS ) 而不求 A = ( Ai ,-..， A m ), 那么，从求解原来问题的观点看，这正是应当 
做的 • 

从关系式 （31) 可以看出，只要向 M gradFHxoHi = 】,••• ， m ) 线性无关，因子 
= 1,...， m ) 是唯一确定的.这些向 M 的无关性等价于方程组 （29) 的秩为 m , 
也就是说，这个方程组的所有方程是独立的（它们中的任何一个都不能由其他方程 
推出). 

这个要求通常是能满足的，因为可以认为 （25) 式所有关系式是无关的，且函数 
组 F 1 ，• • • ，在任一点 xeS 的秩都是 m . 

拉格朗日函数常常写成下面形式 

m 

<=i 

这个形式不同于以前形式仅仅是作了一个非本质的替换，即用沁替换 - \①. 

例9求对称二次型 

n 

f ( x ) = ^2 a ij xlxj ( a ij = a ji ) ( 34 ) 

在球面 

n 

F ( x ) = 幻/) 2 - 1 = 0 (35) 

i=l 

上的极值. 

①关于条件极值的必要条件也可^第十章(第 II 卷）§7习题 6. 
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写出此问题的拉格朗日函数 


L ( x , A ) = ^ aijX l x ^ — A 


tyr - 1) - 


考虑到 叫=%， 求出函数 L ( x ， A ) 极值的必要条件 


造 Or, A)=2 O〆 -. 


7 - Ax J ) = 0 (z =!,*•• , n ), 


(36) 


= 0 . 


把第一个方程组中的每一个方程分别乘以 d(i = 1，... ， n ) 然后相加，并注意到 
第二个方程，就得到极值点应满足等式 


aijx'x^ - 入 = 0 . 

ij=l 

方程组 （36) 除去最后一个方程可以改写为 

n 

^ aijiP = Ax* (i = 1 ， … ， n) 


(37) 


(38) 


由此得到， A 是由矩阵⑹）确定的线性变换乂的特征值，而 x = ( x 1 ，...，#) 是这 
个变换对应于特征值 A 的特征向 M . n 

因为连续函数 （34) 在紧集5= | x € R n ^( x *) 2 = 1 J 上应当在某点具有最大 

值，因此方程组 （36) 亦即方程组 （38) 应当有这样我们顺便得到：任何一个实对 
称矩阵 （ aij ) 至少有一个实特征值.这是大家从线性代数中已经知道的结果，这个结 
果在证明存在由对称算子的特征向 擞构成 的基底时是基 本的. i 

为了指出特征值 A 的几何意义，我们发现，如果 A > 0,作坐标变换0 

则 （37) 化作 n 

Y , 叫冲=1， (39) 


而 （35) 化作 


n 1 

5>) 2 =4 


(40) 


但是，是二次式（的）的点 * =妒，…，《")到坐标原点的距离.这样， 

如果关系式 （39) 给出一个椭球面，那么，特征值 A 的倒数 | 是这个椭球的一个半轴 
之长的平方. 
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这种观察是有益的，特别地，它可以证明条件极值的必要条件 （36) 不是充 分的: 
要知道，例如在 R 3 中的椭球，除最长与最短半轴外还可能有介于中间的半轴，在这 
种中间半轴端点的任意邻域内既含有离坐标原点较近的点，也含有离坐标原点较远 
的点（和该半轴端点至原点的距离相比较而言).通过中间半轴与最短半轴或最长半 
轴分别作椭球的两个截面得到两个椭圆，如果考虑这些椭圆，上述结论将变得非常 
显然了.在第一种情况，中间半轴是椭圆的两个半轴中的最 大者； 在第二种情况，它 
是最小者. 


应当补充说明，如果 1/ v / A 是这个中间半轴的长，那么，从椭球的标准方程可以 
看出，数 A 显然是变换>1的特征值，因此，表示函数 / U 极值必要条件的方程组 （36) 
实际上有解，但它不是这个函数的极值点. 

定理1得到的结果（条件极值的必要条件）可用图 63( a )，( b ) 表示. 




图63 


图 63( a ) 说明，为什么当曲面 S 与曲面 W = {xe R n |/( x ) = /( x 0 ) = Co } 在点 x 0 
不相切时，曲面 S 上的点: ro 不可能是函数 /| s 的极 值点. 这时假设了 grad f ( x 0 ) ^ 0, 
这个条件保证了在点: ro 的邻域内既有函数/较高的 c 2 -等高集的点，也有这个函 
数较低的 Cl - 等髙集的点 • 

因为光滑曲面 S 与曲面 W (即光滑函数/的 CQ -等髙集）相交，那么，在点 xo 
的邻域内， S 既与函数/的较高等高集相交，也与它的较低等高集 相交. 而这意味 
着，点 xo 不可能是函数 /| s 的极值点. 

图 63( b ) 说明，为什么当 N 与 S 在点 x 0 相切时,这个点可能是极 值点. 图中点 
x 0 是函数 /| s 的局部极大值点. 

就是这样一些思考，使我们能画出图来，而图的解析形式能证明条件极值的必 
要条件不是充分的. 
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S J 事实上，例如，对应图64设 

c o N /( x , y) = y, 

" F(:r, y) = X s - y = 0. 

E64 这时，曲线 S C R 2 显然用方程 2 / = x 3 给出，谨 

y 在点 (0,0) 不具极值，虽然这条曲线与函数/在这 
点的水平集 /( x ， y ) = 0 相切. 注意 ， grad /(0,0) = (0, 1)/0. 

显然，这个例子本质上就是我们在研究古典的函数内部极值点的充分条件与必 
要条件之间的差别时所使用的那个例子. 

c . 条件极值的充分条件现在我们证明下面的条件极值存在或不存在的充分 
条件. 

定理2设/ •• D — R 是定义在开集 DcR n 上且属于 C (2) ( D ; R ) 类的函数 ， S 
是用方程组 （25) 表示的 D 中的曲面，其中户 ⑺ ( D ; R)(i = l ，...， m ) 且函数组 
{ F 1 ,..- , F m } 在区域 D 中任一点的秩等于 m . 

设拉格朗日函数 

m 

L(x) = L(x,X) = /( x 1 ,--- , x n ) — y ^ XjF l ( x 1 ^ •- ， x m ) 

i=l 

中的参数 A !,... , A m 已根据函數 / Is 在点 x 0 es 取极值的必要条件 （31) 选定①. 
如果二次型 

(41) 

对任意的向量< € TS X0 有确定的符号，则点 x 0 是函数 / U 的极 值点. 

如果 （41) 式在 TS Xo 上是正定的，则邳是函数 / U 的严格局部极小值点；如果 
(41) 式在 TS X0 上是负定的，则 x 0 是函数 /| s 的严格局部极大值点 • 

如果 （41) 式在 TS X0 上的值具有不同的符号，则 x 0 不是函数 /| s 的极值点. 

◄ t 先注意到，对于 z € 5, L ( x ) = /( x ), 因此，如果我们证明了点 : ro G S 是函 
数的极值点，也就同时证明了它是函数 / Is 的极值点. 

由于函数 / Is 在点 x 0 £S 满足极值的必要条件（31)，因此在这点有 grad L{x 0 ) = 
0 ,这意味着函数 L ( x ) 在点 zo = ( x 纟，…，吨）邻域内的泰勒展开式为 

L(x) - L(x 0 ) = 士 E Sb {Xo){xi ~ 辦 一 治 + ♦ - ^o|| 2 ),^-x 0 . (42) 

现在，我们想起引进定义 2 的原因，发现*维光滑曲面（此时 A : = n - m ) 在局 
部范围（例如在点 x 0 eS 的邻域）内可以写成参数形式 • 

①入确定后，从 L ( x ; \) 得到只依@ x 的函数，从而可用 L ( a :) 表示它. 
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换句话说，存在光滑映射 

R k B ( t 1 ， … = = , x n ) € R n 

(像以前一样，我们将它写为 X = x ( t )) } 它把点0 = (()，••• ，0) e R fc 的邻域双方单值 
地映成点 xo £ S 的某个邻域且0：0 = 40 ). 

注意到关系式 

x ( t )- x (0)= x \0)^ o (\\ t\\) i 当 f — 0 

(它表现了映射 a ： = o :( t ) 在点 t = 0 的可微性）等价于 n 个坐标等式 

^(0-^(0) = ^(0 r + o (||«||) (i = 1，." ， n ) (43) 

上式右边是关于指标 a 从1到 A : 求和. 

由此推岀 

V ⑴-綱 = o _), 当 f — 0， 

即 

|| x («)- x (0)|| R n = o (|| t || R 0, 当亡― 0， （44) 

利用关系式 （43), (44)，从等式 （42) 得到 

L ( x ( t )) - L ( x (0)) = > L ( x 眞/⑼％ + o (\\ t\\ 2 l 当 t — 0. (42，) 


由此，在二次型 

d ij L ( x o ) d a x i ( O ) d 0 ^( O ) t Q t f3 (45) 

定号条件下,得到函数 L(x(t)) 在 < = 0 有 极值； 如果 （45) 式有不同的符号，则 L(x(t)) 
在 f == 0没有极值.但是，因为映射 t ^ a : ⑴把点0 € R fc 某个邻域变到曲面 S 上点 
x (0) = x 0 €5 的邻域， 可 以断定，函数 在点 x 0 或者有极值，当函数 L ( a : ⑷） 在 
t = 0 有 极值; 或者像函数 L(x(t)) 一样没有极值. 

于是，剩下来的是要 验证： 对任何向最€ € TS X 0 、 表达式（ 4 1)与（4 5 )只是同一 
个 M 的不同表示. 

亊实上，设 

《= X ’⑼ 


由此知向 M 《在点吻与 S 相切，记 


C = « S ---， D , 蚱）= (/，•••，：，)，<考，…，内， 


则 


C ? = l ，."， n ), 
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= 2 x — 2 A = 0, 

= 一 2 y + A = 0， 

= 2-2 = 0 , 

= 一 (2 x - y - 3) = 0, 


求出可疑点 p = (2,1,0). 

其次，求出公式 (41): 

^ dijL ^ = (^ 1 ) 2 - « 2 ) 2 + « 3 ) 2 ， （ 46 ) 

我们看到，在这里，参数 A 没有在二次型中出现，所以不必去计算它. 

现在写出条件 C € TS P : 

- = 0, (47) 


由此推出 （ 41) 与 （ 45) 是一样的. ► 

我们发现利用定理 2 的实际困 难是： 在向量《=(^ 1 , ••- ，D € TS X0 的坐标中 
只有 fc = n - m 个是无关的.这是因为向量《的坐标应当满足确定切空间: T &。 的 
方程组 (29). 因此，在这种情况，对于公式 （ 41) 直接应用西尔维斯特准则,一般来说， 
是什么也得不 到的： 二次型 （ 41) 在 TR； o 上可能是不定的，但在 TS X 0 上确是定的. 
如果从 （ 29) 中把向 M 《的 m 个坐标用其余的 fc 个独立坐标表示出来，并将所得的 
线性形式代人 （ 41 )， 那么，我们就得到具有 A: 个独立变 M 的二次型，这个二次型的确 
定性问题已经可以利用西尔维斯特准则来研究了. 

现在举出一些最简单的例子说明上边所讲的内容. 

例10设在空间 R 3 中用坐标 x 、 y 、 2给出函数 

/(x,y > z) = x 2 -y 2 + 2 2 . 

寻求这个函数在用方程 

F ( x , y, z) = 2x — 1 / - 3 = 0 

给出的平面 S 上的极值. 

写出拉格朗日函数 

L ( x , y , z ) = ( x 2 - y 2 + z 2 ) - A(2x -y-3) 

和极值的必要条件 


aL l dxdLl^dL l dzdL l aA 
- - - -、 





中的曲面和条件极值理论 


从这个等式得到= 2 C 1 ， 代人 (46), 使它化成 

-3奶 2 + ( C 3 ) 2 . 

其中 f 与 P 是独立变量. 

最后这个二次型显然可取不同的符号，因此函数 /| s 在点 PGS 没有极值. 

例11在例10中用 R 2 替换 R 3 , 函数/换成 

/( x i y ) = x 2 - y 2 f 

且保存条件 

2 x _ y — 3 = 0， 

现在它给出平面 R 2 上的一条直线 

求出可疑点 P = (2,1). 

代替 （46) 得到二次型 

( m 2 ) 2 ， (48) 

以及 f 和 P 之间的关系式 (47). 这样一来，在 7\ S P 上 （48) 式可写成 

-3 K 1 ) 2 ， 

也就是说，它是负定的.由此断定，点 P = (2, 1) 是函数 / U 的局部极大值点. 

下面这些简单例子在许多方面都是非常有教益的，在这些例子中可以清楚地看 
到极值必要条件，充分条件的作用机制，也包括参数的作用和拉格朗日函数的非形式 
的作用. 

例12在具笛卡儿坐标 ( x , y ) 的平面上给出函数 

f ( x ) y )= x 2 - by 2 

我们来求这个函数在由 

2 2 

F ( x ， y ) = & +饮一 1 = 0 (0 < a < 6) 

定义的椭圆周 S 上的极值. 

从几何上考虑，显然有 min /|s = a 2 , max /| 5 = 6 2 . 下面，我们利用定理1和定 
理2导出这个结果. 

写出拉格朗日函数 

L { x , y , X ) = ( x 2 + 2 / 2 ) - A (g + ^ - l ) , 
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并求解方程 dL = 0,亦即方程组^ ^ ^ = 0,找出它 的解： 

( x ， y ， A ) = (土 a ， 0, a 2 )，(0, 土 6,6 2 ). 

按照定理2,现在写出二次形式 l - cPLe 并研究它，它是拉格朗日函数在相应点 
邻域中的泰勒展开式中的第二项 •. 

在椭圆周 S 的点（土 a ，0) 处，切向 MS = K 1 / 2 ) 为 （( U 2 )， 而当 A = a 2 时二次 

型为 

(i - ( c 2 ) 2 . 

注意到条件0 < a < 6,得知，这个二次型是正定的，因此,在点 (± a ,0) 6 S 函数 
/ Is 有严格局部极小值（而且，也是整体最小值)，即 min /|s = a 2 . 

类似地，求出二次型 



它对应于点 （0, 土并得到 max /Is = 6 2 . 

注注意比较拉格朗日函数和函数/的 作用. 在点（土(2,0)，(0，土6)函数/ ( 与 
函数 l —样）沿相应切向 m 的微分都是零,而二次型 \<^je = K 1 ) 2 + ( C 2 ) 2 , 无论在 
这些点的哪一个点算出来都是这样，然而，函数 /Is 在点（土 a ，0) 有严格最小,而在 
点 （0, 士 6) 有严格 最大. 

为了弄明白，这到底是怎么回事，请再一次细细考察定理2的证明并且试着把 
(42) 中的 L 换成/，得到关系式 （42'). 你会发现，这时将出现一个包含 x f \0 ) 的附 
加项.有这样一项的原因是，函数/的微分与 dL 不同，它在相应的点处不恒等于零, 
虽然它沿切向 M (形如^⑼）的值等于零 • 

例13求函数 

/(x ， y ， z) = x 2 + y 2 + 2 2 

在由关系式 

2 2 2 

F(x, = g + g + 1=0 {0 < a <b<c) 

定义的椭球面 S 上的极值. 


写出拉格朗日函数 


Z>(x ， y ， A A) = (a : 2 + y 2 + 2 2 ) 一 A ($ + 备 + * - 1) 




n 中的曲面和条件极值理论 


根据极值必要条件求出方程 dL = 0, 亦即 g = _ = g = ^ = 0 的解: 

(x,y,z y \) = (士 a ， 0,0, a 2 ) ， (0, 士 6,0,6 2 ) ， (0,0, 士 c ， c 2 ). 


对每个可疑点在相应的切平面上分别有 


(i-^)(c 2 ) 2 + (i-^)(a 2 , 

⑷ 

( 1 伽 +( 1 伽， 

(b) 

( 卜 X 1 伽. 

⑷ 


因为0 < a < 6 < c , 根据给出条件极值存在性和不存在性的充分条件的定理2, 
在⑷和 （ c ) 两种情形，分别有 min /|s = a 2 和 max /|s = c 2 , 而在点 (0, ±6,0) 6 5, 
相应于情形 （ b )， 函数 / U 没有极值.这与在讨论条件极值的必要条件时所说的几何 
上的一些明显的想法是完全一致的. 

本节中分析概念和几何概念所涉及的一些进一步的，有时是极有益的内容，其 
中包括条件极值问题本身的物理解释，也包括极值必要条件 （31) 作为力在平衡点处 
的分解和拉格朗日乘数作为理想约束的反 作用發 这样一些物理解释，在下面的练习 
中作了介绍. 


练习 

1. 道路与曲面 

a) 设/ : J — R 2 是定义在区间 /CR 上且属于 （7 ⑴ (J;R) 类的函数.把这个映射看作 R 2 
中的道路.举例证明它的承载子 /(/) 可能不是 R 2 中的子流形，而它在 R 3 = R 1 x R 2 
中的图像却总是 R 3 中的一维子流形，这个子流形在 R 2 上的投影正是上面所指出的承 
载子 /(/)• 

b ) 当 J 是 R * 中的区间，/ € (7 ⑴ ( J ; R n ) 时，证明：映射/ : J — R n 的图像是 x R n 
中的 fc 维光滑曲面，这个曲面在子空间 R " 上的投影正是 f ( I ). 

c) 证明： 如果 /i ： /i->S,/ 2 ： /2-^5 是同一个 fc 维曲面 5cR n 的两个光滑参数式，并 
且无论 A 在八 上或者 h 在 h 上都没有临界点，则映射 / r 1 o / 2 :/ 2 -/ i 与映射 
/f 1 。/, :厶—心是光滑的. 

2. R n 中的球面 
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a ) 利用 R 3 中的极坐标（参看上节公式 （5)) 令 p = 1就得到球面 5 2 = { x € R 3 ||| a :||= 1} 
上的曲线坐标 〜奶、 指出这个曲线坐标的一个最大有效范围. 

b ) 当 S m ~ 1 = {x € R m | || a : ||= 1} 是 R m 中的 ( m -1) 维球面， （ w ， … ,^ i ) 是由 
K m 中的极坐标（参看上节公式 （6)) 令 p = 1得到的球面曲线坐标时，回答问题 a ). 

c ) 能否用一个坐标系 （ t 1 ， … ， t k )， 即一个区域 GcR k 上的微分同胚/ : G — R fc+1 给出 
球面 S fc C R fc+1 ? 

d ) 在地表图册中至少应当有几张地图？ 

e ) 球面 S 2 C R 3 上两点之间的距离指的是联结这两点的球面 S 2 上最短曲线的长,这样的 
曲线是相应的大圆周的弧.能否存在这样局部平的球面地图，使球面上点之间的距离与 
在地图上表示它们的点之间的距离成比例（具有同一比例系数). 

f ) 称相交于一点的两条曲线 （域 于或不 M 于球面）在这点的切线之间的夹角为这两条曲线 
在这点的夹角. 

证明： 存在球面的局部平地图，在这个地图中，地面 i •.曲线之间的交角和地图上对应的曲 
线之间的夹角是相同的（参看图65,图中表示的是所谓的球面投影). 



3. 切空间 

a ) 通过直接计箅 验证: fc 维光滑曲面5 C R n 在点 x 0 €5 的切流形 TS Xo 不依赖于 R n 中 
坐标系的选择. 

b ) 证明： 如果从区域 DcR n 到区域1/ C DT 的微分同胚/ : D — D ' 把光滑曲面 SCD 
映成光滑曲面 S ' C D '， 把点邡€ S 映成点竓€ S '， 则/在点 x 0 eD 的切变换（线 
性变换) /'(： r 0 ) : R n — R n 是向贵空间 TS X 0 到向量空间 rSi 。 的同构变换. 

c ) 如果上面问题中的映射/ : D — ZT 属于 C ⑴ CD ; ZT ) 类且 /( S ) C 夂则 r ( TS X0 ) C 
TS ' X ,. 

d ) 证明°:从 fc 维光滑曲面 ScR n 到它在点: r 0 e S 处的 fc 维切平面 T 5 I0 上的正交投影 
映射，在切点: r 0 的某个邻域内是双方单值的. 

e ) 在上面问题的条件中，设 C € T &。 且 IU ||= 1. 

可以借助 K n 中属于 TS xq 的直线方程 x - xo = 用序对刻画每个点 x € 
TS Xo \ x 0 . 这实质上是: T &。 中的极坐标.证明：在曲面上点 rro 的邻域内，直线 o ：- 邛=0 
与曲面上仅在 x 0 相交的一些光滑曲线相对应. 验证： 在这些曲线上保留《为参数，我们得到 
一些道路，沿着它们的速度当《== 0时与确定直线 x - x 0 =^ t 的向量 《 e TS X 0 重合. 
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这样，在曲面 S 上点邛€ S 的某邻域内，可把序对 （ U ) (其中 S €: T 5 :。， II c ||= M 是 
R 中原点的某个邻域 1/(0) 中的实数）作为 S 的点的曲线坐标,它类似于极坐标. 

4. 设函数 F € C ⑴ ( R n ; R ) 没有临界点，且用方程 • 

F ( x 1 ,..., x n ) = 0 

给出 R n 中的紧曲面 S(BP S 是 R n 中的紧子集).对任一点 x G S , 找到向量 v ( x ) = 
grad F ( x ), 它在点 a : 垂直于孓如果每个点 x G 5,都以自己的速度 V ( x ) 匀速移动，则产生 
出一个依赖于时间 t 的映射 SBx ^ x ^ r ]( x)t € R n . 

a ) 证 明：当 《 充分接近零时，这个映射是双射，而且，对每个这样的 t ， 它把 S 映成光滑曲 
H S t . 

b ) 设£；是 R n 中的集合，称 R n 中一切到 E 的距离小于5 的 A 的集合为 E 的 S 邻域. 
证明： 当 t 接近零时，方程 

F ( x 1 ,.-., x n )=t 

给出紧曲面 5 t C R n , 并 证明： 曲面矣含在的 <5⑷邻域之中，其中当 t — 0时， 
(5( e ) = o ( t ). 

c ) 对曲面 S = So 的每个点： r 取单位法向 ft n ( x ) = " 怎卜" ，考察新映射5 5 x ^ 
x + n ( x )«€ R n . 证明： 对于0有充#接近于零的这个映射把 S 双方单值地映成光滑 
曲面 it 且当/纟 2 时，有& nl t3 = 0. 

d ) 根据上题结果， 证明： 存在 （5 > 0,使得曲面 S 的 <5邻域中的点与序对 （ t ， a :) (其中 
t €] - S y S[c R,x € S ) 之间有相互单值的对应；如果 （ t 1 ，... ，0)是在点： r 0 的邻域 
Us ( x 0 ) 内曲面 S 上的局部坐标，则 （ ij 1 ,...， t fc ) 可以作为点 x 0 e R n 的某个空间邻 
域 U ( x 0 ) 内的局部坐标. 

e ) 证明： 当⑷ <(5时，点 : r € S 是曲面 S 上距点 : r + n (: r)t € R n 最近的点.这样，曲面 
b t 当 | t | < (5 时是空间 R n 中离开曲面 S 的距离等于的点的几何轨迹. 

5. a ) 设: S — R 是 / b 维光滑曲面 S C DT 上由 d p ( x ) =|| p-x || 2 定义的函数，其中 

P 是 R n 中确定的点 ， re € 5而 || p - x || 是中点 p 与点 x 的距离. 证明： 在函数 
d p ( x ) 的极值点处向量 p - x 正交于曲面 

b ) 证明： 在饫 qe S 处垂直于曲面 S 的任一直线上至多有个点 p 使得点 （； 是函数 
rfp ( x ) 的退化临界点（即函数在此点的黑塞矩阵为零阵). 

c ) 证明： 如果曲线 5 (ifc = 1) 在平面 R 2 (n = 2) 上，而点 p 使点€ 5是函数办⑷的退 
化临界点，则点 p 与 S 在点€ S 的曲率中心重合. 

6. 在笛卡儿坐标 : r ， y 的平面 R 2 上画出函数 f { x , y ) = xy 的等高集和曲线5 = {( x y y ) € 
R 2 |x 2 + y 2 = l}. 利用所得到的图形对函数 /| S 的极值问题进行充分的研究. 

7. 在笛卡儿坐标 X ，2/的平面 R 2 上定义了下面的 C ( oo >( R 2 ; R ) 类 函数： 

/( x ， y ) = x 2 - y ； 

x 2 — w + e ~ ^ sin x ^ 0, 

x 


F(a ：， y)= 


x - y . 


x = 0. 
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a ) 画出函数 f ( x ， y ) 的等高集（等高曲线）和由关系式 F ( x , y ) = 0 给出的曲线 

b ) 研究函数 /| s 的极值. 

c ) 证明： 二次型 dijf ( x Q )Ce tE TS xq 上定型的条件，与定理 2 中的二次型 dijL ( xo ) Ce. j 
在 TS : q 上定型的条件不同并非判断函数 / U 可疑点 xoGS 为极值点的充分条件 • 

d ) 试检验，点抑= (0,0) 是不是函数/的临界点，以及，能否像 c ) 中那样仅借助于泰勒 
公式的第二项（即二次项）研究函数/在该点邻域中的性态 • 

8. 在微分几何中确定主曲率与主方向时，善于求解一个二次型 hi ^ v ? 在另外一个正定的二次 
型 gij ^ vP 保持不变的条件下的极值，常常是很有好 处的. 试用类似于本节例9的方法解决 
这个问题. 

9•设火= [ flj ] 是 n 阶方阵且 = 0' = 1，...，其中 仏，… ， H n 是 n 个确定 

的非负实数. *~ 

a ) 证明： 仅当矩阵 A 的行向量是 R n 中两两正交的向 fi 时， det 2 A 有极值. 

b ) 根据等式 det 2 A = dctA - detA \ 其中是矩阵 A 的转置矩阵，证明：在上述 条件兄 

max det 2 A = H \ . H n - 

c ) 对任意的矩阵 j 有阿达马不等式 


det 2 ( aj ) < f[ • 

i=i Vi=l / 


d ) 给阿达马不等式以直观的几何解释 • 

10. a ) 描绘本节例10中函数/的等商集（等商曲面）和孓用图说明这个例子所得到的结论. 

b ) 描绘本节例11中函数/的等高集（等岛曲线）和直线孓用图说明这个例子所得到的 

结论. 

11. 在第五章§4的例6中，从费马原理出发得到了光线在两介质分界面与平面情形的斯湿再折 
射定律.试问，对任意光滑界面情形，该定律是否仍然有效 • 

12. a ) 在势场力作用下的质点仅在势的临界点(稳定点）钉以处在平衡位置（也叫静态或稳定 

态).同时，势的严格局部极小对应稳定平衡位置，而局部极大对应于不稳 定位贸 •试证 
这些结果. 

b ) 试问，在势场力（如重力）作用下且具理想约束（例如，点不能离开某光滑曲面，或珠子 
不能离开光滑细线，或小球不能滑出沟槽）的质点平衡问题归结为怎样的条件极值问题? 
约束是理想的（没有摩擦)，这就是说，它对质点的作用（约束的反作用）只发生在约束的 
法线方向上. 

c ) 在这种情况，展开式（31)，即条件极值的必要条件和拉格朗日乘数，有怎样的物理（力 
学）的意义？ 

顺便指出，方程组 （25) 中的每个函数都可除以它的模，显然，(如果它的秩处处等于爪) 
这样得到的是一个等价的方程组.因此，可以认为，关系式 （31) 右边的所有的矢摄 
grad F ^ xo ) 是相应曲面的单位法向量. 

d ) 在领悟到物理解释后，求条件极值的拉格朗日方法本身是否变得自明和自然 了呢？ 




口试试题 


分析引论（数，函数，极限) 


1. 设沿地球赤道有紧束地球的一个箍.如果把它增长1米，箍与地面之间将形成一个缝隙.试 
问，这个缝隙是否能让一个蚂蚁通过？当赤道有这样增长时，地球半径的绝对增长和相对增 
长是多少?(地球半径«6400 km ) 

2. 实数集的完备性（连续性)，自然数列的无界性和阿基米德原理有什么联系？为什么任何实数 
都用有理数以任意梢度逼近？以有理分式（有理函数）为例说明阿基米德原理可能失效，以及 
在那种数系中自然数序列是有界的而且存在无穷小数. 


3. 在单位正方形的四个顶点上各有一只小甲虫，它们按同一方向以单位速度沿正方形边缘追逐. 
试绘出它们的运动轨迹，每条轨迹的长是多少?(在笛卡儿坐标系和极坐标系中的）运动规律 
如何？ 


4. 画出用迭代法 

〜+1=+ 云） 

计箅 V^(a > 0) 的框图. 

怎样把解方程和求不动点两个问题联系起来？怎样求巧？ 

5•设 g ( x ) = f ( x ) + o (/( ar )) (当: e -* oo ). 试问，这时也有 f ( x ) = g ( x ) + o ( p ( x ))( 当 x -* oo ) 
吗？ 

0. 用待定系数法（或其他方法）求出 (l + x) Q (a = _1，-1，0，^，1，|)的幂级数的头几个（或 
全部）系数 .( 牛顿对这样一些展开式中: r 同次幂的系数进行插值，提出了对任意 a € R 的系 
数构成规律，即牛顿二项式） 


7. 已知函数的幂级数展开式，试用待定系数法（或其他方法）求出函数 l n (l + aO 的幂级数 
展开式的头几个（或全部）系数. 




口试试题 


8. 计算 exp 人这里 A 是下述矩阵 之一： 

10 0 
0 2 0 
0 0 3 

9. 为了以10_ 2 的精度在区间 [-3,5] 上计算 e 1 ， 应当将 e * 作幂级数展开到第几项? 

10. _出下列函数的图像的 草图： 





单变置函数的微分学 

1 . 试证，如果运动的加速度向 fi a ( t ) 在每一时刻 t 都垂直于速度向 M v ( t ) y 则世 | v ( t )| 是常 
数. 

2. 设 （： T ， t ) 和 ( x , t ) 是一个运动的点在两个坐标系中相应的 坐标. 如果已知从一个坐标系到号 
一个坐标系的转换公式 x = ax ^0 U <• = 7工+汾，试求速度变换公式， 

的关系式. 

3. 函数/⑷= x 2 sin i 当 z 參0,且/⑼= 0,它在 R 上可微，但 /' 在 x = 0间断（请验证 
之).但是，下边却明”了：如果/ : R — R 在 R 上可微，则广在每一个点 a € R 都连 
续. 

根据拉格朗日定理，有 /(l ] 2-~ = /'(0,这里《是介于 a 与 z 之间的一个点 .W 

此，如果 : r — a ，则$ — 由定义， /( x i -5- f — = /'( a ). 于是，由这个极限存在就得 
到，拉格朗 H 公式右边的极限也等于 F ( a )> — a 时有尸⑹— /' ⑷.这样，尸在点 

a 处的连续性“得证”. 

请指出这个“证明”的错误何在？ 

4. 设函数/在点： To 有 n + 1阶导数，而 < = 0： 0 + ^ c(:r -: C 0) 是拉格朗日公式中余项 

-J (n) (0(^-^o) n 的中间点，且0 < < 1，试证，如果 / (n+1) (xo) / 0,则当 X 4 X0 时 

n 1 

有 0X 一 ^ TT - 

5. 试证：如果数 air - , an , ai , ••- , a n 非负且 ai + • • • + a n = 1, 则成立不等式 

af 1 • •. a^ n ^ aiOi + • • • + a n o> n - 


6. 试证: 


lim (l + = e x (cosy + isin y ) (z = 
由此，自然认为， e 〜 = cosy + isiny (欧拉公式）且 


= x + iy ). 


= e x (cosy + tsiny ). 


7. 试求杯子中匀速转动的液体的表面 形状. 
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8. 设 a > 6 > 0 .试证 ：楠圆 _ + ^ = 1 在它的点 (x 0 ,yo) 处的切线方程为 學 + 臀 =1 ， 
另外，由位于两焦点巧 =( - V ^^，0), F 2 = (\/^"6 5 ,0) 之一的光源发出的光线，必由 
椭圆反射镜聚到另一个焦点. 

9. 一个物体从椭圆形断面冰山顶在重力作用下开始下滑，设没有预先的驱动，冰山断面方程为 
x 2 + 5 y 2 = l，y > 0. 试计算物体运动到它着地的轨道. 


积分和多元分析引论 

1. 若已知关于和的赫尔德不等式，闵可夫斯基不等式和筒生不等式，求关于积分的相应的不等 
式. 

2. 计算积分 Jo 1 e ^ dx 至相对误差不超过10%. 

3. 函数 erf(x) = -j=f^e- t2 dt 叫误差概率积分，它当: r — +oo 有极限 1. 画出这个函数的 
图像，并求出它的 I 数.证明，当 a : — + oo 时成立 

erf ⑻=1 - [^-2^+^- 1 2^+° ⑸]. 


怎么把这个渐近公式开拓成级数？这个级数对某些 xeR 收敛吗？ 

4. 道路的长依赖于用参数形式表示的运动规律吗？ 

5. 设您抓住了 1 km 的橡皮绳的一端，另一端固定在距您 1 km 的 地方. 从 另一蹦 有一个甲虫沿 
橡皮绳以 lcm / sec 的速度爬 向您. 假定甲虫每爬过 1 cm ， 您就将橡皮绳拉长 1 km . 试问，甲 
虫能否爬到您手上？如果能，它大约需要多少时间?(奥库尼问题，是萨哈罗夫提出来的 .） 

6. 计算质 tt 在地球的重力场中移动的功，并证明，这个功只依赖于质量初始和最终位置的高度. 
求逃逸地球重力场所需要的功和相应的（第二）宇宙速度. 

7. 以单摆和双摆为例说明，怎样在相应构形集合上引进局部坐标和邻域以及怎样产生出自然的 
拓扑，从而把构形集合化成了力学系统的构形空间，在所研究的情形能否将这个空间距离化？ 

8. IT 中的单位球是紧集吗？在 C [ a y b ) 中如何呢？ 

9. 给定集合的一个子集叫做这个集合的 e 网，如果这个集的每一个点都有子集中的点与其距离 
小于 e . 以 N ( e ) 表示给定集合的 e 网中可能的最小点数.试估计 R n 中的线段，正方形，立 
方体和有界区域的 e 熵 \ og 2 N ( e ). It \ og 2 N ( e )/\ og 2 ( l / e ) 当 e — 0时是否给出了所讨论 
的集合的维数的某种概念？这样的维数可能等于 0.5 吗？ 

10. 设在 R 3 的单位球面 S 上，温度： T 作为点的函数是连续的，试问，在球面上一定有温 度的敢 
小值 点和® 大值点吗？当这两种点都存在时，也存在它们的中间值点吗？ 

当单位球 S 在空间 C [ a , 6] 中取，而温度在/€5的值是 

T(f) = ( T \f\(x)dx 



上面的结论还有哪些是对的？ 



11. a ) 取 1.5 作为 v /5 的初始近似，按牛顿方法进行两次迭代，试问，这两步计算各得到几位精 
确数字. 

b ) 作出求满足方程 ^ 

/( x ) =x + J X f ( t)dt 

的函数 / 的迭代程序. 


多变置函数微分学 

1. a ) 在计算函数 /( a :， y ， 2 ) 在点 ( x ^ z ) 的值时，如果坐标 ( x , y , z ) 的给出，相应地，有绝对 

误差 △ a :， Ay ，^， 试问，函数值的相对误差 J = IA / I / I / I 是多少？ 

b ) 如果房间的长 a : = 5 士 0.05 ra , 宽 1 / = 4 土 0.04 m , 离 2 = 3 士 0.03 m ， 试问，由此计算出 
的房间体积的相对误差是多少？ 

c ) 线性函数值的相对误差能否与它的自变 M 值的相对误差相同？ 

d ) 线性函数的微分能否与它本身一致？ 

e ) 对于线性函数，关系式 f = f 对吗？ 

2. a ) 设有定义在圆盘上的二元函数，它有一个偏导数在圆盘的每个点都等于零.这是否意味 

荇这个函数在 岡盘上 不依赖于相应的这个变量. 

b ) 如果把圆盘换成任意凸区域，答案有变化吗？ 

c ) 而若换成任意的区域呢？ 

d ) 设 a : = 40是一个点在平面（或 R n ) 内于时段 t € [ a ,6] 中的运动规律； v ( t ) 是它 
的速度，而 C = con v { v ( t)\t 6 [ a ,6]} 是包含一切向 * v ⑴的最小凸集（也叫集合 
{ v ( t)\t € [ a y b ]} 的凸 包). 试证，在 C 中存在向 ft v 使 x ( b )- x ( a ) = ( b - a ) v . 

3. a ) 设 F ( x ^ z ) = 0 .试问，成立 g g g = —1 吗？试证，它对依赖关系 f -1=0 

Dl / 

(这相应于理想气体的克拉贝龙状态方程 - jT = R ) 是成立的. 

b ) 现设 F ( x ， y ) = 0.试问，塞 • g = 1对吗？ 

c ) 在一般依赖关系 , a : n ) = 0的情形，能作出什么结论？ 

d ) 如果已知函数 F ( x ， y ) 在点 ( x 0 > yo ) 邻域中的泰勒公式的头几项，这里 F ( x 0} yo ) = 0, 
而 Fl ( xo , yo ) 可逆，试求由方程 F ( x , 2 /) = 0在 ( x 0 , yo ) 邻域中确定的隐函数 2 / = /( 工) 
的泰勒展开式的头几项. 

4. a ) 验证： 椭球面^ + ^ + ^ = 1在其上一点 Oro ， yo , 勿）的切平面方程是 

莩令 1 . 

b ) 动点 P ( t ) = ( 含，去士) • * 于时刻 t = 1从捕球面^ ~ = 1出发•设 

p ( t ) 是这个椭球面上在时刻 t 距尸⑷最近 的点. 试求，当 t — + oo 时点 p ( t ) 的极限位 

置. 


口试试题 


5. a ) 在具笛卡儿坐标 ( x , y ) 的平面上绘出函数 f { x , y ) = xy 的等值线以及曲线 S = {( x , y ) 
| x 2 -f y 2 = 1}. 利用所得之图，对函数/在圆周5上的限制，即函数 /| s 的极值问题 
进行全面的研究. 

b ) 寻找重力场中的质点在理想约束（例如， F 1 ( x i y 1 z ) = 0. F 2 ( x , y i z )=0) 下的平衡位置， 
可归结为求条件极值问题.如果利用拉格朗日方法求解这个问题，试问，其中的拉格朗曰 
乘数有何物理意义？ 
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第一学期 

分析引论（数，函数， 极限） 

一元函数微分学 

1. 实数，(上，下）有界数集，完备性公理和集合上（下）界的存在件，自然数集的无界性. 

2. 与实数集 R 的完备性有关的基本引理（闭区间套定理，有限覆盖定理，极限点定理） 

3. 序列的极限及其存在性的柯西准则，单调序列极限存在性判别法. 

4. 级数及其和，几何级数，级数收敛性的柯西准则和必要条件，调和级数，绝对收敛. 

5. 非负项级数收敛性判别法，比较定理，级数 COO = g n -. 

n=l 

6. 对数的思想和数 e ， 函数 exp ( x ) 及其幂级数表达式. 

7. 函数的极限，基本的极限过渡的基底，在任意基底下函数极限的定义及其在具体情况下的具 

体形式，无穷小函数和它们的性质，函数终极性质的比较，渐近公式以及符号 o (.), 0(-) 的基 
本运算. I 

8. 极限过渡与代数运算、 R 中的序关系之间的相互联系.当 z — 0时^的 极限. 

X 

9. 复合函数和单调函数的极限，当 ： T — OC 时 （1 + ^广的极限 • 

10. 函数极限存在性的柯西准则. 

11. 函数在一点的连续性，连续函数的局部性质（局部有界性，保号性，算术运算，复合函数的连 
续性).多项式，有理函数和三角函数的连续性. 

12. 连续函数的整体性质（中间值定理,最大值，等度连续性). 

13. 单调函数的间断点，反函数定理，反三角函数的连续性. 
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14. 运动律，小时间间隔中的位移，瞬时速度向贵，轨迹及其切线，函数在一点可微的定义，微分及 
其定义域和值域，微分的唯一性，实变量的实值函数的导数及其几何意义，函数 sinicosa :，#, 
ln | x |, x a 的可微性. 

15. 可微性和算术运算，多项式，有理函数，正切和余切函数的微分. 

16. 复合函数和反函数的微分，反三角函数的导数. 

17. 函数的局部极值，可微函数内部极值点的必要条件（费马引理). 

18. 罗尔定理，拉格朗日和柯西有 限增量 （中值）定理 • 

19. 具柯西和拉格朗日形式的余项的泰勒公式. 

20. 泰勒级数，函数6'0)6 3 ：，411：1：，111(1+0：),(1+0：) <1 (牛顿二项式）的泰勒展开式 • 

21. 局部泰勒公式（带有佩亚诺余项). 

22. 可微函数的单调性与其导数的非负性的关系，局部极值存在性与不存在性的用一阶、二阶和 
高阶导数表述的充分条件. 

23. 凸函数，凸性的微分条件，凸函数的图像与其切线的相对位置 • 

24. 凸函数的一般箱生不等式,对数的凸性，柯西，杨格，赫尔德和闵可夫斯基的经典不 等式. 

25. 复数的代数记法和三角记法，复数序列的收敛性和复数项级数的收敛性，柯西 准则. 复数项级 
数的绝对收敛性及其充分性判别法，极限 n t ( i + f r . 

20. 幂级数的收敛圆和收敛半径，函数 e % cosz , sinz ( z € C ), 欧拉公式初等函数的相互联系. 

27. 作为现象的数学模型的微分方程，例子，待定系数法和欧拉折线法. 

28. 原函数，求原函数的基本方法（函数和的逐项积分，分部积分，变 M 替 换). 基本初等函数的原 
函数. 

第二学期 

一元函数的积分 
多变量函数的微分学 

1. 区间上的黎曼积分，可积性的必要条件，零测度集，它们的一般性质，例子，函数黎曼可积的 
勒贝格判别法（叙述).可积函数空间和可积函数的运算 • 

2. 积分的线性性质，可加性和一般 估计. 

3. 实值函数积分的估计，(第一）中值 定理. 

4. 变上限积分性质，连续函数的原函数的存在性，广义原函数及其一般形式 • 

5. 牛顿-莱布尼茨公式，积分中的变量替换. 

6. 定积分中的分部积分法，具积分余项的泰勒公式，第二中值定理 • 

7. 有向区间的可加函数和积分，积分应用的一般模式，例子：道路的长（及其关于参数的不变 
性)，曲边梯形的面积，旋转体的体积，功，能 • 

8. 黎曼-斯蒂尔切斯积分.化成黎曼积分的条件，狄拉克 <5函数的奇异性，广义函数的概念. 
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9. 反常积分的概念,典则积分,研究反常积分收敛性的柯西准则和比较定理，级数收敛性的积分 
判别法. 

10. 局部线性化， 例子： 瞬时速度和 位移； 小振动摆运动方程的 简化； 在自变之微小变化条件下， 
计算 exp ( A ) i A - 1 1 det ( E ) 1 < a , b > 的线性修正（这里， A 是可逆方阵，五是单位矩阵， a 和 
6是向讨，< •，• >是内积). 

11. 向童 的范数（长，模)，向贵空间的重要例子，线性连续算子空间 L ( X , Y ) 及其中的范数，线性 
算子的连续性及其范数的有限性. 

12. 函数在一点的可微性，微分，其定义域和值域，映射/ : R m — R n 的微分的坐标表示，可微 
性、连续性和偏导数的存在性之间的关系. 

13. 复合函数和反函数的微分，适用于映射/ ： R m - R n 的各种情形的微分法则的坐标表示 • 

14. 方向异数和梯度.儿何和物理中应用梯度的例子（函数的等值线，坡度，切平面；势场；理想流 
体动力学的欧拉方程，伯努利定律，机 翼的作 法). 

15. 齐次函数及欧拉关系， ft 纲分析方法. 

10. 有限增》定理及其几何、物理意义，应用的例子（用偏导数表述的可微性充分条件;在区域中 
函数取常值的条件). 

17. 髙阶导数及其对称性. 

18. 泰勒公式. - 

19. 函数的极值（内部极值的必要条件和充分条件 )• 

20. 压缩映射，毕卡-巴纳赫不动点原理 • 

21. 隐函数定理. 

22. 反函数定理，曲线坐标和拉直变换， R n 中的维光滑曲面及其切平面，定义曲面的方法及相 
应的切空间方程. 

23. 秩定理和函数相 关性. 

24. 条件极值（必要性判别 法). 拉格朗口方法的几何的、代数的和物理的 解释. 

25. 条件极值的充分性判别法 • 

26. 度*空间， 例子. 开子集和闭子集， 点的 邻域.诱导度《，子空间，拓扑空间， 点 的邻域，分离 
性（豪斯多夫公理).在子集上的诱导拓扑 • 集合的闭包和相对闭子集的 概念. 

27. 紧集及其绝对性，紧集是闭集，紧集的闭子集是紧集，紧集套.度量空间中的紧集，£网•度贵 
空间中紧性的判别法及其在 R n 中的具体化. 

28. 完备度掀空间. R ， C ， R n ， C n 以及连续函数空间 C [ a ,6] 关于一致收敛的完备性. 

29. 拓扑空间中映射的连续性的判别.连续映射保持集合的紧性和连通性.关于连续函数的有界 
性，最大值和中间值的经典定理.在度 M 空间的紧集上定义的连续函数必一致连续. 
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S 邻域，60, 367, 368 

No 的标准模型，24 

R m 中的区域，378 

m 维曲面，420 

n 次迭代，150 

n 阶相切，162 

n 质点系的构形空间，12 

V = /( x ) 叫做函数/在元素: r 上的值，18 

( m -1) 维曲面，432 

(按 冯. 诺依曼 ( Neumann ) 的建议）建立自 
然数 N 0 的标准模型，24 
(乘法）群, 30 

A 

阿基米德原理，56 
鞍形临界点，419 

B 

摆的振动，347 
摆的振动周期，403 
半径 

临界半径，265 
收敛半径，243 
半衰期，264 
包含关系，6 


闭集，369 
闭球， 367-369 
闭区间套，59 
闭区间套引理，60 
必要条件，2 
变换，10 

伽利略变换，187 
阿贝尔变换，319 
对合变换，236 
勒让德变换，236, 438, 440 
洛伦兹变换，21，186, 187 
伽利略变换，21, 184, 185 
变上限的积分，324 
表 

简单的不定积分表，279 
并集，7 

波尔察诺 - W 西中间值定理，141 
伯努利不等式，76 
补集,7 
不变集，21 
不等式 

阿达马不等式，480 
伯努利不等式, 54, 216 
赫尔德不等式，217, 224, 323 
积分的赫尔德不等式, 323 
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柯西-布尼雅可夫斯基不等式，323 
三角形不等式，46, 366, 367, 383 
施瓦茨不等式，323 
杨格不等式，216, 236, 351 
詹生不等式，223, 323 
闵可夫斯基不等式，217, 218, 323, 366, 
383 

不动点，150 
部分 

复数 z 的实部和虚部，239 
积分的有理部分，293 
小数部分, 44 
整数部分, 44 


参数，342 

分划 P 的参数，299 
自然参数，347 
自然参数化，347 
测地线，12 
差集，7 
场 

函数的梯度场，399 
力场，400 
势场，399 
位场，399 
向 tf 场，397, 399 

常数 

欧拉常数，131 
普朗克 常数，48 
时间常数，274 
万用气体常数，263 
万有引力常数，48 
长 

道路的长度，338 
光滑道路的长度的定义, 339 
曲线的长，12 
椭岡的周长，343 
乘法，31 

承载子，338, 339, 342, 380 


充分条件，2 
传递性，17, 18, 399 
存在量词，6 

D 

代数封闭性，253 
待定系数法，258 
单调性，219, 314 
单位 

虚单位，238 
弹性系数，345 
导数， 159-161 

对数导数，177 

复变函数 f ( z ) 在点勿处的导数，251 

高阶导数，187 

高阶偏导数，406, 407 

偏导数，387 

沿给定方向的导数，397 

沿向 M v 的导数，396 

右导数，236 

左导数，236 

道路，338, 376, 378, 399, 420, 477 
光滑道路，458 
简单闭道路，338, 339 
简单道路，339 

等价 

/与9等价，125 
等价关系，19 
笛卡儿积，8 
狄利克®函数，312 
点 

边界点，368 
不动点，21，150 
插值节点，211 
第二类间断点，139 
第一类间断点，138, 146 
非退化临界点，454, 457 
拐点，222, 438 
极限点，60, 368 
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间断点，137 

局部极大(或极小)值点，191 
局部极值点，191，411 
可去间断点，138 

临界点，411, 454, 457, 477, 479, 480 
内点，368 
内极值点，192 
切比雪夫交错点，152 
外点，368 
稳定点，412, 480 
严格局部极大(小)值点，191 
点列，372 
典则变 M， 440 
调和平均值，92 
迭代法，15 

n 次迭代，26 

定理 

阿贝尔第一定理，243 

比较定理，84, 85 

达布定理，209, 312 

戴德金定理，54, 56 

代数基本定理，255 

德拉瓦莱-布森定理，152 

第二中值定理，360 

第一中值定理，317, 333 

反函数定理，442 

关于反函数的定理，145 

关于基数的定理(康托尔)，23 

关于有限增量的拉格朗口定理，193, 194 

积分的第二中值定理，319, 322 

拉格朗日定理，204 

拉格朗日中间值定理，194 

量纲理论的 II- 定理，403 

罗尔定理，193, 423 

切比雪夫定理，152 

施略德伯恩斯坦定理，22, 26 

完备公理，54 

魏尔斯特拉斯定理，74 


隐函数定理，426, 435 
隐函数定理的最简单情形，428 
有限增量定理，194, 404 
折射定律，480 
中值定理，403, 404 

定律 

光的折射定律，215 
开普勒定律，154, 403 
克拉贝龙定律，263, 441 
牛顿第二定律，266 
牛顿定律，154, 270, 399 
欧姆定律，21 
斯涅耳定律，215 
速度加法定律， 184-186 
万有引力定律，154, 266, 403 

度 S 

R m 中的距离，365 
x t y € R 之间的距离，46 
度 S 空间，366 

集合与 E 2 之间的距离，371 
完备度 M 空间，372 
度世，距离 

f 和 g 之间的距离，151 
对称性，17, 399 
对基 S 为无穷小，114 
对基 B 最终为常数，114 
对基 S 最终有界，114 
对数，108-110, 170 
对数刻度，177 
积分对数，283, 362 
对数函数，108, 109, 111 
对于基5,函数/渐近于函数& 125 
多项式 

拉格朗日插值多项式,210, 334 
勒让德多项式，334 
切比雪夫多项式，152 
泰勒多项式，202, 205 
最佳 逼近多项式，151 
多重指标，422 
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E 

二次平均值，92 
二维曲面，417, 418, 432 
二项式 

牛顿二项式，54, 188, 200, 201 
微分二项式，294 

F 

发散数列，67 
法则 

洛必达法则，225 
反对称，19 
反对称性，18 
反函数，148 
反身性，17, 18, 399 
反双曲函数，181 
范畴的，32 
范数，383, 385 
泛函，10, 12, 314 
方程 

变世分离的方程，296 
简莳振动方程，271 
拉普拉斯方程，421 
欧拉方程，400 
欧拉折线法，269 

微分方程，158, 260, 263, 269, 296 
执传导方程，421 
方程组 

哈密顿方程组，440 
欧拉-拉格朗 H 方程组，440 

方法 

奥斯特洛格拉德斯基方法，292 
待定系数法，269 
拉格朗日乘数法，469 
M 纲方法，402 
穷尽法，299 
梯度方法 ，397. 

最小二乘法，423 
放射衰变，264, 274 
费马引理，191 


分部积分法，280 
分部积分公式，327 
分段光滑道路，339 
分划，299 

带标志点的分划，300 
分划 P 的区间，299 

分解 

把真分式表示成所谓简分式的和，257 
分解微分同胚为最简形式的复合，451 
函数/ 在 Ax 0 处的泰勒级数，201 
函数 f ( x ) 在 A x 0 处的 n 阶泰勒多项 
式，196 

辐角，239 

辐角的分支（或主支 )，239 
复合 

关系 n u n 2 的复合 n^oiiu 19 
复合函数的微分法，175 
复合映射, 373 
复平面，239 
复数辐角，239, 240 

G 

高斯积分, 361 
割线，162, 164 
根，254, 256 

复数 a 的 n 个不同的根，240 
实根，151 

数1的所有的 n 次根，259 
重根，256, 258 
公理，23 

并公理，23, 27 
策梅洛公理，24 
乘法公理，30, 33 
对公理，23, 27 
分出公理，23, 27 
公理系统，23 
加法公理，29, 32 
容积公理，23, 27 
完备(连续)公理，45 
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完备公理，31，36, 37, 43, 45, 55-59, 61 
完备性公理，116 
无穷公理，24, 27 
序公理，31，34 
选择公理，24 
置换公理，24 
子集之集的公理，24 
公理系统，45, 61 

策梅洛-弗兰克尔 ( Zermelo - Praenkel ) 
公理系统，24 
公理系统的范畴性，32 
公理系统的无矛盾性，32 
集合论公理系统，24 
实数集的公理系统，29, 43, 57 

公式 

埃尔米特插值公式，211 • 

奥斯特洛格拉德斯基公式，292, 293 
波内公式，322 
带积分余项的泰勒公式，327 
分部积分公式，281 
复数的代数形式和三角形式，239 
局部泰勒公式，203 
矩形公式，335, 336 

具有拉格朗日形式的泰勒公式余项，410 
柯西-阿达马公式，243 
拉格朗日插值公式，211 
拉格朗日余项的多6指标记号的泰勒公 
式,422 

莱布尼茨公式，188, 189 
麦克劳林公式，198 
牛顿-莱布尼茨公式，299, 330 
欧拉公式，245 
抛物形公式，335, 336 
佩亚诺形式余项的泰勒公式，410 
气压公式，262 
求积公式，336 

泰勒公式，196, 409, 412, 422 
泰勒公式余项，336 
梯形公式，335, 336 


韦达公式，132 
辛普森公式，335, 336 
余项的拉格朗日公式，198 
棣莫弗公式，240, 248 
关系，4, 17 

包含关系，18 
出发域，17 
到达域，17 

等价关系，17, 19, 21，399 
等势关系，21 
关系尺的定义域，17 
关系灭的值域，17 
函数的图像 . 18 
函数关系，18 
序关系，18 
转置关系，19 
关系的定义域，17 
关于义 中基杉的极限，371 
关于数学命题的逻辑结构，24 
光滑道路，339 

H 

哈密顿 ( Hamilton ) 方程组，440 
函数，10, 16, 18, 19 
co - 等高集，471 
Q 等 高集，471 

/是当 EBx -^ a 时的无穷小，99 
n 次齐次函数，401 
凹函数，219 
常值函数，97 

处处不可导的连续周期函数，171 
单调函数，120, 121 
等高集，433, 471 
狄利克雷函数，139, 312 
调和函数，421 

定向区间的可加函数，316, 336, 337 
对数函数，108, 112 
多变量函数，365 
多变量可微函数，386 
多变 M 连续函数，376 



名词索引 


• 499 • 


反函数，145, 146 

符号函数，95 

复变量2的复值函数，248 

函数/的等高集 ( c - 等高面 )， 399 

函数的复合，14 

函数的图像，19 

函数等高集，467 

函数在点 z 0 eC 处解析，252 

函数作为子集/ C X x y , 19 

解析函数，201, 260 

局部 n 次齐次的，401 

可积函数，301 

可微复变函数，251 

可微函数，154, 159 

拉格朗日函数，469, 470, 474-476 

黎曼函数，139, 312 

力函数，399 

连续复变函数，250 

连续函数，133 

幕函数，111，112 

面积余切，182 

面积正切，182 

三角函数，246, 340 

上凸函数，219 

上有界函数，98 

势函数，399, 400 

双曲函数，246 

双曲余切，182 

双曲余弦，180 

双曲正切，182 

双曲正弦，180 

凸函数，219 

无穷可微函数，251 

下凸函数，219 

下有界函数，98 

严格凸函数，218, 219 ’ 

一致连续函数，143, 144 
以 a (0 < a,a ^ 1) 为底的对数函数， 
108 

隐函数，183, 189, 434,435 


隐函数定理，426 
有界函数，98 
圆函数 ， 246 

在集合五上的连续的实函数，136 
在集合的极限点 x £ E 处是可微的 
函数，159 

指数函数，103, 108, 112, 246-248, 267 
周期函数，171, 271, 331, 334 
自然对数，108 
最终上有界，98 
最终为常数函数，122 
最终为常值函数，97 
最终下有界函数，98 
最终有界，98 
最终有界函数，122 
作为关系的函数、函数的图像，16 
函数 f 在点 a 的微分，158 
函数/在集合 >4上的缩小或限制 ，10 
函数 / — R 在点 a€E 的振幅，135 

函数/ : E — R 在集合 E 上连续 ， 136 
函数(映射 )， 10 

函数/ : 五 — R 在点 a € E 连续，134 

函数/ : E - R n 在点 a €五的振幅，377 

函数/ : X — IT 在五上的振幅，373 

函数的变元或自变量，10 

函数的出发域，10 

函数的到达域，10 

函数的定义域，10 

函数的渐近行为，128, 203 

函数的幂级数表示，解析性，248 

函数的因变最，10 

函数的值集，10 

函数的值域，10 

函数独立，450, 457 

函数相关，450, 457 

函数相关的，450 

函数芽，152 

函数在集 X 上的振幅 ， 135 
函数值，10 
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赫尔德不等式，217 
黑塞矩阵，439 
环 

连续函数环，153 
连续函数芽的环，153 

J 

基，113, 114 

分划集的基，300 
分析中 ® 常用的基，112 
集合 X 中的基，112 
滤子基，113 
基本点列，372 
基本列，372 
基底，381, 385 
基数，22 
积 

集的直积，23 
级数的积，245 
数 It 积，384, 385 
无穷乘积，131 
积分，299, 301, 324 

不定积分，276, 277, 280 
超椭圆积分，291 
第二类椭圆积分，292 
第三类椭圆积分，292 
第一类全椭_积分, 363 
第一类椭圆积分，292, 363 
定积分，326, 327 
发散的反常积分，352 
反常积分， 351-354 
菲涅耳积分，296, 332, 363 
概率误差积分, 363 
积分对数，296 
积分双曲余弦，296 
积分双曲正弦，295 
积分余弦，283, 295, 362 
积分正弦，283, 295, 362 
积分指数，295, 363 
绝对收敛的反常积分, 356 


黎曼积分，301，351 
欧拉-泊松积分，296 
上达布积分，313 
收敛的反常积分，352 
条件收敛的反常积分, 359 
椭圆积分，291, 292, 295 
下达布积分，313 
向量值函数的积分，313 
积分的第一中值定理，318 
积分的下限和上限，301 
积分的线性性，314 
积分法 

不定积分法，277, 278 
积分和， 299-301, 304 
上积分和，306 
下达布和，306 
积分上限，316 
积分下限，315, 316 
积分余项，410 
极大(小)值 

局部极大值(局部极小值411 
用高阶导数表达的极值的充分条件，215 
用一阶导数表达的极值的充分条件，214 
极大(小)值条件极值存在或不存在的充分条 
件，472 
极大元，56 
极大值，424 
极限 

部分极限，80 
复合函数极限，373 
关于基6的极限，113 
关于基 Sx 的极限，117 
关于基的极限，113, 114 
函数的极限，93 
函数极限，97, 112 
数列 { x k } 的上极限，78 
数列 { x k } 的下极限，78 
数列 { x n } 的极限，67 
数列极限，68, 72 
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极小曲面，440 
极小元，56 
极小值，423 
集合，4, 5, 23 

闭集， 367-370 
不变集，21 
超越数集，43 
代数数集，43, 62 
归纳集，24, 38, 55 
后续集，24 
开集，367, 368 
康托尔集，64, 65, 313 
可数集，61，62 
空集，23 
空子集，23 
连通集， 378-380 
零测度集，311，313 
路连通集，378 
偏序集，31 
上(下)有界集，36 
实数集，29 
稳定集，21 
无界集，46, 373 
无穷集，22, 23, 55, 61, 62 
线性序集，18, 31 
有界集，36, 370 
有理数集，41 
有穷集，22 
整数集，40 
至多可数的，62 
至多可数集，62 
子集，23 
自然数集，38 
集合 E 的特征函数，12 
集合 EcR m 的直径，370 
集合的运箅，9 
集合论公理系统，5 
集合运算，7 
级数，81 

调和级数，83 


非负项级数，84 
复数级数绝对收敛的定义，242 
复数级数收敛柯西准则，242 
复数项级数，241 
级数的和，82 
级数发散，82 
级数收敛，82 
绝对收敛级数，83 
幕级数，242 
级数的部分和，82 
级数的项重排，83 
级数或无穷级数，81 
几乎处处，311，313, 323 
几乎所有点，311 
记数法的基，51 
伽利略变换，11 
夹角 

曲线在这点的夹角，478 
曲线之间的夹角，478 
曲线之间的交角，478 
向 i 4 2与 y 之间的夹角，385 
加法，31 

加速度， 154-156, 158, 171，189 
加速度向 M ， 237 
渐近线，231，234 

倾斜渐近线，229, 232 
竖直渐近线，229 
水平渐近线，229 
渐近行为，121，122 

对基5的渐近行为，122 
函数的渐近行为，121, 123 
交集，7 
结构 

R m 的欧几里得结构，384 
界 

上界，37 
有界数列，77 

紧集，143, 369, 370, 379, 380 
R m 中的紧集， 369-371 
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局部极大(或极小)值，191 
局部极值，191，411 
局部齐次函数，401 
局部抻直，445 
矩阵 

黑塞矩阵，453, 479 
雅可比矩阵，389, 392, 411, 446, 448 
具有拉格朗日余项的泰勒公式，204, 211 
具有佩亚诺余项的泰勒公式，204 
距离，366 
绝对值，46 
均方值，92 

K 

开集，369 
开球， 367-369 

康托尔海涅关于一致连续的定理，144 

康托尔集，313 

康托尔零测度集，313 

柯西-黎曼方程组，457 

柯西数列，72 

可加性，314 

可数集，61，62 

可微函数，164, 172 

空集，9 

空间 

n 质点系的相空间，13 
度 M 空间，366 
空间 R m , 365 
欧几里得空间，385 
切空间，386, 462-465, 478 
完备度贵空间，372 
完备空间，116 
向童空间 7 Z [ a t b] t 308 
空子集，6 
扩张或延拓，10 

L 

莱布尼茨公式，189 
勒贝格判别法，313 


勒让德变换，236, 438-440 
黎曼函数，312 
黎曼可积函数，301 
理想，153 

极大理想，153 
连续函数芽的环的理想，153 
力场，399 
连分数，91 

无穷连分数，91，92 
无穷连分数的近似分数，91 
有限连分数，91 
有限链式分数，91 
连续模，150 
连续统，63 

连续性，133, 143, 371, 376 
列，67 
临界点，412 
临界点的指标，457 
临界质*, 265 

邻域，46, 60, 94, 368, 373, 376, 377 
S 邻域，46 
去心邻域，94 
零测度的康托尔集，313 
零测度集，310, 311 
刘维尔 （ LiouviUe ) 定理，55 
流线，400 
滤子极限，113 
逻辑符号，1 
逻辑运算，3, 9 
落体，266 
洛伦兹变换，11 

M 

米歇尔斯基, 262 
幕级数，243 
面积 

曲边梯形的面积，343, 344 
椭圆的面积，344 
面积正弦，180 
模，46 
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复数2的模，239 
连续模，151 

N 

能 

动能，13 
势能，13 
总能 M ， 13 
逆映射的微分法，397 
牛顿-莱布尼茨，329 
牛顿定律，191 

o 

欧几里得辗转除法，55, 91 
欧拉 -- 泊松积分，361 
欧拉 - SZ 格朗日方程组，440 
欧拉替换，290 


判别法 

常值函数判别法，195 
达布判别法, 313 
达朗贝尔比较检验法，200 
达朗贝尔检验法，87 
单调数列的极限存在准则，74 
杜布瓦 AT 蒙判别法，313 
反常积分收敛性的柯西判别法，356 
非负级数的判敛准则，84 
复数级数收敛的柯西准则，241 
函数单调性检验法，195 
函数极限存在的柯西准则，115, 373 
函数黎曼可积性的勒贝格判别法，310, 
313 

积分收敛性的阿贝尔-狄利克雷准则，360 
级数绝对收敛性的高斯检验法，132 
级数收敛的柯西准则，82 
柯西根值检验法，86, 87 
数列收敛的柯西准则，72, 372 
魏尔斯特拉斯比较检验法，85, 86 
西尔维斯特准则，414 
判断法 


在五上不降的，120 
在 E 上不增的，120 
在 E 上递降的，121 
在 E 上递增的，120 
偏序关系，18 
平均 

次平均值，92 
调和平均，235 
二阶平均，235 
积分平均值，333 
几何平均，224 
加权的 t 阶平均，235 
平均函数，334 
算术平均，224, 235 

Q 

齐次函数，401 

齐次函数的欧拉恒等式，401 

切空间，464 

切平面，418, 419, 426, 462-465 

切线，162, 426 

球，367 

球面，368 

球面投影，478 

区间，45 

m 维区间，369 
半开区间，45 
闭区间，45 
开区间，45 
无界区间，46 
区间 afc 的长，46 
曲边梯形，343, 344 
曲率，237 

绝对曲率，237 
曲率半径，237 

曲面，417, 419, 420, 432, 433, 458-463, 
465-468, 471-473, 477 
曲线，12, 339 

参数化曲线，339 
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简单闭曲线，339 
曲线的参数形式，342 
去心 J 邻域 ，㈨ 
去心邻域，373 
全称量词，6 
确界 

上确界，37 
群，30 

阿贝尔群，30, 40 
加群，30 
交换群，30 

S 

三角形不等式，218 
上界，36, 37, 43, 72 
上确界，36, 37 
上限，315 
上有界，43 
射，10 
射影，8, 11 
施瓦茨，323 
实根，255 
实数模型，31, 48 
势，22 

等势，21， 63-65 
集入的势，22 
连续统的势，63, 64 
势(基数)，21 
收敛数列，67 
数 

2 nR , 340 

7 T , 43, 132, 248, 336, 341 

e , 77, 89, 90, 118-120, 248, 267, 269 

超越数，42, 55, 63, 64 

代数数，42, 55, 63 

复数，238 

负数，36 

基本初等函数的导数表，182 
集 X 的基数，22 
实数，29 


素数，41 

无理数，40, 55, 64 
有理数，40, 41，55, 62, 63 
整数，40 
正数，36 
自然数，24, 38 
自然数集，27 

斐波纳契 （ Fibonacci ) 数，92 
数 * 的阶, 51 
数量积，385 
数列，68, 72 
数列的极限，67, 68 
数轴，44 

双曲、反双曲函数，180 
速度 

摆的振动方程，350 
第二宇宙速度，350 
光在这两种介质中的速度，215 
瞬时加速度，165 
瞬时速度，157, 165 
真空中的光速，48 
算子，10 

拉转拉斯算子，421, 426 
平移算子，12 

T 

泰勒公式 

具积分形式余项的泰勒公式，422, 454 
泰勒公式余项，197 

积分形式泰勒余项，328 
具积分形式余项的泰勒公式, 409 
拉格朗日形式的泰勒公式余项，328 
佩亚诺形式，203 
佩亚诺形式余项的泰勒公式，410 
泰勒公式余项，201 
余项的柯西公式，197 
余项的柯西公式和拉格朗日公式，328 
套 

闭区间套，59, 60, 72 
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开区间套，61 
梯度， 395-397 
替换 

不定积分中的变 a 替换，281 
参数的容许替换，342, 343 
积分中的变量替换，328 
欧拉替换，293 
• 万能替换，288 
条件 

多变 ft 函数极值的必要条件，411 
多变*函数可微性的充分条件，405 
极值是否存在和极值不存在的充分条件， 
412 

可积性的必要条件，302 
可积性的充分条件，302 
条件极值，467 
条件极值的必要条件，467 
同构，32, 130 
同构实现, 32 
同阶 

/与 p 是同阶的，124 

同胚 

C ( p ) 类微分同胚，442 
p 级光滑微分同胚，442, 447, 449 
局部微分同胚，444 

微分同胚，442, 445, 451，452, 455, 459, 
461, 478 

嵌简微分同胚， 451-453 
投影，377 
凸性，218, 220 
图像，19, 149 

函数的图像，230, 234, 417-420 
退化临界点，479 
拓扑，95 

W 

微分，158, 179, 387,388 

函数/ : — R n 在点 x € E 的微分， 

386 

微分是函数增童的线性（主要）部分，160 


自变世 的微分就是它的增量，160 
微分的几何意义，161 
微分法，171 

复合映射的微分法，393 
幂级数的微分法，251 
微分的基本法则，171 
一般的微分法则在复的情形下也都成立， 
251 

隐函数的微分法，183 
微分算子，421 
尾数，57 

魏尔斯特拉斯最大值定理，142 
位势 

力的势，350 
牛顿位势，349 
位置记数法，50 
问題 • 

二体开普勒问题，154 
惠更斯问题，415 
浦丰问题，351 
无穷大 

无穷大函数，122 
无穷集，61 

无穷几何级数(或等比级数 )，82 
无穷小，122 

无穷小函数，122 
无序对，8, 23 
误差，49, 177, 401 

绝对误差，48, 69, 177 
相对误差，48, 177 

X 

系数 

弹性系数，270, 275 
有效作用系数，273 
下界，36, 37, 43, 72 
下确界，37 
下有界，37 
线性泛函，314 
相对误差，401 
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像，18 闭区间套引理，58 

向童 波尔察诺-魏尔斯特拉斯引理，77, 81 


法向愤， 418-420 
切向童，419, 420, 465, 476 
向置 v 的模，157 
向量场 ，399 
向 M 空间 

空间 H [ a , fej , 314 
行量轨道，276 
序对, 8, 23 
序列，58, 66, 67 
有界数列，74 
逼近序列，47 
不降列，74 
不增列，74 
常数列，68 

单调数列，74 - 

递降列，74 
递增列，74 
基本列，72, 241 
基本数列，72 
柯西列，72, 241 
上有界列，74 
收敛数列，72 
下有界数列，74 
有界数列，68 
旋轮摆，350 
旋轮线，350, 364 

Y 

雅可比行列式，453 
严格单调性，220 
严格局部极大(小)值，191，411 
严格凸性，220 
一致连续性，143, 378 
因数，40 

零因子，57 
最大公约数，55 

引理 

阿达马引理，423, 454 


费马引理，193 
极限点引理，60 
莫尔斯引理，453, 454 
有限覆盖引理，59, 60 
隐函数，428, 441 
隐函数定理，434, 441, 442 
映射，10, 11，20, 21，163, 371, 372, 377, 379, 
382, 383, 391-393, 397, 442, 443, 
459, 462, 463 
单边逆映射，20 
单射，14, 15, 21 
复合映射，14, 380, 393, 394 
恒等映射，15, 20 
互逆映射，14, 16 
连续映射，376, 380 
满射，14, 15, 20, 21 
内射，20, 21 

逆映射，14, 16, 397, 399 
切映射，397, 398, 462, 463 
切映射或导映射，386 
上映射，14 
双射，14, 16, 20, 21 
线性映射，164, 382-384, 391-393, 398, 
399 

线性映射>1 : R m — R n 与 B : R n — 
R fc 的复合, 383 

一一映射(又叫双方单值映射 )， 14 
一致连续映射，378 
映射的复合，14, 16 
有界映射，371 
右逆映射，20 
最终有界映射，371 
左逆映射，20 

有界 

有界集，43, 60 
有界函数，151 
有理函数积分法，285 
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有理曲线，294 
有限差，211 
有限集，62 
有限子族覆盖，59 
有效作用系数，273 
域,31 

阿基米德序域，56 
代数域，31 
有序域，56 
元 

单位元，30, 33, 36 
负元，30, 32, 33 
极大元，36, 37 
极小元，36, 37 
零元，30, 32 
逆元，30, 33 
中性元，30 
极大元，36 
最小元, 36 

原函数，276, 277, 279-281，287 
广义原函数，325 
有理函数的原函数，284, 287 

原理 

阿基米德原理，43, 44, 56, 61 
波尔察诺尔斯特拉斯原理，60, 61 
溥 笛尔- 勒贝格原理，59, 61 
贽马原理，215, 480 
柯西-康托尔原理，58, 61 
上确界原理，37, 55 
数学归纳原理，38 
原像，19 
运算 

乘法对加法有分配性，31 
乘法运算，30 
初等逻辑运算，24 
加法运箅，29 
结合的，14 
微分运算，171 
运算“+”是交换的，30 


运算“+”是结合的，30 
运算“•”是交换的, 30 
运算“•”是结合的，30 

Z 

在 E 的极限点 aeE 处可微，158 
在点 x e E 处的微分，159 
真假表，3 
真子集，6 
振动，403 

简谐振动，271 
周期运动，275 
周期振动，271 
阻尼振动，273 

振子 

平面振子，275 
线性振子，275 
正交规范基底，385 
直积，8 
秩 

光滑映射 / — nr 在点 zee / 的 

秩，446 

函数组的秩，457 
切映射的秩，446 
重排，243 
周期，271 

摆的振动周期，348, 350, 359 
回转周期，275 
粒子的振动周期，364 
数学摆的振动周期，359 
周期函数，332 
周期函数，函数的周期，248 
逐次逼近法，15 
主值积分, 362 
主值意义下的积分，362 
子集，6, 24 
最简分式，285 
坐标，44, 385 

笛卡儿坐标，385, 443 
第 i 个坐标，366 
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点 rr 的坐标，44 曲线坐标，418, 

极坐标，443, 444 坐标轴，44 

球坐标，444 



中文版修订者的话 


B. A. 卓里奇的《数学分析》俄文第1版 (1981) 是由邝荣雨,蒋铎，王昆扬，钱 
佩玲和我译成中文的.俄文原版分I，II卷，中文译本将每一卷分成了两个分册，高 
等教育出版社分别于1987, 1989和1994年出版了前三个分册.第二卷第二分册因 
故未能出版.俄文原著在1998, 2001和2002年分别出版了第2、3、4版.据作者讲， 
德国施蒈林格出版社已经出版英文版. 

卓里奇这套分析教科书的特点在它的序言中已有详细介绍.这里，我想引用两 
位著名数学家，前苏联科学院院士 A. H. 柯尔莫戈洛夫（已于1987年谢世）和俄罗 
斯科学院院士 B. PI. 阿诺尔德，对该书评语中的几段话，或许能帮助我们更好地理 
解这套分析教科书的优点. 

柯尔莫戈洛夫生前在对这套书的第1版的评论中说：它把叙述的高度严谨性与 
可读性、充实的内容以及培养研究实际问题的习惯结合起来了 • 

阿诺尔德对这套书的称赞更具体，他说： B. A. 卓里奇的教科书是现有供大学数 
学系、物理系学生用的分析教科书中最成功的.它与传统分析教科书的重要区别在 
于，它一方面更贴近自然科学（特别是物理学和力学）的应用，另一方面，它比常规的 
教科书更多地运用了现代数学（包括代数学、几何学和拓扑学）的思想和方法.教程 
富于思想性，它清楚地展示了在具体问题研究中现代数学的思想和方法的强大威力. 
特别不寻常的是第二卷，它包括向量分析，流形上的微分形式理论，广义函数论和位 
势理论的引论，傅里叶级数和傅里叶变换以及渐近展开初步. 

阿诺尔德如此称赞卓里奇的书，与他反对日益加剧的教材专业化趋势有关.他 
说： 当今，像卓里奇这样编写教科书，应看作是一个创新.这在古尔沙时代曾经是平 
常的，但是，惹人注意的近半个世纪的教材专业化趋势阉割了分析教程，留给它的几 
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乎只是一个个的论证.现在看来，重新使分析教程变成有丰富内容的，显然，是非常 
必要的，这也与大多数大学生未来将从事应用性的工作有关. 

两位数学大家的话引起了我们的思想共鸣.我们从教学和科研工作中也意识到， 
提高数学基础课教学质量就是使学生学到符合现代水准的、足够的数学理论，并培 
养学生具有应用数学理论分析解决实际问题的习惯和能力.卓里奇的两卷分析教科 
书以及他在莫斯科大学力学-数学系的教学实践的着力点也正在于此.因此，我们以 
为，认真研究一下卓里奇怎样解决上述两方面问题，必将得到许多有益的启示.高等 
教育出版社重版卓里奇这套分析教程的确是件大好事. 

去年二、三月高等教育出版社的张小萍老师找到我们，商量根据卓里奇《数学 
分析》原著第4版修订中译本的问题.当时，在第1版译者中，蒋铎先生已经谢世， 
除我之外的其他三位同志都有不能脱身的工作.张小萍老师希望我们来做这项工作, 
我们也认为这确实也是一件有意义的事，就这样，我硬着头皮接受了这项任务. 

卓里奇的《数学分析》第4版与其第1版比较，虽然内容、结构、思想、风格 
依旧，但具体改动却不少.每卷末都增加了口试试题和考试 大钢； 傅里叶级数和傅里 
叶变换这一章全部改 写了； 对一些关键定理给岀了新证明或改写了原来的证明；充 
实了与自然科学有关的 例子； 重新编排了部分习题，并增加了一些新 习题; 作了更加 
详细的 索引； 许多段落中都有词句改动. 

鉴于这种情况，加之我们的第1版译本本身也有一些错误和译得不好的地方，这 
次修订采用了以通读俄文原著第4版为基础,逐字逐句对照，进行修改、重译和补译 
的方法.原版中的印刷错误和明显的笔误，在译文中改正后未作 标注. 有个别地方, 
修订者认为有必要补充说明，就写了译 者注. 

虽然我作了不少努力以减少错误，但限于语言文字水平和自然科学知识水平，难 
免还有不少改错译错之处，希望有关专家、老师及所有读者不吝賜教，批评指正. 

我感谢 H 5 荣雨、王昆扬、钱佩玲几位同事的信任和支持，感谢高等教育出版社的 
张小萍老师在修订过程中对我的帮助以及她为该书顺利出版所做的各种努力.我还 
要对书的作者 B . A . 卓里奇教授深深致谢，1989年他为第1版中译本写了补序•为 
这次修订，他向我们介绍了第 4 版与第1版比较所作的主要改动.还应感谢对译稿 
加工的徐伯勋、文小西、杨芝馨和郭思旭几位先生，他们认真细致的工作使修订稿避 
免了不少错误. 
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